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INTRODUCTION 

AU CALCUL DIFFÉRENTIEL; 

Par A. A. L. REYNAUD, 

Examinateur des Candidats de l'École Polytechnique ^ 

et Professeur du Cadastre. 



DEUXIEME SECTION. 



PARIS, 

[Cliez COTJRCIER j Iraprimeur-Libr. pour les Mathématique» ^ 

^ai des Augustizis, n^ 5j. 
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Ouvrages de M, Reynaud ^ qui se trouvent chez lui , rue 
Geoffroy-l'Asnier^ n* fl5 , et chez Courcier^ Libraire , 
quai des Augustins ^ n^ 5/. y 

lo. Traité d'Arithmétique y h l'nsagedes Ingeniears du Cadastre ; prix 5 f. 

09. Elémens d'Algèbre^ i*''^ section, (3*éditioQ}; . 5 f . 

3**. Hémens d* Algèbre , a* section , ' 5 f. 

4°. Trigonométrie analytique, suivie des Tables de Logarithmes de 
M. Lalancle, a f. 5o c. 

5«. Fragmens sur V Algèbre et la Trigonométrie , 5 fr. 

6°. Manuel de V Ingénieur du Cadastre , par MM. Pommiés et 
Reynaud , la fr. 

9°. Traité d Arpentage de Lagriue , avec les />o/&s . de Reyf^aud, 
Ces notes eoiitiennent , la Théorie des Rentes perpétuelles et 
viagères ,> toutes les questions rdàtives à Finterét de Targent et 
des Tables de Logarithmes , 7 f . 

r^otes sur Bezout. 

8o. Arithmétique de Bezout , avec le»- notes de Renaud, Ces 
xu)tes sont divise'cs en quatre parties. La première contient TAna- 
Jysc du Traite' d'Arithmétique à Fusage des Ingénieurs du Ca- 
dastre. La seconde et la troisième partie renferment les propriétés 
des nombres qui sout utiles daps TAIgèbre. La; dernière partie 
est P Arithmétique des Grecs».*. (5« édîtipn) , ' 3 f . 

ÇfO. Géométrie de Bezout , avec les notes de Reynaud. Ces notes 
sont divisées en trois parties. La première est destinée à compléter , 
Ja Géométrie de BëZout. La ; seconde ofiPre une collection de 
Problèmes. La troisième contient la Théorie des plans et les 
Elémens de la Géométrie descriptive , 5 f. 

100. Algèbre de Bezout , avec les notes de Reynaud, 

Nota. U Arithmétique , V Algèbre , là Trigonométrie analytique , 
les Notes sur r Arithmétique et sur la Géométrie de Bezout, sont par- 
ticulièrement destinées aux Eièves'qûi se proposent d'entrer h V Ecole JPo" 
lytechnique. On y trouve les principales difficultés relatives aux examens* 

AVIS. 

Les Élèves qui voudront se borner à ce qni est indispensable pour entrer 
îi l'École Polytechnique, pourront passer tout ce qui est en petits caractères* 
Les -DP* des articles que l'on enseigne à l'École Polytechnique , sont précédai 
d'nne étoile *. Le n® 4^0 est de cette espèce. 

Dans cette deuxième section , on a fait usage des lettres grecques a, Ç , % 
^f^i 9* y que Ton prononce alpha, hèta , gamma, delta, phi et pi. Le» 
signes { A, n^ ), (i^e sect. n« ), {laP ), indiquent respectivement de» 
renvois à mes Notes sur l'Arithmétique de Bezout ( 5» édition ) , à la première!» 
section de ces Élémens d'Algèbre et à des articles de la seconde section. Lei^ 
£uvvi^ à lu Trigonométrie se rapportent à ma Trigonométrie analytique* 
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DTJLCÉNCE du Public pour les deux premières 
•ns de la première section de mes JBIémens 
;èbre y ma imposé ta loi de donner tous mes^ 
à la seconde section. J'ai cherché à profiter 
vis que plusieurs Professeurs ont bien voulu 
onner, et des remarques que j'ai faites pendant 
innées d'enseignement ; j ai principalement 
é sur les difficultés qui arrêtent la majorité 
îllèves. Mon ouvrage est entièrement consacré 
Candidats qui se destinent à FEcole Polytech- 
5. J'ai cherché à réunir tout ce qui est indis- 
ible pour y entrer , ce qui peut préparer aux 
î des Professeurs célèbres de cette. Ecole ^ et 
rtie de Tanalyse algébrique que l'on y enseigne i 
r; les séries, la résolution des équations à deux 
es par les lignes trigonométriques , la décom* 
ion des équations en facteurs réels du second 
î y la transformation des fractions rationnelles en 
ions plus simples , la transformation des fonc-» 
irrationnelles en fonctions rationnelles^ la 
utian générale des équations des quatre pre-» 
s degrés , etc. 

ouvrage est divisé en six chapitres. Les quatre 
aiers , combinés avec la première section 
:es élémens d'algèbre , renferment tout ce qui 
exigé pour entrer à l'Ecole Polytechnique*. 
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Le cinquième chapitre est destiné à compléter la 
théorie générale des équations ; on y trouvé les 
principales difficultés relatives aux examens. Je ne 
puis trop recommander aux Elèves , d'étudier avec 
soin la démonstration de ce principe important^ 
que toute équation est décomposable en facteurs réels 
du premier et du second degré. Ce principe sert de 
fondement à l'intégration des fractions rationnelles^ 
Il serait à désirer qu'on l'exigeât des Candidats^ ou 
qu'on renseignât à l'Ecole. 

Le sixième et dernier chapitre traite des séçies 
récurrentes et des séries qui expriment les dévelop^ 
pemens des fonctions transcendantes. Ce chapitre sert : 
Ôl introduction du calcul différentiel. 

Cet aperçu rapide suffit pour donner une idée dc^(^: 
l'ensemble de l'ouvrage. Occupons-nous des détails, x 

Le premier chapitre renferme la formation, des \ 
puissances et V extraction des racines de tous les \ 
degrés^. J'ai cherché à démontrer rigoureusement 
les règle? relatives aux exposans incommensurables y^ : 
parce que ces règles servent de fondement, à la < 
Théorie /dés Logarithmes. Je me suis occupé des .■ 
difficultés que présentent les radicaux imaginaires '■ 
du second degré. J'ai donné la Théorie des Corn-- i 
binaisàns . et j'en ai déduit la formule du Binôme.. : 
Apres- avoir fait connaître les principale^; pro- " 
priétéç de cette formule, j'ai fait voir conotment 
elle peut servir à résoudre des problèmes , sur les' 
probabilités. Je suis parvenu a déterminer le nombre ' 
des terme^s de la puissance m d'un poljrnopie de ni 
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termes y et j'en ai déduit le moyen de reconnaître 
à l'inspection du nombre des termes d'un poly- 
nôme y si la racine de ce polynôme peut être 
exacte. Après avoir formé tous les diviseurs d'un 
nombre^ j'ai déterminé le nombre de ces diviseurs y 
ce qui m'a conduit à des propriétés qui me parais- 
sent 'nouvelles. J'ai démontré avec soin la règle 
générale qui sert à extraire la racine du degré m , 
d'un polynôme quelconque , et j'ai fisdt voir com- 
ment on peut obtenir la valeur d'une racine incom- 
mensurable, avec un degré d'approximation donné. 

Le second chapitre traite àes fractions continues^ 
Je me suis borné à faire connaître les propriétés de 
ces fractions ^ qui deviennent indispensables dans la 
théorie générsde des équations. Les Elèves qui 
désireront déplus grands détails ^ pourront consulter 
les ouvrages célèbres de MM. Lagrange et Legendre. 
Les fractions continues périodiques terminent le 
second chapitre. 

Le troisième chapitre renferme la partie de la 
théorie générale des équatiêns qui est . exigée pour 
entrer à FEcole Polytechnique. Les Elèves éprou- 
vant des difficultés pour passer de l'algèbre élé- 
mentaire à la théorie générale des équations ^ j'ai 
cherché à préparer à cette théorie y en eo^sjûpiv^éxA 
dans des préliminaires y comment o» compose des 
équations qui admettent des racines données. J'ai 
Eût ensuite apercevoir comment on peut revenir 
des équations aux racines ; ce qui donne une pre- 
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xnière idée de réliminatîon et de la résolution des 
équations numériques. 

Je commence la théorie des équations par IV/i- 
minât ion ; je démontre / que les méthodes fondées 
sur la recherche du plus grand commun diviseur^ ne 
conduisent pas directement à V équation finale. Je fais 
connaître comment on obtient toutes les solutions 
communes à deux équations entre deux inconnues j 
j'examine comment on peut simplifier les dalculs; 
je discute avec soin tous les cas particuliers qui 
peuvent se présenter, et je traite des exemples 
qui réunissent toutes les difficultés. Je donne la 
méthode d'élimination due à Euler^ et je termine 
l'élimination en faisant voir comment on élimine 
371 — I inconnues entre m équations d'un degré 
quelconque. 

La plus grande partie des obstacles que l'on 
rencontre , lorsqu'on s'occupe de la résolution 
des équations numériques , tient à ce qu'on aper- 
çoit difficilement l'enchaînement des principes qui 
servent à résoudre ces équations. J'ai donc cru 
nécessaire de renvoyer*^ la seconde partie de la 
Théorie des Equations , toutes les propriétés qui 
ne sont pas nécessaires à leur résolution. On ne 
peut se dissimuler que si les méthodes purement 
analytiques offirent l'avantage de diriger l'esprit dans 
la recherche de la vérité , elles ont l-inconvénient . 
de détourner continuellement l'attention du but 
principal , - en l'arrêtant sur les démonstrations des 
principes qui servent à résoudre la question pro-^ 
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posée. Pour parer à cet inconvénient, sans perdre 
les avantages de la marche analytique , j'ai cru devoir 
commencer par la recherche des principes néces- 
saires à la résolution des équations numériques. J'ai 
démontré ensuite ces principes et j'en ai déduit les 
moyens de calculer les racines. J'ai donné des mé- 
thodes particulières pour simplifier la recherche 
des racines incommensurables. J'ai fait connaître 
dans quel cas on peut transformer les équations 
Httérales en équations numériques , ce qui m'a 
conduit naturellement à la résolution des équations 
à deux termes. J'en ai déduit le moyen de calculer 

(les racines des équations réductibles au second 
degré. 

Le quatrième chapitre Xv^îie des progressions ei des 
logarithmes. Je démontre les propriétés principales 
des progressions par différence et par quotient. Je 
£iis remarquer l'analogie qui existe entre ces pro- 
priétés. Je donne des formules pour résoudre toutes 
les questions relatives aux progressions ; j'examine 
les difficultés que Ton peut rencontrer , et la recher- 
che du nombre des termes d une progression par 
quotient me conduit naturellement à la Théorie 
des Logarithmes (^). Je parle de leurs propriétés 
lorsque la base est quelconque. Je démontre que 
la base étant positive , les logarithmes de tous les 
Bombries positifs sont réels , tandis que les loga- 



(*) Dans ce Traité d'algèbre, je ferai toujours usage des 
[tibles de logarithmes qui terminent ma Trigonométrie ana- 
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rithmes des nombres négatifs sont Imaginaires. Je 
donne le moyen de calculer une table de loga- 
rithmes ; Je fais voir comment étant donné un nom- 
bre on peut trouver son logarithme , et réciproque- 
ment. Je prouve la légitimité de la proportion qui 
sert à calculer les logarithmes qui ne se trouvent pas 
dans les tables, et je fais connaître Tusage des loga- 
rithmes pour résoudra^es équations. Je traite toutes 
les questions relatives à l'intérêt de l'argent , la Théo^ 
rie des rentes perpétuelles et viagères et les annuités. 

Le cinquième chapitre contient I^l partie de la théo-* 
rie des équations qui n'est pas exigée pour entrer à 
VEcole^Poljrtechnique. On y trouve les principales 
difficultés relatii^es aux examens , les propriétés cu- 
, rieuses des équations , la partie de l'algèbre que l'on ' ' 
enseigne à l'Ecole Polytechnique , et le calcul de ■ 
limites très-approchées des racines. Je fais voir com- 
ment les signes des termes d'une équation peuvent, 
servir à déterminer le nombre des racines réelles de 
cette équation. Je dpnne la règle des signes de 
Descartes. Je détermine le nombre des racines ^ 
réelles des équations à deux termes. Je m'occupe 
des propriétés des polynômes , et je donne lemoyea 
de faire disparaître un terme quelconque d'une équa- . 
tion. Je parle de la transformation des fonctions et 
des équations. Je donne le moyen de changer une ' 
équation en une autre, de manière que les racines 
de ces équations satisfassent à une relation donnée. 
Je transforme les fonctions irrationnelles en fonc- 
tions rationnelles et j'en déduis la résolution des 
équations dans . lesquelles les inconnues cntrcat 
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sous des radicaux. Je simplifie les formules qui 
contienuent des radicaux. 

Je donne la théorie des fonctions symétriques ; je . 
£ads voir que les sommes des puissances des racines 
d'une équation sont exprimées par des fonctions ra- 
tionnelles à^s coeflSciens de cette équation. J'en dé- 
duis que les fonctions algébriques rationnelles et 
symétriques des racines d'une équation, peuvent 
toujours être exprimées rationnellement au moyen 
des coefiEiciens dç cette équation ; ce qui me fournit 
le moyen de calculer dii^ctement l'équation finale 
qui résulte de l'élimination d'une inconnue, entre 
deux équations et deux inconnues d'un degré quel- 
conque. Je détermine le degré de cette équation. 
Je donne une méthode générale , pour calculer /V- 
quatiân finale ^ débarrassée des facteurs ék^^angerSy en 
ne faisant usage que de la théorie du Jj^us grand 
commun diviseur. Je fais voir comment on p^îit com-» 
poser deux équations générales entre x eljy de ma- 
nière que les racines de ces équations soient égales 
à des quantités données. Je détermine le plus 
grand nombre de solutions communes que puissent 
admettre deux équations entre deux inconnues* Je 
calcule l'équation qui a pour racines une fonction 
déterminée des racines d'une équation donnée. Je 

forme les diverses puissances de I^ — i ; je dé- 
montre que toute fonction de a-\- b l^ — • i est de 
la fornae^+jBJ^ — I, et j'en déduis quea+ê k"— x 
étant racine d'une équation, a — é'K — i est racine 
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de la même équation. Je prouve que si toute équa- 
tion a une racine , une équation quelconque sera 
décomposable en facteurs réels du premier et du 
second degré. Les racines de cette équation seront 

de la forme a + ^ J^ — i . Je détermine les facteurs 
réels du second degré des polynômes et j'en déduis 
le moyen de calculer les racines imaginsdres des 
équations. 

Passant ^MX'équations à deux termes , je les résous 
généralement au moyen des lignes trigonométriques 
et je fais connaître les propriétés de leurs racin.es. Je 
prouve que ces équations sont décomposables eu 
facteurs réels du premier et du second degrés, je 
détermine ces facteurs et je construis géométrique- 
ment les racines et les facteurs des équations à 4eux 
termes. Je donne des formules générales qui expri- 
ment toutes les racines des équations réductibles au 
second degré , je construis les facteurs réels du tri** 
nome x^"^ 2 a:"* cos Ç+i ^ et la Théorie des radi- 
caux réels et imaginaires se déduit de celle des 
équations à deux termes. 

Les propriétés des fonctions symétriques me don- 
nent le moyen de résoudre généralement les équa- 
tions des quatre premiers degrés ; je résous ensuite 
directement ces équations^ et je discute tous les 
cas qui peuvent se présenter. Je fais voir que lors- 
que l'équation du troisième degré tombe dans le 
cas irréductible y les trois racines sont réelles-; ces 
racines peuvent être exprimées au moyen des lignes 
trigonométriques. Je résous généralement les équa- 
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tions qui sont réductibles au second degré , au 
troisième ou au quatrième degré y et la théorie des 
équations réciproques termine le cinquième chapitre. 
Le sixième c/iapitre ^ ( qui sert d^ introduction au 
calcul différentiel) y contient^ la démonstration de 
la formule du ^i/xo/Tie quand l'exposant est quelcon- 
que ; les propriétés générales des séries , des iden- 
tités ^.et des fonctions ; la décomposition des frac- 
tions rationnelles en fractions plus simples ; les «e- 
ries récurrentes , qui expriment les développemens 
des fractions rationnelles ; les principaux problèmes 
relatifs aux suites récurrentes ; la méthode des coeffit^ 
ciens indéterminés; les dé^^eloppçmens des fonctions 
transcendantes a*, e* , logarithme a:, sin Xy cosx, 
tang. Xy cos mxy sin. mx y (cos a:)", (sin jc)"; le 
retour des suites ; la conversion en fractions con- 
tinues des fonctions que l'on sait réduire en séries ; 
les sommes des puissances des termes des progres- 
sions^ \es nombres figurés , \ts nombres polygones y 
et les propriétés des logarithmes imaginaij^es. L'ou- 
vrage est terminé par la théorie des fractions , qui 

sff réduisent à -. 
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CHAPITRE PREMIER. 

PUISSANCES ET RACINES DE TOUS LES DEGRÉS. 
PUISSANCES ET RACINES DES MONOMES. 

/■ 

N<»« des art. F«» des pap. 

— , . # 

j. JLjA. FUissÀirCE m d'une quantité est le produit de . . > 
m facteurs égaux a cette quantité , i 

a. Pour éleuer une quantité a une puissance , il suf- 
fit de multiplier l'exposant de cette quantité par 
le nombre qui indique à quelle puissance on veut 
; élever la quantité proposée , idem, 

3. Pour élever ur^ produit h une puissance , il suffit 

d? élever chaque facteur à cette puissance , idem» 

^, Pour élever une fraction à une puissance y il suf- 
fit délever séparément le numérateur et le dé- 
/iominateur à cette puissance , 

5. Toute puissance de degré pair, d'une quantité 

positive ou négative , est positive , idem* 

6. Toute puissance impaire d'une quantité a le signe 

de cette quantité , idem. 

7. Si a est la racine du degré va de h ; on aura 

a"» = b, idem. 

8. Pour revenir de la puissance a sa racine , il suffit 

de renverser les règles qui servent à former les 
puissances ', idem . 

9. Les exposans fractionnaires et les radicaux ne 

sont qoe deux manières différentes d'indiquer la même 

opération , 3 
10... II Hègles pour faire sortir nn facteur de dessous un 

radical, et pour faire passer un facteur sous un radical , idem, 

13. R^uire un radical à sa plus simple expression , 4 

i3. Réflexions relatives au calcul des radicaux , idem. 

14. •17* Addition et soustraction des radicaux > 5 
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J8..19. Pour multiplia ou pour diviser Jea radicaux 
du même degré , i7 suffit de multiplier ou de 
diviser les quantités flacées sous les radicaux , et 
découvrir le résultat d*un radical du même degré, 5 

ao. Un radical ne change pas de valeur lorsqu'*on 
multiplie ou lorsqiCon divise par une même quan- 
tité , Pindice du radical et Us exposansdes quan- 
tités qui sont sous le radical, 6 

31. "Rè^ générale pour réduire des radicaux au m<}fne 

indice, 7 

aa. Multiplication et division des | radicaux dç degrcs 

diffe'rens , idem. 

33. On élevé un radical à la puissance m, en élevant la 
quantité qui est sous le radical à la puissance 
ip., ou en divisant Vindice du radical par m , idem. 

a4* On obtient la racine du degré m d'un radical , 

e/i extrayanfia racine m^^"* de la quantité soumise 

au radical f ou en multipliant l'indice du radical 

par m. ' 8 

35. . 37. Théorie des exposans , entiers et fractionnaires , positifs 

et négatifs , idem» 

a8. La notation des exposans fractionnaires est plus com- 
mode que celle des radicaux. En génc'ral, 7a nota- 
tion qui offre le plus étavantages, est toujours 
celle qui dérive immédiatement de la nature de 
l'opération que Pon veut indiquer , 9 

ag..32* Propriétés des puissances des quantités plus grandes 

et plus petites que Tonité, 10 

33. Théorie des exposans incommensurables ^ idem. 

34» La racine d'un degré impair d'une quantité a le 

signe de cette quantité et est réelle , i4 

35. Un radical de degré impair ne change pas de 

valeur , lorsqu^on change en même temps le signe 
gui précède le radical et le signe de /a] quantité 
soumise au radical , idem, 

36. La racine dun degré pair d'une quantité doit 

être affectée du double signe -^ et — ; la rar 
cine dun degré pmir dune quantité positif^e , a 
dgux valeurs réelles , égales et de signes con- 
traires y idem^ 

37. Za racine d'un degré pair d'une quantité négativene 

peut exister. On dit que cette racine tsximaginaire, 

38. Addition et soustraction des radicaux imaginaires f idem^ 
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39. .40. Multiplication et division d«s radicaux imaginaires du 

second degr<î , ^ '5 

4i..4^« Théorie des combinaisons ^ *^ 

FORMATION DES PUISSANCES DES POLYNOMES. 

46. .49. Démonstration de la formule du binôme pour le 

cas de Texposant entier positif, 30 

5o. Terme général de la formule du binôme , *4 

51..57. Propriétés de la formule du binôme, idem. 

58. Problème relatif au calcul des probabilités , a6 

6g. Toutes les puissances des polynômes se déduisent de 

la formule du binôme , 37 

60. Déterminer le nombre des termes d'un produit , a8 

61 . .67. Calculer le nombre des termes de la puissance m 

d'un polynôme de n termes , idem, 

68. Connaissant le nombre des termes d''un polynôme , 

reconnaître si ce polynôme peut avoir, une racine 

exacte du degré m, 33 

69. Calculer tous les diviseurs premiers d'un nombre 

donné , 33 

70. Reconnatti% si un nombre est premier. Table des 

nombres premiers , 34 

71. Forme générale des nombres pairs et impairs. H 

n'existe pas de formule générale , pour représen- 
ter les nombres premiers , idemi 
7a. Calculer tous les diviseurs d'un nombre, idem» 
73. Déterminer combien un nombre a de diviseurs, idem» 
r4«-77« Composer un nombre N, qui admette h diviseurs. 
Selon que b est impair ou pair, le nombrç N 
est un quarréf ou n'*en est pas un y .35 
- 78. Déterminer de combien de manières difiPérentes on peut 

décomposer un nombre en deux facteurs , - idem» 

79. Trouver toutes les solutions , en nombres entiers po* 

si tifs , de l'équation ^2 =:iV, 36 

80. Propriété curieuse des nombres qui sont premiers 

entre eux, idem, 

EXTRACTION DES RACINES DES POLYNOMES. 

81. Composition delà puissance m d'un binôme, 37 

82. La puissancem d'un binôme contient m -+- i termes , idem. 

83. Revenir de la puîssî^ce d'ua binôme u sa yaciae, idem. 
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84. Composition de la puissance m d'un trinôme ^ 38 

85. Revenir de la puissance d'un iriuome à sa racine, . . idem. 

86. Régie générale pour extraire la racine du degré m y 

d^nn poljmoiue quelconque. Exempts , 39 

EXTRACTION DES RACIiNES DES ISOMERES. 

87. Réflexions préliminaires^ 4^ 
38.. ^4- Extraction delà racine cubique àet nombres , idem» 

95. Extrmctton de la racine «cinquième des nombres , .44 

g|6. .99. Extraction de la racine du degré m, d^un nombre 

quelconque , .4^ 

0..10X. Règle générale pour simplifier les calculs relatifs aux 

extractions des racines ^ 49 

1. .io3. Calculer une racine quelconque avec un degré d'ap- 
proximation donné, idem^ 

CHAPITRE II. 

THÉOWE DES FRACTIONS CONTINUES. 

f . . 106. Convertir une fraction ordinaire en fraction continue , ' 5a 

X07. Convertir une fraction continue en fraction ordinaire , 53 

3. .113. Propriétés des fractions continues qui sont compo- 
sées d^un nombre fini de termes, 54 
h . ia3. Propriétés des fractions continues qui sont composées 

d'une infinité de termes , 57 

1:14. Quand la valeur incommensurable éCune inconnue , 
est donnée par une fraction continue qui se pro" 
longe à l'infini , on peut toujours obtenir la valeur 
approchée de cette inconnue , de manière que 
r erreur soit moindre qu'une quantité donnée ^ 64 

f sS. Propriétés' des fractions continues périodiques , idem* 

CHAPITRE IIL 

PÏIEMIÈRE PARTIE DE LA THÉORIE 
GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS. 

PRÉLIMINAIRES. 

»6. L^objet de la Théorie générale des équations est 
de résoudre les équations de tous les degrés , et de 
faire connaître les propriétés de ces équations. Cette 
titéorieest composée, dsVélimination, des propriétés 

b 
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dês équations , et de la résolution dçs équations^ 67 

117. Lorsqu^on a autant adéquations que d^inconnues, 
U problème est déterminé; quand le nombre des 
inconnues surpasse celui des équations , le pro" 
blême est indéterminé , et quand on a plus d'équa» 
tions que d'inconnues , les coeficiens doivent satis» 
faire à des équations de condition. Réflexions, ' idem^ 

liS. De'terminer le degrë d*ane éqaation, 1 6S 

la^b Composer une ëqaation à une seule inconnue qui 
admette des racines données. Fotme générale de 
réquation du degré m ^ 69 

•l3o'. Lès racines d'une équation peuvent être commensu-^ 
râbles ou incommensurables , réelles ou imagi» 
naires , égales ou inégales , 70 

i3i..i34t Kéflexions et définitions rélalives ans facteurs et aux 

racines, Jt 

|35. Lorsque les deux membres d^une identité sont 
ordonnés parrapport aux mêmes puisisanoes^^une 
lettre x, les coeficiens des puissances semblables 
de X, sont égaux dans chaque membre , 7a 

i35. Quand l'hypothèse x =5 a , réduit un polynôme a 
zéro y ce polynôme est divisible par z — a. La 
réciproque est vraie , idem^ 

137. X •-^ a* «« divisible par x ^-^ a , 7^ 

138. Lorsque a , b, c, etc. , désignant des quantités difi 

férentéSt Us hypothèses xs= a, x=:b, x =c, etc., 
réduisent un polynôme h zéro , ce polynôme est 
divisible par U produit des facteurs ( x — a } , 
(x-^b), etc. 74 

i3g. Si toute équation du degré m -^ i, a m-- 1 racines 
et ne paut en avoir un plus grand nombre , et 
si l'équation du degré m a toujours une racine ; 
réquation du degré m aura m racines et ne pourra 
pas <i» avoir d'autres , idem. 

l4o. Si toute équation a une racine , l'équation du 
degré m aura m racines. Ces m valeurs de x, 
seront les seules qui satisferont à Inéquation pro' 
posée. On est certain que toute équation a une 
racine , mais on n^est pas eneore parvenu à le 
démontrer y 7^ 

aft • • 143* RdatioDs qoi existent entre les racines et les coefficiens. 
Qez relations ne peuvent pat conduin diKCtemeal 
âox txpiMsi«Bs géatfralcs dai racial » 
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déuudes équatUms , cts ineoummes sont Ua 
d'une mtéme éqmntiom , 
145. Propfieiés des é^uadoBS qui coaciflanait ém 
ë^Jet à xcro , 

(6. . 147 Pour déterminer Us solutions communes k pimsiemrs 
équations à une soile inconnue , ii sw^jtt ttégU" 
1er à zéro le plus grend conunum diviseur des 
premiers membres de ces équations , 
1^8. Assigner les rebtions qmi doivent exister entre ks 
•ocficiens de plnsican empâtions à nneseolc ineMumey 
poar qne ces équations admettent nn nombre délsi^ 
miné de solotions eommunes , 
149. Déterminer les coemciens d'aner éqnaïkm à mait snnk 
inconnue , de manière que les racines da catte équa* 
tityi soient des nombres donnés , 

io..i5i Calcoler les racinef des équations ftormacs dans las 
articles précédens. Réflexions ^ 

!3..i53 Composer une équation entre deux inconnnts, qnîaoic 
satisfaite par des valeurs données des inconnues , 
i54- Composer deux équations entre deux inoonnoea, qaî 
soient satisfaites en même temps par des imlsusi 
données des inconnues , 

>5. . i56. Remarques sur les pxiacipes des n** iSfl , i5S e| i54» 

7. . i58. Trouver les solutions communes à deux éqnationt 
entre d^nx inconnues, 

ig. . 164. Quand on élimine une inconnue entre deux équor 
lions et deux inconnues , P une du degré m , Poutre 
du degré n, Péquation finale est tout au pku 
du degré mn. Le nombre des solutions communes 
à ces équations , peut être égal à mi|, oumoindre 
que mn, ou nul , ou infini. Remarquai 
i65. On doit commencer la résolution des équations par 
la théorie de Pélimination , * 

ÉLIMINATION. 

1O6. . 167. £tes méthodes d'élimination , fondées sur la réso^ 
lution des équations , ne ^ont pas générales , 

168.. 169. Pour exprimer qu^ une quantité dépend d*une autre 
quantité , on dit que la première est fonctiou 
de la seconde» Conventions relatives à la notation 
des fonctions , 
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33o. Changer les signes des racines d'nne équation , idem, 

d3i..34o- Calculer les limites des racines d'une équation, 120 

a4i. Déterminer la valeur de jr, qui rend le premier terme 
d'un polynôme plus grand que la somme de tous les 
antres , I33 
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tion à la place de l'inconnue , donnent deux ré- 
sultais de signes contraires , une des racines 
réelles de cette équation est comprise entre les 
denx nombres qiH ont donné des résultats de signes 
doniraires. On peut toujours déterminer le signe 
de cette racine , i '• 

969. .263. Quand aucune valeur réelle de z, ne peut réduire le 
■ polynôme x* -f* px"*"» -f- etc. , a zéro ; ce polynôme 
ne peut jamais chahger de signe. lia réciproque 
est fausse , i 

364. Si étant donné 'un polynôme en x, il existe tou- 
jours une valeur de x qUi réduise ee polynôme à 
zéro ; un polynôme du degré m , sera décompo- 
sable en m facteurs du premier degré , ï 

a65. Si toute équation a une racine^ Péquation du 

degré m aura m racines p iàe. 

2166. Quand les seules valeurs réelles de xqui réduisent 
le polynôme z"*.-f- etc. , à zéro , sont ayb,c,...,l; 
ce polynôme est de la forme, . . 
{x^a)(x — b) ...(x — l) XP, *«P désigne un 
polynôme qui ne peut jamais changer de signe, idcf 
367.. a68. lorsque dftux nombres comprennent un nombre 
impair de racines , en substituant ces nombres 
dans Péquation au lien de P inconnue f les ré- 
sultats sont de signes contraires ; et quand p e< q 
comprennent un nombre pair de racines, les 
résiUtats sont de même signe. La réciproque est 
vraie, i 

369. Quand les deux nombres que Von s^bstitue ne 

comprennent pas de raeines , les résultats sont 

de même signe , ! 3 

370. I^«B |>roprietë8 des no« 167, a68 et 3691 sohaûteraieat 

si IV^ation contenait des racines ^ales, 
37 z. Lopsqu'iiji polynôme pn x » qui ne renferme que des 
faeteurs inégaux, ne pei/tt jamais changer d^ signe 
et^ fuett^nt des nombre^ quelconques au lieu de 
^ ; cfi polynôme ne peut $fre réduit a zfiro par 
aucune valeur réelle de x. CeUe propriété con- 
taient aux polynômes d4ns.l^quçts tous lesfac^ 
4€^fs ^H preitnjieF (Ugf^ 'o^t af^tés d'exposams 
impairs , ' id< 

273. Q^^nd deux nombre P ^C ^i diffèrent d^unequan' 
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tUé moindre que ta plus petite diférenee mttre 
deux racines quelconque» d'une équatian qui 
n'a que des racines inégales , i/ ne peut tomber 
qu*une seule raeine entre p el q ; lorsqu^U en 
tombe une , les hypothèses x z= p, z a*q » donnent 
deux résultats de signes contraires 4 et quand 
il n'en tombe pas » les résultats sont de mêmes 
signes , ifl 

373. 1>ëtenniner ope qpÊXkWé plot petite qne le plue petite 
différence entre denz neinet queâoonqnet d'nae 
équation , idem, 

374< L'équation proposée étant du degré m , Péquation 

aux différences est du degré m (m -~ i) » i44 

375. Règle générale pour calculer Véquation aux diffé' 
rences. Cette équation peut aervir à déterminer 1er 
racines égales de Téquation propoaée , J^ 

376. L'équation aux différences ne renferme que des 

puissances paires de f inconnue , i^ 

377.. 378. Les racines de Péquation aux différences , et celles 
de l'équation au quarré des différences , ont les 
mêmes limites. Il est avantageux de prendre ta 
racine quarrée de la limite inférieute des racines 
positives de Péquation aux différences , pour la 
quantité i" , moindre que la plia petite différence 
entre les racines de Péquation proposée, ifg 

^79- Quand on change les signes des racines d'une 
équation , Péquation aux différences et Péquation 
au quarré des différences , ne changent pas , i5o 

a8o. Règle générale pour calculer une quantité moindre 
que la plut petite différence entre les racines d'une 
équation , idem. 

a8i. Transformer une équation de manière qne la plus pe- 
tite différence entre les racines de la tranaformée , 
soit pltis grande que Punité, i5l 

383. Les principes des n** 373^ 978, 378 , 380, 381 « ne sont 
pas applicables aux équations qui renferment des, ra- 
cines égales. Quand on cherche tés racines incom* 
mensurables d'une équation , il est indispensable 
de commencer par séparer cette équation en deux 
autres qui ne renferment que des racines inégales , }Sà 

sfô. .384- Lorsqu'une équation ne contient qu'une seule racine 
réelle , ou lorsque ta plus petite différence entre 
ies racines eit plus grande que l'imité , il suffit , 
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pour trouver les valeurs entières approchées des 

racines positives , de substituer les nombres natu' 

■ rels depuis zéro jusqiCa la limite supérieure des 

racines positives. On obtient les valeurs entières 

approchées des racines négatives y en donnant à 

Pineonnue les valeurs o , — - i , —-3, etc. , jusqu'à 

Ja limite supérieure des racines négatives y 

)85. «aSg* Connaissant la valeur entière /approchée d^une racine 

incommensurable positive , calculer la valeur de cette 

racine avec un degré d'approximation donne. Re> 

marques , 

Résolution des E(]uations numériques^ 

390.. 296. Recherche des racines commensurahles , 
397 . .3oo. Recherche des racines incommensurables f 

3oi. Règle générale pour résoudre une équation numé- 
rique d'un degré quelconque , 
3o3..3io. Méthodes particulières -^out simplifier la recherche 
des racines incommensurables, 
3ii. Les ÉQUÂTioirs homogènes qui ne renferment que 
lieux lettres , peuvent toujours se transformer en 
équations numériques , 
3l3..3i6. Equations à deux termes. Une équation à deux 
termes ne peut jamais avoir plus de deux racines 
^ réelles , i^ 

3x7. Zies équations réductibles au second degré sont 
de- la forme x«* -h 3px* + q = o'. Ces équations 
ne peuvent jamais avoîp plus de quatre raeines 
réelles , 

CHAPITRE IV. 

PROGRESSIONS ET LOGARITHMES. 
Progressions par différence. 

5i8. La progression par tUfférence est formée d'une suite 
de termes tels , qu'en retranchant chaque terme 
de celui qui le précède , on obtient une différence 
constante. Cette diferonice est la raison de la pro- 
gression y 

SiQ. Toute progression décroissante peut être considérée 
comme une progression^ croissante , écrite dans un 
ordre inverse, i^ 
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a -valeur 

de'noraiinatears C, C*'. . . . 

faisant , . . . . 

indëpendans de x 

acteurSr. .*. . .t f 

Téquation (4) • * . • 

zî — 30OO z — 5oo 000=0.. 

z'— !-3poz— -5ooc= O. 

ât'opî— 7«x*+ Ç*'=o... 

par A... . 

ar»*-f-a;w:"-+-7:=:0 



»y = - n| 3a 4- (lï -f. ly j 

dans Tëquation (2) ^ 

formale (13) du n© 337. . . 
»79f Quand , 



ir-. 

*= 144 **••••• 

— z » — » > ; • cic , 

loo* 100' 100* ' 



{ 



(6)... 4— 3x =4- y/ar-f-i 

(y)... 4 — 3jr=i — yx'j'i 
satisfait Tequation (6). . . . 
les équations (10) ........ 

^*"*--"*"a:»+« 

Sm-^ ^Sm -hetC 

-f.JVft-H- 

'^br, «•-', -4- b»^tttif . . , 

rm X m(n — r) 

aix*-* 



■f^^"^ 



sont fractionnaires* 
ii est f acile. 

la yalenr. 

dénominateurs et'', a^, 

faisant^ 

indëpendans de u 

facteurs. 

Téquation (a). 

z' —30 000 z — 5 000 ooo=»u 

X* — 3.r -* 5 = o. 

z^ — 30| z-T-5ia3=3 0. 

A^x^ — 7«t*a:-^ 6«tî = o. 

par a 

jc"" — apx*^ -f. ^ = o. 

S=z^n /3tf+(/i— i)rfl 

dans IVquation (i). 
formule (i3) du n^ 335. 
379. Quan4 
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•^» -1- . *^* 

X* x"+» 

Sm-^^Sm^-i -+-etC. 
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— 4r* -^ V — 4r + ^*-** 



^m. 



BrniiUacci la dernière ligi 
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eV/fr. 



cigaox et «a qplq^reBl. 
le pnxiDil. 

3,. 



I Donc. , 



Tia'b) = îq et J,= — H;fl't) = — 37. Donc... 
iians icii lipnp.q a , 3, 6 et li, m reioonliwl. chwigeE + J' «U'tP' 
Ligiie3dnii<>{iiS,siiUe|ia<:z,et*,., lUeis.ctE^. 
LigneSdun-fiiS, «mi V'ï„ = {a4-rf) = — (64-c). 
""^plflcei U ligne 8 en ■■ -■■■•■ 
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^06 



(-.--■-') 






* 



ÉLÉMENS D'ALGÈBRE. 



SECONDE SECTION. 



CHAPITRE PREMIER. 

. . . . ■ I 

■ 

FORMATION DES PUISSANCES ; EXTRACTION DES 

RACINES. 

■ 

Puksances et racines des Monômes. 



1. J^ A PUISSANCE m s une quantité est le produit de m fac-^ 
ieur^ égaux à cette quantité ( i'^ section , n® 38o). Ainoi , la 
piùssaiice m de la quantité o^, est le produit de m facteurs 
^auz à oF. Pour indiquer ce produit , on -écrit (a^)^. D'après 
cette notation^ (oPi^)* , indique la puissance m de la quan- 
tité cfR . 

st. Pour élever une quantité à une puissance ^ ilsuffit de 
multiplier 1! exposant ^. cetle quantité , par le nombre qui 
uiiique à quelle puissance \on veut élever la quantité pTO^ 
pofëe. En effet; le principe dun^ i , donne. • . 



f- ■• 



8. Pour élever un produit à une puissance, il si^ffit ^élever 
rément chaque facteur à cette puissance. £n èffieit ; on a 

(«rtfB' «le.)» =# (afi&fc' «te.) X («c^te' «te.) x (tf/Xe'rt^) n *te. 
Algèh*. T. II. » 



>• * 



]£ L l£ M E N s 

is l'ordre dans lequel on effectue les mulâplicatiottS > est 
indifférent (i^* section^ .n<* 760 ) ; donc ... 

, ^^fcrjMc»;* ^sCo'a^A)' etic,)x{bléflbi etc.) X (Cc^C etc.) X («c.) 
s43(aP)- X (^»)"» X (C-)» X (etc.) 

Ce ^i démontre le principe énoncé. On en déduit. • • 

4* Pour élevÉtune fraction à une puissance^ il s^ffU iéUver 
êéparéniehile numérateur et le dénominateur à cette puissance : 
carie principe du n® 1 donne. .. 

(6\* ^b b b - bbbb etc. . *• 

ay ^^ a a a aooa etc. a» 

D'après cette règle, on aura. .. 

5. Toute puissance de degré pair, d'une quantité pontive 
ou négative , est positive. En effet. . . \ 

(±a)-=^{ (:£«)» )r45(4*tf*)*+-f-(««**). 

6. Toute puissance impaire d'une quantité^ a le signe de I 
cette quantité , car on a. . • -^ ^ : 

7. Dans Tidentité (o^)" s|a â^, la quantité of"", e&t la }Nim^ . 
eancemrde.tiF etaf est lamcrife du degré m de o?^ (i*^ section ^ : 
a^ 38<ai). £n général , si à désigne la racine du degré m d^unê 
quantité quelconque b, on aura a*"^=b. Par exemple , la qoar 
trième puissance de a*b^ étant a'6'* ; la racine quatrième da' 

8. On voit donc que pour reyenir de la puissance i là qnaih; 
tité qulFa formée , ou à sa racine ^ il suffit 4e renverser les règ^ 
'précédentes (n?* a,3y4)« Ainâ :pour extraire la racine du deglé 
in d'une quantité, il suffit de diviser l'exposant de cette quaatiti 
patta. Pour ^xtrair^la racine du degréjai d^un produit^ il suffit 
d'extraire Ja rafiine de chaque facteur; ce qui se rédsdt à âMM0Ê 

M l I I II I I I »■ » ■■..■■ I 1 -1 — ^M^^l 

'(*) On clem toujours le rappeler que Us coeficiens n\ 
doit^ent être considérés comme des facteen* Ainsi » ki 
Se*b4f^ tont fl, «• et b*i 
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tous tes exposant par m, et à extraire la racine au degré m 
du coefficient numérique {*), Pour extraire la racine d^une 
fraction , il suffit d extraire séparément la racine du numé- 
rateur et celle du dénominateur. Ainsi, la racine cinquièmo 

iea^b**^, est cfil^ ', la racine quatrième de -rj^ est ^;r^» 

9. Lorsque les ezposans d'une quantité ne sont pas exao« 
tonent diyiaibles par m , on ne peut qnindiqner l'extraction 
de la racine du degré m de cette quantité , et les exposans dte* 

la racine prennent la forme fractionnaire. Ainsi , a" désigne . 
la racine du degré m de af* On indique quelquefois cette ex- • 

traction de racine , de la manière suivante |/aF! Le signe 

y^^ ee nomme radical, et m est Te^cpo^on^ ou Yindicedm 
la racine à extraire. De sorte que les exposans fractionnaires 
et les radicaux, ne sont que deux manières différentes din-^ 
£quer la même opération. On devra donc bien se rappeler que 

t " 

o^ et |/a^ , expriment également la racine du degré m de 

la quantité mF* De sorte , que chacune de ces quantités élevée à 

lapuissance m, donne af • On a donc, • • 

oy 

10. Pour faire sortir un facteur de dessous un radical du 
degré m, il suffit d'extraire la racine du degré m de ce fac^ 
teur; car lea prindpesdu n* 8 , donnent. • • 



m 4 

4»aFj (|/ÏP)»4iflf5 (VCrg)44,-5. 



1 » » » » 

. il. Réciproquement, pour faire passer soîss un radical du 
iepé m , um facteur placé hors de ce radical, ilsiffit d'élever 

(*} HoBs TosoBS p«r la sens ^"tit*^* onpcoi tstnàse la sicîae4e es 



• lu «Jtf.''. 



le facUutà iapuissance m , car on a (n* lo) « t / 

là. Lori^que les exposans des quantités qui sont sous un radical^ 
ne sont pas 'divisibles par l'indice de ce radical^ l'extraction ' 
indiquée ne jpeut pas «'effectuer exactement ; on cherche alors 
i réduire h radical à sa plus simple expression } ce qui reriefit 
à extraire de dessous l6 radical ^ tous les facteurs qui ont des 

racines exactes (n® lo). Par exemple , soit le radical V^Na'6*, 
dans lequel N désigne lé coefficient numérique des lettres a 
«t b. Pour réduire ce radical à sa plus simple expression , on 
décomposera le nombre N en ses facteurs premiers « ^ (. Ce 
qàî donnera N = «t'ff*. Diyisâiit p , q , t , Sy par m , 
on obtiendra* des quotiens p\ q^, '/, s\ ayec des restes j/j 
^, fts" 5 on aura. . . 

psif/m4'P^i q^:zq'm-hq^i ras /m •+* r*'; «= /ni •+«*'. 

£t le principe du n® lo donnera. *. 

m 

. Ce çlernie;^ jçésultatj^ est, la valeur du radical proposé réduite 
sa plus, simple expression. Nous n'avons conâdéréque deux, 
facteurs premiers « , C ^ et deux lettres a et 6 ; la déniQnçtrar ' 
tion serait la même pour un pluis grand nombre de facteurs. 
AiXisi... 



t ^' 



TÎT5 



r f 

1 . v 



'iS.' La plupart des extractions de racines ne .pouvant pat 
s'€ff6Ctuét éxâcrementy et le calcul des valeurs approchées dta* 
racines incommensurables éttot tris-^long, on a cheràié i 



D* À L e & B 11 E. S 

tf{«cta0r iu^ les quantités soumises aux signes deâ radicaux , \e.n 
opérationa indiquées sur les racines de ces quantités ^ on a ré- 
duit ces expressions aux formes les plus simples^ afin de n'ef- 
fectner les extractions de racines que sur lei quantités ainsi 
iwinitiBS» 

i4- Lorsque des radicaux sont différêns (^, on ne peui 
f^'mdiqner f addition et la soustraction. Par exemple, la 

s J 4 ,3 •' 4 • 

e des radicaux |/a» a yl^tit ^a -f- ayT^f et la dif« 

de ees radicaux est |/a — 'Sl/fr. 
iS. léomtpe les radicaux sont semblables , on opère sur Un 
w^jlâesu. Par exemple. • • 

1 s » » s « 

%^ + 3v^ ^ 51/2; 51/: — 31/:; c^ ^i/z. 

ifib De3 radicaux qui paraissent différêns sont quelquefois 
me^sAlas ditre ramenés à la méfme forme* feâ e m e mp ie , 

s s 

knficaET 4v/54fl?A* , ayioa4a^b^, dcviametit umVlM- 

klaafB'oB les rédoit à leur plos simple eaqpressmi X a'*! d). 



^V^SÇTï' =K 3^V^ 







ii d!sf fmiieaux peuvent 
de les reâaâre à learplas simple 



ptoLÔeags mrfiVeyr d^ iiMiie dfa|pri^ ^ 
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radicaux, ei de mettre ce produit /sous un radical' dû mime 
degré. En effet ; si l'on représente par x, le produit des ra- 

dicapx V^a ^ l/i X V^^ on aura. • «i 

/ 
• • • » . 

X7Z^^ ^;:^szabe (n*«3et9); xz=: V^ïc. 

' Donc. V^a ^S V^ #> ^^aSc. On en déduit. • •• 

» __ ' t ^ s » • »^ ' 

ig. Pour diviser deux radicaux du même degré Pun par 
t autre , il suffit ^indiquer la division des quantités placées 
sous les nulicaux, et de cousrrir le quotient d^un radical du 
même degré. En effet ^si x désigifte le quotient de ladiyinon de 

|/a par |/£, on aura. ^. 

m m -m 

• « ^i d».* (a» 4), «- =s 1^" = 1 ( »• 9>l » =» V/j. 

I •' 

m m 

Donc ^-— + \/ T. On a donc. . . 






. âo. On ne change pas la valeur d'un radical, loriqu^on 
multiplié ini lorsqu'on divise par une même quantité, tin^ce du 
radiée et les exposons des quantités qui sont sous le radical. 
JEa^ffet^ 

s 3. a «^ 

4 4«5 i« 



V^s ""' * V^G-*> + V^à"'*^- 



«: 
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ai. Pùwt réduire plusUurs radicaux au même indice, il 
st^ffU de muldplier l'indice de chaque radical et les exposant 
des quantités qui sont sous ce radical y par le proAdt des 
indices des autres radicaux ; les radicaux ne changent pas de 
valeur (n^ ao) , et chaque radical a pour indice le produit des 
indices de tous les radicaux proposés. On est conduit au même^ 
résultat en tran^ormant les radicaux , en exposons fraction-' 
noires j et réduisant les fractions qui en résultent au même dé- 
nominateur. Dans cette réduction^ on peut faille usage des 
simplifications de calcul indiquées dans l'arithmétique pour ré* 
duire plusieurs fràctionsmt même dénominateur. Par exemple, 

les raâicaiix |/^» l^^ôP, |/aa*6', rédoiCtaaintmeindice, 

*• ^ 3» 

devioinent ^?°ï**, l/ô^P ^t |/aV*6'». 

39. Pour nmltiplier ou pour étiviser des radicaux de degrés 
éifférens , on les réduit d'abord au même indice (q* ai) , et 
on leur applique ensuite les rè^es données (n^ i8 et i^), pour 
lef radicaux du même degré. Ainsi. • • 



i*on\ 

eda\ 
cal. 



|/«? V^^ |/aJ»» t/ii»f 4» i/o'» K a»f =fa |/ aP»^* 

L*emploi des exposans fractionnaires donne le moyen d'obte ^ 
m ce dernier produit sous une forme plus simple , car on a. % • 

» « i S iVfl lOS Sfsi iS«t4 

93. On élève un -radical à une puissance, en élevant la 



■■•] 

« 

É t i u lÊ, n ê ] 

quantité qui est sous le radical à cette puissance ] ôu êh étifii^ > 
sont t indice du radical par t exposant de la puissance à /tf**- ^L 
quelle on veut élever ce radical. En eSet; pour éleyer I# , 

, «^ ■ - 

radical y àPb' , à la puissance m , îl suffit de formel le pro- 
duit de m facteurs égaux à ce radical (n* i). On a donc. . .. 



s 




■r \ If Wf Wf » f 

Ce qui démontre le principe énoncé. On en déduit. • . 

â4* Pour revenir de la puissance à la racine , il suffit à.% 
renverser la règle précédente. Ainsi , on obtient la racine du 
degré m d^un radical , en extrayant la racine du degré m dm 
la quantité soumise au radical ^ ou en multipliant. t indice du 
fadical par m. D'après cette règle j la racine du d^é m^de 

|/af«6rm ^ ggra l/o^P ; la racine du degré m de J/oPi', sera 
|/afir . 1^. racine troisième de Va*6", sera i/a'A^, la 

racine cinquième de |/aa*i, sera |/aa*& , et la racine troi- 

•ième de a v/ao^ôs , ou de |/8a^6» , sera t/aôP! 

a5. Lorsque a et € désignent des nombres quelconques, 
entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs , on a».. 

^ (i)...ii a ssa ;(9)...â l a =: a î(3)...{a; =a ; 

Vflt ? -«et * ' 

• «t ■' 
a 

Ces Formules étant démontrées (i'^ section) , lorsque «et C 
sont des nombres entiers ^ occupons • nous du cas où « et C 
ont fractionnaires. 









Si Ton transforme ces radicaux an expoMin* fractionnauai 
(a* 9) y on trouTtra. . • 






ri — !.■ f — l 



f 



aG. Lês formules (1), (a), (S) , (4), sontrlnnrvwitAjorx 
quê A et € sont des nombres fractionnaires po,sltifA* 
Si Ton divise Tunité par les deux meinbrc*M de ri(lon(i(A, . . 

-fl" "^aa^îa"» on tromam.. 






Posant ^ — 2 =5 r on aura i : a" 
n» Il j 

^. La formule (5) convient donc aux erpn$atu fraftinn 
maires- ' 

On demontie qoe les formules (1), (d) , (?i), (4)f *'*ff^ 
mnaies pour des exposons fractionnairfi néf^aiifê , ^ft tf^**' 
fennant les cxpoeans nigatift en expotan* p^iMtifi , A'ft\ff^^ U 
fixanle (S). Par exemple. « « 

é^Xm ««ifijr --»4r* :«• «-«^ * 
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permet d'appli^erlei mêmes règles à ces denx classes d^ezposaos. An cmitnSre; 
le signe radical ^ n'ayant ancnn rapport arec Topëration qni engendre k» 
.radicaux, il a faOa des raisonnemens particolîers pour d^ouTrir lesrè|(let 
velatives an calcnl des radicaux. En gênerai : la notation qui ofpe le plus 
d'avantages f est toujours celle qui dénué immédimtemeni de la nature de 
^opération que Pon veut indiquer* 

99. Lorsque a et b, désignenMdes quantités positives s la vahur de 
a* est plus grande ou plus petite que l'unité ^ selon que à est plut 
grand ou plus petit que Punité, En effet : 



m 



lo. Quandh estcommensurable^ on a. . . 5= — ; m et n exprimant ûen 

nombres entiers positifs. U s'agit de pronrer qne a ëtant pins grand ipim 
Fanité, on a.., 

m 

4*> 1 9 on a» > 1 j on a» > !• ; on «■ > i. 

Or le produit de a par Pnnitë, ëtant a; le produit a*, de a par la 
ç[nantitë a, plus grande queTunitë, sera plusjjrand ^e a ( A. no 170). Par 
la même raison, a' sera plus grand que a*, et ainsi de suite, a" sera 
donc plus grand que Tunitë; a^ sera donc pins grand que Vimité. On 
prouTcrait absolument de la même manière, que a étimt moindre Iqna 
/ l'nnité, a* est moindre que Tunitë. Le principe est donc démontré pour 
ies exposans commensurables» 

afo. Quand h est incommensurable , on peut concevoir que 6=fi-f"/; la 
quantité pétant commensnrable, et J^ étant susceptible de devenir moindre que 
toute quantité donnée. CSda posé, si a étant plus grand que l'unité, on avait 

a^ < I ; il en résulterait a^ s: i ~ r. Or p étant commeosnrable , af est 
pins grand que l'unité (x«). On aurait donc ^ 

41'' =1— rj iiï'=H-#5 d'oîi ùf'^tP iszr^s* 

Mais la différence ^^ entre les exposans |^ et jp-f> J", pouvant dev^iir 

aussi petite que Ton vent, la différence r4-'» entre af et a ydevraîf 

devenir aussi petite que Ton voudrait; ce qni est impossible pqisqne r «t #^ 
sont des quantités finies. On ne peut donc pas nvoir a^^i. D'aiDeur» ' 
a^ ne peut être égal à Tunité^ car cela se réduirait à supposer r=:o^. 
dans la démonstration précédente, a^ est donc plus grand que Tunité. Ott 
prouverait absolument de la même manière^ que a étant moindre qutf 
l'unité, a* est plus petit que Punité. Ce qui démontre le principe énoncé* 

3o. Réciproquement , selon que a^ est plus grand on plus petit que 
l'unité , a est plus grand ou plus petit que l'unité. Cela résulte de la pro- 
position directe. 

3i. Les valeurs des puissances positives , des quantités plus grandes^ 
que Vunité , sont d'autant plus grandes que les exposans de ces 
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jPBÛMseeff sOÊii piiu grands; ei le$ vaUun deêj^Usantes pôntivsê , des 
^mmmiUét phu petàtes que P unité ^ sont Sautant plus petites^ que Us 
exposons des puissances sont plus grands. Z« réciproque est vraie. En 
dfctj qnds q[iie MieBt les nomhrei potitifii m tt s, il ett brident qae a"^' 
arrime le produit de a^, par une qoaDtit^ a^, dans la^pielle r désigne nns 
^Twnnrirr postifc mcoDHiie» On a donc 

Mais adoB que a est phis grand on pins petit que Tniûiéy a' •— 1 est 
poMÎf <Mi mégààt (n^ag}, et la ndcipro^M cm vraie. Le prinaipa est donc 



Bu. JÊ usmgmre que les expesans des pmUsanees eroissesUf les puis» 
semces des éfumniités plus grandes que tunité croissent très^rapidement ^ 
tandis que les puissances des quantités plus petites que Punitif s^ap- 

dm aévo. Viv csumplt, les sept pfcmièics puissaneet 

^ I 

o cc s y aoBt**« 

» I f 1 1 1 • , I 

S* S(' Sii' J9' 3;=S' STiW ^^^^ 

mP iS un ■■ M — mil em ams akUs ewp os an saet C 
EndEet: 
et C aont inn— ininiililii et positirs » il existe foajoors 
a' et Cg qnî dîfirent âcêLetôeC d'ai 





qoe des qokBtJtcs 

, 00 ann >* »5} . . 



i et les 












,a 



^^ ^-f/' r 



, 00 ponvait aiwf... 

at« a ^ c. 

Faûie, on a ;0&3i.... 



<• 



^ j «rf 



— 7* 



Ca*3i ,,^+r<«'-er-l-^-*-i?'— -^ d^ac r<r-u; 



i 
■ î 

la ÉLEMfiIrs l 

Lorsgnetf est moindre que Tuaitë, on â, (n« Si )../ 

a a ^a xa ^ oo a ^a 

donc (no 3i). . . AC'<*'4-r4-J^-+-/^— r; \» 

ce qni donne... r<if'4-^. \ 

Mais on peut tonjonrs prendre /^ et /'^ assez petits pour que Z^^»/*' / 

soit moindre que la quantité donnée r. L'inégalité r < /' 4- ^^9 ne pe«t ? 

donc pas subsister 9 le produit de a par a >nepeutdoncpasétrea •^ï. 

Pour démontrer que ce produit ne peut pas être a > il suffit de'top- { 

poser dans les raisonnemensprécédens; que r, J^ et i'" defviennent B^tifr- : 

Le produit de a par a , est donc a • 

a». Si l'on pouvait aroir... (a ) v^a • • -v.j 

En mettant pour « et C/ leurs valeurs i^+J^ et C**^" ^ on en dédtmaît* .«^^ 

Mais, lorsque a est plus grand que l'unité, on a(no 3r). . . ^ 

(a ) <(a • )^ ''; ou...a <« S ^ 

on A'C'<*'C'+A'r+ W+/'/''— rj ou, . . ^<*'r+CJ^-♦-/'/^ 

L'hypothèse a>i, conduit à la même inégalité; et Ton peut i(Nl|lMii*%( 
prendre i* et iT*' assez petits pour que «V -♦• C/' -»»• «T'/*, sôit moindi* , 

qn^la quantité donnée r. La puissance C de a , ne peut donc pat tes * l 

a • Supposant r, J^ et J"' négatifs , on prouverait de la même m aniJBt.'j 

que cette pnissance ne peut pas être égale à a -La pvinanee CmÊ\, 

a e$t donc A . La racinedu degré C dea est donc a • La racine dik *^ 



C 



*i 



degré nu de a est donc a . , '^"^ 

3®. £e quotient de la division de a par a ,ei< a . En eneC ^ v., 
l'on pouvait avoir. . . " ■ '=, 

et ^ ■» ' 

-^ =5 a "^ 5 en prenant «= «'— Z' et Css C -♦- ^"j on^en déduirait. .* ' 



:=:a 



> 



a _ . «c 

Quand a est plus grand que l'unité, on a(no3i)... 

a* a * *'-C^ ^/-^-./'— /»4-r »* 

a a 



tu «'— C'>*'-.C— /'—^•.-♦-ri ottr</''-4-/' 
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Quand a est moindre ^e rnnité, on ett condnîl à h même in^alit^. 

Enfin, fi l'on diange kt signes de ^y /* et r, on sera encore conduit à 

la mèpu în^alit^. Mais on peut tonjours rendre ^ -4- J', moindre que r; 

« C êL^^dzr 

le^ootientde a par a , ne pent donc pas être égal à a ^ ce ^ dé- 

Aontve le principe énoncé. 
4'* haaqum « est incommensnrable et positif, on a — = a , car les 



a 






ynoàgtê piréoédeBS donnent* • • 

ce C 

« a I . « C— (C-Ht) — « - I — « 

— 73=-*— « — . î--rr— caa ^ '=a :donc— =sa 

« 41 a a a a 

On peat d'aillenrs démontrer directement cette formule. En effet ^ li 
J ti m," expriment des quantités commensnrabJet , Tune moindre que « 
fC Tantrd plna grande^ on pourra toujours faire. . . 

#* ec ^ désignant des quantités inconmiensurablesy moindres que toute 

"^ I 1 

qiiBtilé donnée. Or la Taleur de — est nécessairement comprise entre — > 

a a 



s i ji \ c'csi-à-dîre entre a et a .. Par conséquent , si Ton pouvait aroir 
m. 
I •— «c^ —«•+>• — «t' - — * 



— 4*^ { la quantité a "" serait comprise entre a et a ^Pei- 

« 

poaant — « îfc r, seraitdonc compris entre — «' et — «*'} mais — *'= — «t-f- J" 

et— «^SB— «^- J^'; ]*cxposant'«-«t:î:r tomberait donc entre -—« -t- Z' et 

*-«-» I^i on aurait donc. . . 

tenant le signe +, la première inégalité donnerait r ^^, et prenant le 
•gae— ,1a seconde inégalité donnerait, r<C^- Mais on peut toujours 
Radce Z' et /* moindres que r. Les inégalités précédentes ne peuvent donc 
{M flobsister. Ce qui démontre le principe énoncé. 

Les fonniiles (x), (a), (3), (4)» (5), du n** a5, étant ainsi démontrées 
lfti]a# lescxpoeans sont des quantités incommensurables positives, * 
«t facile d'en déduire que ces formules sont également vraies pour deg 
fMniit^ ÎBCommensurabies négatives ; car il snÎBSt de transformer les ex po- 
■os natifs en ezposans positifs, au moyen de la dernière formule. Par 
«90^, on a.^. 

— « -hC I C a C— » — «-l-C 

a xa =— X a = — =sa sssa , 

a • a 
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34« Toute puissance de degré impmr à*une quantité , ayant - 
le signe de cette quantité (n^6)» la racine d^un degré impair 
d'une qutmtité a le signe de cette quantité , $t est réelle ^ Ainsi. • • 

» 9 3 

35. On en déduit qu'un radical de degré impair ne change 
pas de valeur i lorsqu'on change en même temps le signe qtd' 
précède ce radical, et le signe de la quantité soumise au tadi^' 
cal. Par exemple ... 

s »^ s t 

36» XfO racine d'un degré pair £,une quantité, doi^ étr^ i^* 
fectée du double signe '{-et — , car la puissance d*un de|pré 
p^ d'une quantité positive ou négative , a le signe -)- (i^^ 5)* 

Par exemple , |/<i^=s± a, caria quatrième puissance de*-(ra 
cude— «^estégalement^-a^- Laracine^uatrième de+iSjAks 
deux valeurs réeQes;-f-3 ^ — s > car la quatrième puissance de! 
chacun de ces nombres est égale à -f- ^6. £t en général^, in 
racine d'un degré peur d'une quantité positii^, a deux vgUursl 
réelles, égales et de signes contraires. . 

37. La racine d'un degré pair (Tune quantité négative, £ 

ne peut exister , car aucune quantité élevée à une 'pm»- p| 

sance paire f ne peut donner un résultat négatif (n** 5). Par ;î^ 

exemple , la racine quatrième de -^ 1,6 , n'existe pas, car •ÎU'*. 

cune quantité , positive ou négative , élevée à la quatrième 

puissance , ne peut donner le résultat négatif — x6« Oh dit 

4 _ 
par cette raison que ^^ — 16 est imaginedre. Et en génékil,' 



as 



lorsque a est positif, \/ ^^ sl est une expression inuxgineartfm 
Si l'inconnue x d'un problème était égale à ce radical , on de^ 
vrait en conclure qu'aucune valeur réelle de x ^ ne peut satis^ 
faire aux conditions du problème. L'exemple du 'v^ ^jvf 
{y^ section page4i4) » ^^^ de cette .espèce. ^ 
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38. L'additton ou lajsoustraction des radicaux imaginaires , 
s'effeetum comme celle des radicaux réels. Ainsi... 

4 4 4 ^ 4 4 __^ 4 

^. Mais , ^i fou appliquait les autres règles , relatives aux 
radicaux réels , d cIm radicaux imaginaires , on serait souvent 
induit en err^^r. Nous ne considérerons ici que les radicaux 
imaginaires du àecond degré. Nous verrons dans la Théorie gé^ 
virale des Equations , comment on doit opérer sur les radicaux 
iaàgînairas de tous les degrés. 

4o. Le produit de V^— -apar \^ —a, effectué d'après la 

rè^e du n^ i8, serait V^+a% ou d: a ; et cependant , ce 

produit exprimant le quarré de j/ — a , ne peut être égal 
fpik — * a (n® 9). Pour interpréter le double signe^ on observera 

qne V^a* exprimant également le produit de i/ — a par 
— a , qui est — a ^ et celui de V^ + a par l/ + a, qui 
Ml-f{a , lorsqu'on ignore conmient on a été conduit à yc^, oa 
te prendre -{-^ ^^ —a, pour cette racine^ mais lorsque Voa 
amnaitl es deux facteurs égaux qui ont donné le produit |/ + a*, 
lambigoité cesse et Ton ne peut prendre que la valeur du pro« 
Ut qui est déterminée par les signes des facteurs. Ainsi , 

0^9).- 
Ou en déduit.. 






— > l/îV^^TT v^5 
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quantité qui est sous le radical à cette puissance ] ôu €h difii^ 
sont tindice du radical par t exposant de la puissance à la-» 
quelle on veut élever ce radical. • En eStti pour élever !• 

ma ' 

radical y aPh' , à la puissance m , il suffit de formel le pro- 
duit de m facteurs égaux à ce radical (n* i). On a donc • 




aPb*^J s^ yaPp X ^ afh^ X l/flF-t'Xttc. î+i Va?FxaP5^^Xctc- 
" 5 * » f n 

Ce qui démontre le principe énoncé. On en déduit. • . 
^N* 3 » ( 6 \» . _ 




â4* Pour revenir de la puissance à la racine, il suffit ds 
renverser la règle précédente. Ainsi ^ on obtient la racine du 
degré m ^un radical , en extrayant la racine du degré m ck 
la quantité soumise au radical ^ ou en multipliante indice du 
tadical par m. D'après cette règle - la racine du de;gré m^de 

q *" y ^ f 

ya^mf^m ^ ggr^ |/afi' ; la racine du degré m de YaJ'b\ sera 
|/af ir . 1^ racine troisième de V a*6" , sera i/a'i^ , la 

s l5 

racine cinquième de |/aa*i, sera |/aa*& , et la riiciné troi- 
sième de fl v/flô^s , ou de |/ Sa^i» , sera t/aôP". 

a5. Lorsque a et C désignent des nombres quelconques, 
entiers ou fractionnaires , positifs ou négatifs , on a».. 

' (i)...a a =« ^ ;(9)...â la = a j(3)...{a) =a ; 

Vat. "î - -«et j ' ■ 

^^,,.. a ssa 5 (5).., a ss — •.. 

• «t •" 

a 

Ces Formules étant démontrées (i'-* section) , lorsque «et ( 
sont des nombres entiers^ occupons • nous du cas où «et C 
ont fractionnaires. 



l 
D' ALGÈBRE. «^ 

QuAnd m, n, p et q, to&t des nombres entiers positifs^ on 
a(n<^âa^a3eta4)v 



M» 



Si l'on transforme ces radicaux en exposans firactionnairM 
("** s) > oï^ trouvera . . • 

> f y-H» d J* îi î -4. - 
t t f^Z K.— li i — 1 

«G. Les formules (i), (2), (3) , (4), sont donc vraies, lors- 
que €t et C sont des nombres fractionnaires positifs. 

Si Ton divise Tunité par les deux membres de Tidentité. . . 

'L— .2. ^ L / . 

"a" ■=f=«"I«'*» on trouTcra . . . 

1 l Va* 1^ •J =s \a» : tf"y = a • "" " = a"" V* "^ "/ 

r r 

Posant — — ~ = -, on aura 1 : a':=a ' 
m n s 

orj, La formvie (5) convient donc aux exposons fraction- 
naires* ■ * 

On démontre que les formules (1), (a) , (3), (4), ^^"^ 
vraies pour des exposans fractionnaires négatifs , en trans- 
formant leis exposans négatifs en exposans positifs ; d'après la 
formule (5). Par exemple. . . 

t^X a »a«a»X — = a» ; «» = a» ". 

aS. Remarque, La notation des expoians fractionnaires , rst duc h Da- 
cartes. Cette notation est la pins natnrelle et la plas commode , parce rjue 
raoalogie^i existe tntrt les exposau entiers et les exposans fractionnaires 
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est m(m-—i). Désignant donc par Ca le nombre des combi-* \ 
naisons de m lettres -prises n à. n ^ et par C».i le nombre det^/^ 
combinaisons de m lettres prises (n— i) à (« — i) , la question i 
sera réduite à trouver la relation qui existe entre C„ et C„^i. Gélà , 
posé , pour déduire toutes les combinaisons de m letlres pnaei 
nkn, des combinaisons (n — i) à (/i— i) , il sufGt de iriettre siie-^ 
cessiyement à la suite de chaque combinaison de (n — i) lettres» 
chacunedesTTi — (n — i) lettres qui n'entrent pas danscette com- ' 
binaisoz^. (n^4^)* ^^^ quelconque des combinaisons (n— -i)à ^ 
(/i— iX» donnera donc m— (ra— i) ou(77i — 7i-f-i)combinai80ii(| 
qui renfermeront n lettres ; les C».i combinaisons , dont ni j 
lettres prises (/i — i)à(/i — i) sont susceptibles , donneront doiiô ': 
Ca^i fois (m-— n-f-i) i pour le nombre des combinaisons do m.' 
lettres prises nà. n. Mais C^ désigne ce nombre de combini^* 
sons. On a donc. . . 

C,=:{w— (71— l)}xC».,. j 

Cette formule étant vraie , quel que soit le nombre entier :• 
n , on peut mettre successivement (n — i), (/if— 2) , ..., 4> 3^ Iftl j 
lieu de n ^ ce qui donne ... 

C-, = {to-.(/i-.2)} X C— ., . l 

C— . = {1» — (/i — 3)} X C»-î, ' . -. -^ 

C4 ={/»-. 3} XC3, 

Or, Cft indique le nombre des combinaison^ de m lettres- , 
prises deux à deux , et nous avons vu (n^ 4^) , que ce nombxni 
était m(7yi — • 1). Effectuant donc le produit des équatioiii 
précédentes et remarquant que les deux membres de l'éqitiH 
tion qui en résulte sont divisibles par C«_iX C'i^.aX C^^ . . . X ft, 
on trouvera ... 



C» = { J«— (n— i)}{m— .(n— a) } {m--(n— 3) } • • • (m— 3) (m— 9)(jiti-i>ip \ 
ou{i)...C =TO(m— . i)(i» — a)...(TO — (« — a)}{m— (»— .1)}. ■ 

^ Cette formule générale exprime le nombre des COMBiNAlti' J 



/ 
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SONS de m lettres prises n à n. Donnant successivement à n 
les valeurs a , 3, 4i ®^c- > ^^ trouvera. . . 

C.=iii(m— 1} y Ci éz m(m— I) (m— a) ; C4 = m(m— 1) (m— a) (m— 3) ; etc. 
Ces formules déterminent le nombre des combinaisons de m 
lettres prises a à a, 3 à 3, 4^4^^^^- Si Ion fait m ^= 3, dans 
h valeur de C», on trouvera C\=:3.3 = 6. Et en elFet « 
3 lettres a, b , c, prises a à a , donnent six combinaisons , ab , 
ba, acy cŒy bc ^ cb. Ces résultats s'accordent avec ceux des 

n** 4^ et 4^- 

44- Déterminer le nombre des permutations d*un pro- 
'duU de n lettres. Si pn désigne le nombre cherché , la valeur 
de p. sera égale au nombre des combinaisons de n lettres 
prises nkn. Supposant donc m=]i , dans la formule (1) ^ du 
n*43» on aura. • . * 

(a). - .p» = n(/i— 15 Jfi— o) . . . *( /i— ^/i— a, } [ n— '/i— I , } = I . a . 3 . . . '/i— I ,rt . 

La formule (a), erprime le nombre des permutations 
dont un produit de n lettres est susceptible, fêlant n = 3» 
OB trouve que le nombre des permutations d'un produit de 
trois lettres, est 1 X 2X3 , ou G. £t en effet, le produit oie, 
donne les six permutations. . . 

45. Déterminer le nombre des produits réellement difTé" 
rens de m lettre^ prises n c n. On dtrignera !e nombre cherché 
par A«. Chaque produit de n lettres donnant p« permutations 
(a* 44) M '«* ^m produite de n lettres , donaero.'at A", foit p» , 
.pour le nombre des combinaikon- de m lettres priî^i /la /i- 
Hais (n''43) 1 ce nombre e«t représenté par C.. On a donc. . . 

^xir.= r.5 d-oi. 1 - g. = ^- = "^ "'"^ "«T:?^,!^--^".!:!}. 

f • J . ^ . j n 

SI Tandcrnse snoDessiremest knlti laleiLTi :à, ^, 4;^, ^'•> ^^ 
tnmvera. . • 






g.= r \r i iTs^ r ^ r^^^ 



I- a I. j. a : j. :« J. 
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Ces formules e}q)rimeDt combien m lettres donnent de pro^ 

duits réellement difFérens , lorsqu'on les prend aàa, ou3à5, 

ou 4 À 4i ou etc. Par exemple , lorsque m=:4 ^Isl valeur d,B 

4.3 
K^ devient ^^ , ou 6 ; et en effet , 4 lettres a,b, c^ ^^ prisM 

a à fl, donnent six produits aby ac ,ad, bc, bd, cd» 

Nous allons faire voir comment la formule du binôme peut 
se déduire des équations (1), (a) , (3) ,' des n^ 43, 44 et 45. 

Formation des puissances des polynômes. 

4s. Lorsque m est un nombre entier positif, on peut obtenir 
la puissance m du binôme (x+a) , en formant le produit de 7» 
facteurs égaux àÇx-^a). Par cette méthode , la puissance m, 
dépend des puissances 1 f a , 3 , • . . , (m — 1). De sorte que les 
calculs sont d'autant plus longs , que l'exposant m est plus 
grand. On a cherché une formule générale pour calculer di- 
rectement la puissance m de (a: + a) , sans passer par toutes 
les puissances précédentes. Le moyen qui paraît le' plus na-* 
turel y est de former les premières puissances de (x -|^) , au 
moyen de la multiplication 5 en opérant de cette manière , on 
aperçoit facilement la loi des exposans de a et de x , mais on 
ne peut pas découvrir la loi des cpefficiens numériques , parce 
que ces coefficiens résultent des réductions qu'entraîne l'éga- 
lité des facteurs. Or ces réductions n'auraient pas lieu , si 
les seconds termes des binômes étaient différens. On est doac 
conduit à chercher la forme générale du produit de m binômes 
différens {x+à) ,ix + b), (x+c),..., ix+k); quand ce 
produit sera connu, on supposera les seconds termes a,byC, . • .6, 
égauXyCe qui donnera la puissance mde (x+û). En multipliant 
successivement ces facteurs , on trouve ... 

(x -t- a) (x -+- 6) ï4= :c« H- (a -♦- /?)jt -^ fl^ , 
(x -t- fl) (x -+- />) (x -+- c) 4: X» -f- (a H- ^ -*- c)x' -^ifib -rH ac.-t- hc)x -^ abc. 

47 . Sans pousser plus loin ces calculs, on reconnaît facilement ' 
que dans le produit de plusieurs binômes (x+a) , (x+b) , etc. ; .^ 
r exposant de x dans le premier terme est égal au nombre -^ 



f\ 
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^s facteurs binômes ^ et les exposans de x dans les termes 
suivons j diminuent successivement d'une unité jusquaii der^ 
nier terme qui ne renferme pcis x. On peut concevoir que 
f exposant de x dans le dernier terme est zéro y car x^ est 
égal à l'unité. La loi des coefficiens de x est évidente; le 
eoqffîcient du premier terme est r unité ; le cordent du second 
terme est la somme des seconds termes^ a ^ b , c, etc. , des bi-^ 
nomes j le coefficient du troisième terme est la somme de tous 
les produits deux à deux des seconds termes des binômes. Et 
ainsi de suite jusqu'au dernier terme qui est égal au produit 
de tous les seconds termes des binômes. 

48. Pour démoDtrer que la loi que nous venous de remar^- 
qnqr dana les produits précédens , convient au produit d*un 
nombre quelconque de binômes , il suffit de faire voir que si 
cette loi est vraie pour le produit de m binômes , elle sera en* 
oore vraie pour le produit de (m+i) binômes. Si la loi assignée 
(n* ^j) convient au produit des m binômes (x + a) , (x +b) , 
fr+c), ., . , (x + A) ; on aura... 

(i). . . (ar -H a) (r -»- ^) . . . (x -4- A } 43 a:" -t- Pi'"*" -^ Ptx"^' -^ Psa:**' -»- . . . 

pi sera la somme des m seconds termes a , &« c, . . , k, des 
Unomes; p^ sera la somme des produits deux à deux de ces 
seconds termes ;p3 sera la somme des produits trois à trois des m 
seconds termes; en général , p^ sera la somme de tous les pro- 
^ts nk n des m seconds termes a> & ^ ^, -•• > Ai (^) > ^^ d'après 
la même loi , le dernier terme pm , sera le produit ab c, .k. 



(*) Ayant reconnn que le coefficient pm , da terme du rang (« -t- i), con- 
sent plnrieura prodoiu n k n des seconds termes a, 6, c, ..., A> on 
peot démoncrer qne pu doit renfermer tons les produits n à n de ces se- 
conds tenues. En effet ; le produit indiqué {x -\' a) (x -¥ b) . . .{x^^ k) , ne 
change pas lorsqn^on change l'un quelconque des seconds termes a^byC,, ..k^ 
tt nn nntre, car cela revient à changer Tordre des facteurs; le produit 
c&ctné doit donc jouir de la même propriété ; or pn contient plusieurs 
ipodoics n à n des seconds termes; tous les produits n kn doivent donc 
mmt dans pmt car autrement p» changerait lorsqu'on changerait Tun des 
Mconds texmes a, ^j c, ... A, en un autre j ce qui ef( impossible. 
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dea 771 seconds termes. Si Ton multiplie les deux membres d^ 
Tidentité (i) , par un nouveau facteur (x-f-0> ^^ trouvera 
que le produit des (771-f- * ) facteurs (x+a ) , ( x+6) i . • . , 
(a;+&), (a;4-0» sera... ' 

La loi des exposans de x n'a pas changé , c^ l'exposant 
de X dans le premier terme est égal au nombre (tti + 1) de» 
facteurs^ et les exposans de x dans les termes suivans^ dimi-* 
nuent successivement d'une unité, jusqu'au dernier terme^dans 
lequel l'exposant de x est zéro. 

La loi des coefficiens n*a pas changé. En effet ; p, exprime 
la somme des 771 seconds termes a, i, c • . . , ft ; le coefi&cient 
Pi-hl, du second terme, est donc égal à la somme des 7»-f-i 
seconds termes a,b,c,,,,,k,L Dans le produit des 771 binomet ^ 
le coefficient pa, du troisième terme exprime la sonfme des pro- 
duits deux à deux des tti seconds termes a, 6, c, . . ,ft^ dans le 
produit des 771+1 binômes , le coefficient Pu+pi^ du troisième 
terme exprime la somme des produits deux à deux des 77»-f-i 
seconds termes a,fr,<?, ...,ft,/, car p^ exprime la somme de 
tous les produits deux à deux d^ns lesquels / n'entre pas ,'Ct 
Pi Aou (a-f.i-f.c+ ..-ffe)/, donne tous les produits deux 
à deux qui renferment /. En général , dans le produit des m 
binômes (a;-)-a), (a;+i), -.,(0?+*), le coefficient p, du 
terme du rang 71 -j- 1 , exprimant la somme des produits n k n 
des 771 seconds termes a,b,c,*., k ; dans le produit des ?»+ 1 
binômes ( a; +û), (x + i), , . . , (x+ik), (a;+0, lecoeffi- • 
cient (p« +pn_j / ) du terme de même rang , exprime la somme 
des produits n àTi des 771-}- 1 seconds termes afb,c...,k,l, , 
car pn exprime la somme des produits n k n, dans lesquels l 
ïi'entre pas , et p«_, étant la somme de tous les produits 71 — 1 à 
n— 1 des 771 seconds termes a,b,c ,. , k; le produit de pn^i 
par/, donne tous les produits /i à 71 dans lesquels /entré; ^e^* 
«orte que p, +p„_i /, exprime la sonune des produits nàn, des . 
771+1 seconds termes a , b , c, ;.^k^L Enfin ^ p» exprimant le . 
produit des tti seconda termes a^ i, c# • «i ftj le dernier terme /p» ' , 
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««t le produit de» m4- 1 seconds termes aybyC..k,l, Par con»- 
séquent , si la loi du n? 47 1 convient au produit de m binômes , 
la même loi conviendra au produit c2e (m-f- 1) binômes. Mais 
cette loi conyient au produit de trois binômes^ elle conviendra 
donc au produit de quatre binômes ; convenant à quatre bi- 
nômes , elle conviendra à cinq binômes , et ainsi de suite. La 
loi énoncée dans le n^ 47 > ^^^ donc générale. 

49- Cela posé^ si les m seconds termes a , 6 , c^ • . , ft ^ devien- 
nent égaux à a; le premier membre de Tidentitp (i) deviendra 
(x+a)". Dans le second membre , pi , qui exprimait la somme 
des jh seconds termes, deviendra a+a+a-f- etc. , ou a ré- 
pété m fois, ou ont. Le nombre des produits deux à deux des m 

seconds termes a, i,c, .. ,6, étant (n* 45), ^LlîîZliJj 
la somme p^, de ces produits, deviendra — ^ fois a* , ou 

• a*. On verra de même que pz deviendra 

m(m— i).(m — a) , _,^ . r i i i j 

■ = — ~ a^. Et en général , le noiubre des pro- 

duiti différons de m Itttres prises ft à n , étant... 
La somme p., de ces produits , deviendra... 

w(m— i)(m — a)fm— «3)...{m~(n — i) 1 

I •' 3* 0« 4* • • • '^ 

Enfin , le dernier terme p^ , qui exprimait le produit des m 
ieconds termes a, 6, c . . , fe, deviendra a*". De sorjte que la for- 
mule (i) du n** 48 , donnera.. . 

«...(* + a)- #=*- + mit— + 2^î2-=l-!2 



1. a 



^ m(m— i)t(m — 2)...|in — (n — 1)} . ^ 

X. a. , 3 n 

.Cette formule , connue sous le nom de formule du binôme de 
Kewton , sert i déterminer directeioent toutes les puissancesr 
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cntièrea posîtives de (x+a) . Les lettres xeta pcuTent représente!? : 
des quantités quelconques , mais d'après la manière dont on %. 
obtenu cette formule , on ne doit donner à m que des valeur! 
entières positives , car m indique le nombre dés facteurs bîr 
nomes. Nous verrons par la suite que la formule du BINOME 
convient au cas où m est quelconque. 

60. Si Von désigne le terme du rang (71+ 1), par Tn^i 9 ^^ 

aura ( formule â, du n^ 49 )••• 

^ ' 1.2. 3. 4 '* 

Ce terme est ce qu'on nomme le terme général de la suite 
x^^max'^^^'^^ etc. j parce qu'en supposant Successivement . 
n=i, »=a, 11=3, etc., on en déduit tous les termes de cftte 
suite. Pour trouver le troisième terme , on fera... 

» -♦- I = 3; d'oh, /i = a et Tî = ^^^^^^^ fl'x*-*. 

I. a 

La formule (3) démontre les propriétés suivantes : 
5i . La puissance m du binôme (x+a), contient m-^i termes g 
le dernier terme est a"*. En effet j l'hypothèse n=m, donne...- 

*r m(m— ï)...|m — (m — 1)| m(ni— i).. .a.i ^_ ^_ 

jf «4.1 = — i . 1 1 ^ i a"»jc*~* = — ^ û* = a*» . 

I'. a m I. a. . . 7» 

Le terme du rang (m+ 1) est donc a*?. Si l'on veut obtenir let 
termes 'suivans, il faudra donner successivement à n les valeurs 
m-f- 1 , m+ fl , m+3 , etc. -, ce qui réduira un des facteurs de 
jTn^.! à zéro, a^ est donc le dernier terme. 

Sa. Chaque terme se déduit du précédent , diaprés une loi 
constante. En effet 5 pour déduire le terme du rang ra+a , du 
terme du rang 71 + 1 , il suffit de changer n en n+i| dans la 
formule (3) , du n* 5o ; ce qui donne. . . 

(4). . .TVk, s= M'» - i) (m ~ a). . . {m^ (n ^ i)} jm^n) ^^,^^^^ 
I. a. 3 « («-t-i) 

53. La comparaison des formules C3) et (4)> conduit à cette 
règle générale : Pour déduire unteét^e quelconque duprécédent; 
multipliez le tienne précédent par texposant de x dans ce terme; 
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'JUminuez Têxposant de x d*une unité , augmentez celui de a 
Jtune imité ^ et divisez par têxposant de a ainsi augmenté d'une 
unité. Le résultat sera le terme demandé, D*après cette règle , 
tDUB les termes de la paissaace m de (^x+à), peuvent se déduire 
da premier terme x". Lorsque 7ii=:3 ^ on trouve... 

On parviendrait au même résultat en calculant le produit da 
cinq facteurs égaux à.., ( x+a ). 

54- Dans ce développement^ les co^fflciens des termes, prix 
à égale distance des extrêmes sont égaux^ Cette propriété est 
générale (*). En effet ; la formule (3) donnant le terme qui en 
a n avant lui ; il suffit de chercher quel est le rang du terme 
qui est suivi de n termes ; or le nombre total des termes est m-f-' ; 
kterme qui ena n après lui, est donc précédé de m— /i termes; 
mais la formule (3) donne le terme qui est précédé de n termes ; 
on obtiendra donc le terme qui est suivi de n termes^ en 
changeant nen m— n, dans la formule (3); ce qui donnera... 

iT x! 3 (m — n) 

1. a. 3. . .(w — n) 

Or on pent toujours supposer que T'm-ii est plus éloigné du 

^ i - ^— — ^— ^— *- 

t^) Cette propriété peat se dvdnire de la formule (a). En effet; si Ton dé- 
ngnepar^, B^ C,.,^C,j B,,A^, les coefficiens de ajc»-Sde fl»x'"-«, de etc., 
ces coefficiens seront indc'pcndans de a et de jr, et Ton aura. . . 



Changeant aenjr,eta:ena,i} Tiendra... 

(tt+x)« 4a «»-4-^*fl»-» -♦- 5x>n»-»-H . . • -H JÎ,x»-»/i • -^j^/t»-* fl-t-a:» ; on 
(g). . .(a-+-ar)"4=x"-4--<^/M:«-« -♦- B^a^x*-' -f- . . . 'hBa'*-*x*-*'Aa'^'X'ha'». 

Les premiers membres des formules (8) et (g) e'tant identiques, les seconds 
nemlires doirent être identiques; les coefficiens des m^mcs puissances de x, 
daÎTcnt donc être ^aux. On a donc Az=u^/^ B=iBj] etc. Ce qui dcmontre 
Il principe ifiioiicé. 
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premier terme que T»; dans ce cas, m—» étant plus grand Ip» 
n, la valeur de 7^m_„ est de cette forme... , 

m-'(n-'ï)} X jm—n) Çm^^n— ï)...(yi-n) ___ ' " -J 
I. a n x(«-f-i)( « -♦- a)...(m— n) 

Supprimant les facteurs communs^ on trouve... 

I. 2. 3 n 

Ce qui démontre le principe énoncé. On a donc... 

(7) . . . (g -♦■ fl)*» 4= ^'' ■*• i»ax'»~» -h ^^ "^ ^ a'x*'-» . . .. • 

I. - a 



11 



• 1 
\ 



I. - a 
m(i?i •— i) 

I. a 



55. Cette formole exprimant le produit 4e m binômes ëgaux 2iâr-4-«^ 
on ne peut supposer mf=z o , car dans ce cas il n*y aurait pas de fao- 
tenrs. Et en effet ^ lorsque m = o, la formule (7) conduit au r^ulcat 
absurde i = a. 

, Si l'on fait xz=\ et a=s i, dans la formule (7) , on trouvera. . • 

, mfm — i) 7n{m — i) ., , , 

I. a I. a 

56. La somme de tous les eoefficiens contenus dans le développement 
de la puissance m d'*un binôme , est donc égale à a"*. 

67. Pour obtenir ledéyeloppement de (x — ù)"*, on chan- 
gera le signe de a dans la formule (7) du n** 54, ce qui don- 
nera... 



(\ A V Tn(m — — 1) 
10) . . .(x— a)» = x* — mtf jr*-» -*- — ^ a»af»-" -4- . . . 
^ 1. a 

. m(m, — i) _»_ _ 



I. a 



On prendra les signes supérieurs quand m sera pair , et les 
•ignés inférieurs quand m sera impair. 

58. La formule du binôme peut servir à résoudre nn grand nombre de 
problèmes relatifs au calcul des probabilités. En voici un exemple : - 

Lorsqu'on joue à pair ou von , avec des jetons, il est plus atmn^ 

tageux de parier pour impair que pour pair , et cet avantage est d'au» 

^tant plus grand que le nombre des jetons est moindre* En «ffe^j i*' 
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(ai) éanP 49 » donne. . . 

(i)...(x'4-a)" — a:"=biiMiJt'^»-t- — ^ a«jr--» -♦- etc. 

Ec m ^tant nn nombre entier positif , les coeflkienf m, — - — % etc. ^ 

iaâîqaent de combien de manières on peat prendre m cbosea, nne h iine^dcaxà 
deux , trois à trois , . . . , m h m. Les coefficiens des puissances impaires de a 
cocfespondent am combinaisons impaires , et ceux des puissances paires da 
*f déterminent le nombre des combinaisons paires. D'après cela, si étant 
Amné m choses , on désigne par x le nombre des combinaisons impaires » 
Vcst-à-dire, une à une, trois k trois, etc., et par j^ le nombre des combinaisons 
psiics, les râleurs de x et jr se déduiront facilement de Pidentilc (i) , car 
hoê cette identité. . . 

X =r a = I , donne a" — i ==y •+. x. 

x = i et a=: — I, donne o — i =jr— x. 



D'ok. . ,x 



I— 1 






Ces formules démontrent, que le nombre des combinaisons impaires 
sarpasse toujours d*un , celui des combinaisons paires , et la valeur di» 

nppon — augmentant, lorsque m diminue, on voit que' lorsqu'on parie 

pour impair y Vauantage est d'autant plus grand que le nombre de* 

X *» »-i 

Jetonsest moindre. Par exemple , m = 4 ' donne x=8, j^ = 7» — = -* »^^ 
en cSeC^ quatre choses a, &, c, d^ donnent... 



huit combinaisons impaires, a, 5, c, <2, abc y dbd, acd^ bcd, 
'Et les s^t combinaisons paires, ab, acî ad, bc, bd, cd, abcd. 

Bg. Toutes les puissances des polynômes peuvent se dé-- 
duire de la formule du binôme. En effet ; si Ton change a en 
a-f~^> 1a formule (2) dun^ 4.9 > donnera. . . 

Calculant les puissances a, 3, . . . , m , du binôme (a^b) , 
on obtiendra le développement de la puissance m du trinôme 
(x-f-a-f-A). Changeant dans cette dernière formule, 6 en 
(k+c) et développant les puissances a , 3, . . . , m , du binôme 
(k-J-c), on obtiendra le développement ds la puissance im 
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du quiitrinomê ('x + a+b + c); et aîhsî de stdte. D'aprèi^| 
cette règle , le quarré du polynôme a -j- ôx + cx'*+ £fcc^+ etc. , 
sera. . • 

Et le cube du même polynôme , sera ... 

a' -f-3a»ô« + (3û»c -f- 3ai«)jc' + (3tf»rf-f-6fl&c-#. b^)x^ -#- etc. ^ 

Nous terminerons la théorie des paissancesi en résolvant quelques pm- 
hlèmes relatifs aux produits des nombres et des polynômes. Ces pc©« 
Uèmes seront d'une grande utilité dans la suite du Cours. J 

60. Lorsqu'on n'effectue aucunes réductions^ le nombre des terwut *î 
d'un produit, est égal au produit des nombres des termes eles faeteMurtm iz 
En effet; si le multiplicande contenant m termes ^ le multiplicatenr COO".!. 
tient n termes ; la multiplication du multiplicande par un terâie queloonqvt 1 
en multiplicateur 'y donnera m termes au produit ; le multiplicande nniltt- 
plië successivement par les n termes du multiplicateur , donnera donc niit 
termes ai^ produit total. Prenant un troisième facteur, composé de p termtf, 
le produit des deux premiers facteurs, multiplié par le troisième factenjry , 
donnera un produit qui contiendra mnXp termes. Et ainsi de suite. Ct , 
qui démontre le priacipe énoncé. Par exemple, le produit des facteurs (é^rfi^- 
(c-f-d-i-e), (p-^q^r+s), contiendra a x 3 X 4 termes. Oa peut U 
¥â:îfier. >« 

61- Lorsqu*on forme la puissance m d*un polynôme de n tmrmeèf 
par des multiplications successives , si Von n'effectue aucunes rédue» 
lions, cette puissance contiendra n» termes (n" 60}. Par exemple, h 
seconde puissance d'un trinôme, doit-contenir 3> ou 9 termes, et en effets 

(il -f, 6 -f- c) « sfa f a -f. ft 4. c) (fl -f- * + c) 

=J=«" -f- a& -I* tfc + tf& 4- &* -f-&c4-ac-f-^e»f*^*» 

Effectuant les réductions , on trouve. . . 

6a. Proposons-nous de </é;ermmer com^/e» i7 restera de termes dans U\ \ 

puissance m d'unpolynome den termes, lorsqu'on aura effectué toutes U$'\ y 

réductions possibles, (Ce polynôme est delà forme a-f-ft-f c-f-etc.)Xa solutîw '^ 

de ce problème repose sur deux principes que nous allons d'abord établir* 'S 

63. r*r pRiHCipE. Si dans la quantité ' ^ 

(m'-f-T) (»/-f-a) (m*-h3)..^(m^-+-«"* J 

I. a. 3. . . , (n — i) * 



«d 

-^), 



d'à L o È È R ê; 

pia donne uteeessivement à nf Us valeurs o , i, a « 3, ....,( m 

■ 

(m4 * i) (m«f»a) (m -f- 3; . . . (m -f- » — i) (m-f-n) 
2. a. 3. . . . (/i — i^. (/»j 

il s'agit de faire Toir qne Pon a. . • 

/aS ita.4.(w-^i) a.3 . . , n 3.i...(n -H i) 

^^^ i^....(/i — i) i.a...(/i — i) i.2...(/t — . i) 

(m — i) (m)(m-f»i)...(wt -h/i — 3) m(m - f»i) . . . (m-+-n —a) 
3. . . . (/ï— i) I. a. . . .(n — i) 



1. 



(w-fii)(m-fia)...(m-f-/»— i) (im-f»i) (m + a)., .(m + n) . 
I. a. . . (/» — i) ^ 1. a. . . . n ^ 



I. 

1-' 



FoBT j paxTCiûr y on remarquera ^e. . . 

(iw^»i) (m-4-a). . ..(m«fw— i) (m-H») ^ m(m«fiï) (m-|-a). . .fm^'yt— i.) 
I. a .... (/t — 1} (n) 1. a. 3. ... « 

(iM"i) (m'4'a)- » .(m«-f'^-*i) (>»-H») — m(iwH*i) (m-^a). . .(m-f^-— i) 
!• a. . . . (n — i). n 

■ |. a. . . . (»— i) (n) ^ I. a. . . . («— i) 

^ (jw^-Hi)(ii^-fa)(m'4^)...(m^-f'/t— . m'(m^H-t) (m^-f-a;...(m^-fw-'i> 

I.. a. 3. ("-^i) I* 3* 3. ... a 

. (m^-4» i) (m' -h a) (m'-4-3;. . .(m^-h /i — i) (fn^-hf /fi 
^ I. a. 3. . . . .(/»— i}. » 

cette dernière formule , 

ë 

. _ i.a.3...(rt— i) , _. i.a.3.» 

m^=zo, donne... = — 7 { H*oe|s ■ — » 

' i.a.3...(«-- 1) ^^i.a.3./A 

, , a.3.4-** » . i.a.3. . .11 _, a.3. . .fn-f-i) < 

vssi , donne... ? r— r-f- :. =F — ^ • ■ ' » 

' i.a-3.. . (n— i; i.a.i.../! i.a... n 

*'-o ^«««-. 3.4.5^^.(nHUi) a.3.4 ...(/i-f-i) . 3.i,..(n^^) , 
Bi = a » donne. . . — -x ;; ; -r --^ -a z — ^ , ^ „ i» 

a^ssnt— 'a> donne... 



(w— 1)71» (in4-i)»-»(»»-f»— 3) (w— a) (m-^i)m. . . (m-M— 3) 
3« • • (/i— "i) I. a. 3. . . . *hr 



I. a. 



j^ (m — 1) m(m-f-i)....('»-^«— 2) 

5*a g» ' a ^ ■■■■ I 9, 



X. a< 
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fnf ^^m^* I : donne. » . . 

nt{m'\-i) {m+i) . , . (m+/i— a) . (pt— i) (m) (m-f^i) , . . (m-f yii—^) 
i. a. 3. . . . (n — i) I. a. . 3. . . n 

^ I. a n 

t»' = m jdonne.. . 

(m+ï) (m4^!>). . .(m+yi— i) m(iw4-'i) (mH-a). . ■ (y»4-» — }) 
I." a. . . (/i — i) I. a. 3. . . . /» 

(m-f»i) (m -f« a). . .{m-f-n) 



+ 



I. a. . . . n 



Ajontant les m -f- i identités qae l^on a formëes en donnant h m' Im 
Yaleurs o, i , a. . .m , et observant que le second terme du premier*meiiibf9 
de chaque identité est détruit par le second membre de l'identité prÀrédealtif 
on obtiendra la formule (A). Ce qui démontre le principe énoncé. Dans li 
formule (A), 

11= a: donne... — f- — h- + ... -f- -H sfc-^ — ■ — r — ^-^-. 

' III I i^^i.'a* 

„ = 3 : donne l^ + »-i +...+ (2±îli2±î) :^ im-hiXn^){m^, 
' i.a i.a I . a ^ i^ a . 5^ 

On Yoit donc qu'en donnant successivement a mies valeurs o, i^a,.»,! 

(m — II, m , dans les expressions — - et ■ — ^ N ' ■ • * 

1 I . a 

ies sommes </(0in4-i résultats , sont.,, 

(m-fi)(m-4-a) (m-f- fm-i-a) (m + 3) 

et ' f^ • 

I . a i . a . 3 ; 

^4* a* PRINCIPE. Le nombre des termes de la puissance m d'.Mm poljçnam^ 
de n termes est égal à la somme des nombres qui expriment de eom^ . 
bien de termes se composent les puissances , o , i, a. . . m, d'un pplf*\ 
nome de (n — i) termes. En effet j si le premier terme d'un polynôme de rit 
termes étant a , oh représente la somme des (n — i) autres termes par &j kj 
puissance m de ce polynôme , sera donnée par la formule. . . .'] 

(a + ô)- 4:à- bo 4- ma— «ftx + pt(m^j) ^^^ ^^^ .4-mû&— »+w| 

Or, ponr calculer tons les monômes qui composent la puissance m àa pp*t 
lynome proposé, il suffirait de développer les puissances o, i, a, 3 ,. .(m-^i),%3 
du polynôme b , tjui contient n— i termes. Le nombre lotîd des termes dli| 
développement est donc égal à la somme des nombres qui expriment coinbifllj 
**** ^^i à'i • •> à*, cqmienneat dp termes. Cç qui démontre le principe émns^^^ 
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65. La combinaifon de ces deux principes fournît la solution du pro- 
blème propose (n® 6a). En effet ^ la puissance m d'an binôme contient 

termes (n** 5t). On obtiendra donc le nombre total des termes des puis- 
sances o, I , a,... m, d'un Innome, en donnant successivement à mies valeurr 

m t T 

0,1,2, ... m f dans Texpression * et prenant la somme des (m -f- 1) 

■I 

tàoltatft. Or celte somme est -^ -^ ^ (n® 63h le nombra toutdes 

1 . 2 

j 1 • jtt . • j (m-f-i) fm-4-a) , . ^,v 
termes de la puissance m d'un tnnome sera donc -^ (no o4}» 

Sidans cette dernière formule, on donne à m les valeurs 0,1,2, 3, ...,7?t| 

L. ■ J / . \ ^ ï • (m-4- 1) (m-4-2)(m*-4-3) ^ 

h somme des (m -f- 1) résultats, qui est i -^ -> — ^— ^ (n*^63), 

Oprimera ie nombre des termes de la puissance m , d'un quatrinome. Et ea 
l^fic'ral , siti désigne le nombre des termes de la puissance m d^un poly-^ 
Home de n termes , on aura. . . 

f,\ nr— (m-f-i) rm-4-2)...(m-|-«— I ) 

^ ' I . 2. . . (n — 1) 

08. Pmut ne laisser ancon doute sur la géne'raKte de cette formule, nous allons 

démontrer que si elle est vraie pour n , elle sera ëgnlement vraie pour /z-4-i , 

o^est-ih^reqne si le nombre des termes de la puissance m d*un polynôme 

j ^ (m-+- i) (m -f- 2) ... (m -4- n — i) . ,, 

wiktermeSiest- — ^ ■ { 9 la puissance m dun 

I. 2. . (n — i) ^ 

> , . . , (m-^l)(m-4-2) .. . (m-f-n — i)(m-f.n) 

polynôme de n-f.i termes, contiendra -—. ^ — , ■ • 

'^^ .« I- 2... (n— i) (n) 

termes. En e£fet ; si la puissance m d'un polynôme de n termes , contient 

(}ii-4-iHm-f-2) . . . (m-f-n -^ 1) 1 t i j , 

^-i ^ ■ termes : le nombre total des termes des 

I. 2 {n — 1; 

puissances , o , i , 2 , . . ., m , de ce polynôme , se déduira de la formule (i) ^ 

en donnant successivement à m les valeurs o , 1,2, . . , m, et calculant la 

iomme des (m-hi)rësnltats; mais cette somme, qui est- -^ -^ ^ 

' ^ I. 2 . . n 

(no 63), exprime le nombre total des terme's de la puissance m d*an 

polynôme de (n-f- 1) termes (n® 64) ; la proposition est donc démontrée. Or 

n poisaaBce m d'un binôme , contient — ; termes. La formule (i) est 

^nc vraie lorsque n = 2 ^ ell^ sera donc vraie pour n = 3, , puis pour 
I* ^4> ®t Bi<>*i ^^ suite. La formule (1) est donc générale. 
6^. Remarque. Les deux fractions . . . 

I jfc-f- 1) (m -h 2) . . , (m-^^n — j) w(yi-hi) (w -f- 2) . . . (n -f- m — i) , 

!.. 2 (/i — ï) ' I. 2. '6 m ' 

Hat égales-, ca; en les réduisant au m^me dénominateur , les nouveaux 



î 



^ ' " I. 9 (n — i) 
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numëratean expriment le produit des nombres natarek l , ) y 3, • . . (mAf-t*^' 
On a donc... i 

% 

H' 

n{n -f» i) (yi -f» a) ... (w 4- m — » i) -i 

I. a. 3 m 

68. ProblI^me. Connaissant le nombre "N des termes eTun poljrnomê ij^: 
^terminer si ce polynôme peut auoir une racine exacte du degré m 
•On Calera Texpreision générale du nombre des termes de la pnissanee, 
d'nn polynôme de n termes (n*67), an nombre des termes da pdyno] 
proposé \ ce qui donnera . . . 



(0 



=^N. 




n{n^ i) (n«fia) ... (n-f*w»"- 

* 1. a. 3 m 

La nature du problème exigeant que l'inconnue n soit un noAbre ca^'j 
tîer positif , on donnera snccessirement à n , les valeurs a , 3 , 4 » *^* 
prenûer membre de la formule (i) augmentant arec it , et le second membm^ 
iVy étant constant , on parviendra nécessairement à trouver une valeur n^ 
n, pour laquelle le premier membre sera égal k iVou plus grand que iV; éUuM ]' 
le premier cas, le poljrnome pourra avoir une racine du degré m , composée di ^ 
n' termes ; dans le second cas , aucune valeur positive de n ne 
satisfaire à Téqoation (i) , le polynôme proposé n'aura pas de racine 
du degré m. Par exemple , pour déterminer si un polynôme composé de 
termes, peut avoir une racine cubique exacte» on fera m=3 et it 
la formule (i) deviendra ... 



r3) w(>»-^i) (n-h'i) _ 
^ '^**' 1. a. . . 3 "■ 



= 90. 

Substituant pour n , les nombres a , 3 , 4 , 5 , etc. , les valeon 
pondantes du premier membre de la formule (3) , seront 4 1 lo, ao , ^ , 
L'hjrpotbèse n =s 4, satisfait donc à Téquation (3); un polynôme de 
termes peut donc être le cube d^un quatrinome a -f- & -f* c -f* <f . 

Si Pou donne successivement à metà/i, les valeurs i» a» 3» 4» *^^ 
la formule (i), conduira aux résultats suivans... 

Racine (^).. i , a, 3, 4> 
a* puissance i, 3, 6, lo, 
3* puissance i, 4? lo» ^o, 

35, 
56, 



4e puissance i, 5, i5, 
5* puissance i, 6, ai, 



5, 

35, 

70» 
ia6. 



6, 

56, 
ia6y 
a5a, 



termea 
termea 
termes 
termes 
termes. 



Dans ce tableau j la première ligne contient le nombre des tenues 



(*) La racine est de la forme a-hh-^c -h etc. Si a, & , c , etc.,désignant ■:" 
des nombres, la racine était <i 4- 5ar -f* cjc^ -|^ etc. | le ûumiHre des termes 
de chaque puissance, serait moindre. À 



racme 
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nciae ; la seconde ligne contient Je nombre des termei de U seconde pois- 
suce de cette racine j et ainsi de soite. On Toit, par exemple, qne la qoa- 
ttiène puissance d*nn trinôme contient ï5 termes. Cette table est fort niileponr 
dîii^dans rcxtraction des racines des polynômes. Par exemple, la quatrième 
%ne dcmontre, qne les polynômes composés de a , 3 , 4> ^' 7 > ^i 9> '^» 
It , £t, i3 y i4 » i6, etc. y termes, n^ont pasde racine quatrième exacte. Lors- 
qarJb polynôme dont on vent extraire la racine du degré m , a un nombre 
'et eniice tel que sa racine peut être exacte, la uble précédente, formée 
fier la poiasanrf m, indique combien la racine de ce polynôme contient 
: ds ternies { ayant calculé les termes de cette racine , on âcvera la racine k 
h puissance jw j si cette puissance est égale an polynôme proposé , la racine 
ibtenne sera exacte ; si la puissance m ne reproduit pas le polynôme pro- 
posé , la racine du degré m de ce polynôme , sera incommensurable , et 
Fntiaction de la racine se prolongera indéfiniment. Par exemple , la racine 
{nanée dn fiinome a*+ia6'-f>!i&*, devant être composée de deux termes, 
tt FaUractiop de la radne quarvée de ce trinôme , donnant un binôme 
\^H*è) dont le quarré n'est pas égal h a*-h^ab -f> a6*, on peut en eon- 
dne qne le radne quarrée de ce trinôme est incommensurable. 

69. Pour déterminer tous les diviseurs premiers d'un nombre 
inmé N, on essaiera la division de ce nombre par les nom- 
lins premiers , a, 3, 5, 7, etc. Si le plus petit des nombres 
preimera qui divisent AT est «, on divisera iV par «^ ce qui 
donnera un quotient A^ ; on divisera A^' par et ; et Ton conti- 
ineia à diviser les quotiens successifs par st, jusqu'à ce que la 
dhriaion na réussisse plus. Si après m divisions par ce , le quotient 
P n'est plus diirisîble par « , on aura N = Pa"* , et A^ n'étant 
fivisible par aucun nombre premier moindre que n, le quotient 
P ne sera divi83>le qne par des nombres premiers plus grands 
fae «. Essayant la division du nombre P , par les nombres 
(fenûers pins grands que «t ; si C désigne le plus petit des nom- 
kes premiers qui divisent P , on trouvera , comme pour le 
mùïTe AT, que P^CQ ; d'où A^= Pa«= *"• C-Ç. Le nom- 
ks Ç ne sera divisible que par des nombres premiers plus 
grands que « et C. 0>ntirinant à opérer de la même manière , 
SKtEonyera. • • 

iV=«-C«>'/' etc. i C>*}>>C; ^>y\ etc. 

*» f > >s ''» ®*c« y seront les facteurs ou diviseurs premiers du 
>re AT. On trouvera de cette manière que 36o4=a^X3»x5' - 
Algèbre, T. IL 3 
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70. Lorsgu^après avoir essayé la division du nombre ft par tous Uê 

nombres premiers moindres que i-|« V^^> aucun de ces nombres né 
divise N ; on est certain que N est un nombre premier. En efièt ; fi 
le nombre JY pouvait être diyisible par un nombre premier p , plus grand f[U 

\/T{i en désignant le quotient par ^^ on aurait. . • 

2V^ serait donc divisible parim nombre premier q^ moindre ^V yNs 
€e qui est contre Thypothèse. Le principe est donc di^ontré. Par exemple , 
1 13 n'ëtant divisible par aucun des nombres premiers a, 3, 5, 7,1 1, moûidret 

que I 4* ^/ii3, on peut en conclure que ii3 est un nombre premier» Om 
Terra de cette manière que les nombres premiers sont. . . 

i,a, 3, 5, 7, II, i3, 17, 19, a3, 29, 3i, 37, 4i, 43, 47, 53, 59,61,67, eCc. 

71, Lorsque n désigne un nombre quelconque, tous les nombres pain 
sont représentés par an , et ^/i -f- 1 désigne un nombre impair quelconque. 
On n'a pas encore trouvé une formule analogue , pour représenter tout les 
nombres premiers 

7a. Le nombre N étant réduit à la forme et^ C^yi' etc., 
et les nombres premiers *, C , ^ , /^, etc. , étant dijférens; pouf 
obtenir tous les diviseurs de N, il suffit déformer le produis, • • 

(i-H»-4-A«4-. . .-f^») (i-H^-hC»4.. . .H-C») (i-HH->»-f.. . .H-y) etc. 

Tous les termes de ce produit seront les diviseurs du nomh^j; 
N. L'unité et le nombre^ setrouveront parmi ces diviseurs. Cidè'' 
est évident, car le nombre A^ étant de la forme «'?C"y etc.; , 
te nombre est divisible par les valeurs qne prend le pmdo^ 
ggmçny ^tc. , lorsqu'on met successivement pour m,n, r, etc.» 
les nombres entiers 1 , a , 3 , etc. , qui ne surpassent 
Tn,n^r, etc. £t tontes ces valeurs du produit «"C* 3/ etd. 
sont exprimées par les termes du produit que nous a?< 
indiqué. Or le facteur ( i -J- «t -}- *• -f- , . -}- *"* ) co: 
(m -î-i) termes; (1 -f-^+^*+ •• +^") contient {n+h 
termes; ( i +>+>*+. . + >') contient (r-J-i)t 
et ainsi de suite. Le produit de ces facteurs renfermera 
(m + i) (/i+i) (r+i) etc. , termes (n* 60). 

73. Pour déterminer combien un nombre a de diviseurs ^ il 
d'ajouter V unité à chacun des exposans des facteurs premiers du «o; 
donné. Le produit des sommes qui en résultent , exprime le no\ 
cherché {u9 72}. Ainsi , le nombre 36o étant égal à a^ x 3^ X 5' ; le w 
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divÎMiirs de 36o aéra (3+0 (s4-i} (i4-i)> on 4-3*a|Oa a4* £tea 
dfet 9 il Ton forme le produit. . . 

(i + a-fa«-f-a*) (i-f-3-f-30 ^ +5), 

ta boaTera que les divisenn de 36o , sont les a4 nombres 

I ,^,3 , ^,5,6f S, 9, lOy iayi5,i8,ao,a4>3o,36y 
4o , 4^, 6o, 7a , 90 , lao , 180 ) 360. 

On iCGOnnaltra de même cpie les x5 diyisears de i44 >oi^K- • • 

1,3,3, ^y6,Sy^9 la, 16, 18, a4,36, 48,7^; i44- 

74- Comffoser un nombre qui admette b diviseurs. Ce problème est 
mdêierminë, car en daignant par «, C , > , etc. , les facteui-s premiers dn 
■ombre demandé , ce nombre sera de la forme «" C* y etc. ^ les facteurs 
pKBiers « , C,^, etc. , seront aibitraires, et les ezposans inconnus m,n, r, etc. , 
I MMnmt assoiettû qu'à la condition. . . 

(i).... (wn-i) (/»-♦- 1) (r-«- i; etc. =ft (n*7a). 

Si les faclenrs premiers da nombre demande' , doivent être les plus petits 
poisiUea , c« nombre sera de la forme a" x 3" x 5** etc. Par exemple , pour 
Cnmrer nn nombre divisible par i5 diviseurs, on pourra prendre a ^ X 3*, 
m, 144» car le nombre des diviseurs de i44 est (4-«- i) X (a -f- 1) , on i5. 

75. Conque b est un nombre premier , le nombre qui a b diviseurs 
est égal à la puissance (b — i) d^un nombre premier quelconque a. Car 
H pramier membre de la formule (i) , ne peut contenir qu'un seul fac- 

'. Ub nombre qui a 7 diviseurs est donc de la forme afi. Le plus petit 
qoi aie 7 diviseurs est donc a^ ou 64. 

76. tMtsque b est un nombre impair , le nombre donné est un quarré.. 
En cflfec , pour que b soit nn nombre impair , il fant que tous les facteurs 
M-f-iyit-^i ,r-t- I , etc. , soient des nombres impairs j m , n , r , etc. , 
sont donc des nombres pairs ant^, a/i', ar^, etc. ; le nombre donne' «*" C^y*" etc., 
«t donc le quarré de «"*' C»' y^ etc. Par exemple , le nombre i44 > q^^ 
aiSdÎTÎiean, est nnqnané. 

77. JLonque b est pair^ un des facteurs m -f- i , n -f- i, etc. , est pair ^ 
« des ezposans nt , n , r, etc. , est donc impair ; de sorte que le nombre 

il 'éomté n'est pas un quarré. Ainsi ^ le nombre 36o ayant a4 diviseurs ^ on 
dott en conclnre que 3Go n'est pas un quarre'. 

Jk 78. Déterminer de combien de manières différentes on peut décomy 
FMer un ^nombre N, en deux facteurs. Désignez l'inconnue du problème 
fv X , et le nombre des diviseurs de iV, par b (q<> 74)* Lorsque b sera on 
^1 ionfan pairaif , le nombre iV ne sera pas un quarré (n° 77); la division de. 
^^ if, par an nombre quelconque , donnera donc un quotient qui ne sera 
'* januds égal an diviseur, et combinant deux h deux les diviseurs, dont le 
^* piodût est égal à iV, on formera K produits qui seront égaux l iV j de sort*^ 
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qvLtxwem égal à if on à- &. Quand b sera un nombre impair aiST + i î if 

sera nn qnarrë/i* (n« 76} ; combinant deux à deox les diviseurs dont le 
produit est égal à iV, e^prenant le produit p*^ on formera iST-f- i > pro* 

b ^l 

duits de deux facteurs qui seront égaux à iVj on aura donc xzsJC'^-i = — - — ^ 

Ainsi , 36o ayant 34 diviseurs , on peut décomposer 36o en deux facteurs , 
d^ 12 manières différentes, et i44 ayant 1 5 diviseurs , on peut décoœpo- 

^ ser 144 en deux facteurs p de on 8, manières différentes. Eneflfet. • • 

36o = 1 .360 = 1. 180 = 3. 120 = 4*9^=^ 5 . 79 :=z6,Co 
=z8. 45 = 9. 40 = 10.36 = i3.3o=: i5.a4 = 18. ao 

144 =z 1. 144 = a. 7a = 3. 48 = 4.36 = 6. 34 = 8. 18 = 9. 16 =:ia. 12. 

79. Les problèmes précédens donnent le moyen de trouf^er toute» iet 
valeurs entières de j et de i y qui satisfont h Véquation indétérminém 
yz = N. Par exemple/ Téquation yz = i44f admet bnit solutions en nom- 
bres entiers positifs j les valeurs de y sont i^a» 3,4y6, 8,9,12, eties 
valeurs correspondantes de 2 sont i44' 7^> 4^> ^t ^4 9 18, 16, i a. 

80. Lorsque les nombres p et m étant premiers entre eux , p est mom- 

àre que m, les divisions des nombres p, ap , 3p , . . , mp, par m^ don^ 

nent nécessairement o, i,a,3, ..,(7»— i), pour restes, Ce^ restée 

peuvent d* ailleurs se présenter dans un ordre quelconque. Leprincqp* 

sera démontré, si les m restes sont différens. Or , on ne peut trouver deux 

restes égaux; en effet, si K et K' désignant des nombres moindres ^[tte 

m, les divisions de Kp et de K'Pf pari», pouvaient donner deux- testea 

égaux à r , en représentant les quotiens par q et q\ et supposant K ^B^% 

on aurait. . • 

iTp s= m^ -H r j it'^ = m^' 4- r ; .d^où. . . 

Or , p et m éunt premiers entre eux , la fraction — «st îrrédoctîble (is* . 

sect. n^ 659). D'ailleurs AT — iT est moindie que m \ la fraction ixfëdbe* 

tible — Siérait donc égale & une fraction qui aurait des termes moindies ; 
P • 

ce ,qui est absurde. On ne peut donc pas trouver deux restes éffm» 

Ce qui démontre le principe énoncé. Par exemple, 5 et 7 étant piemiflBi^ 
ciitreeox,siron divise5,5.a,5.3, 5.4» 5.5, 5.6, 5. 7, par 7, les lésais; 
seront 5,3,t,6, 4f3>0}On ^oît qu'on a effectivement tDKtfé ki>' 
lestcsy o, i,a, 3, 4, 5^6. 
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Extraction des racines de/f Pofynomes. 

Si. Laformationclespiuflsances des polynômes ne ponvant plut 
offrir «ocime difficulté , nous allons examiner <jpmment on 
peot revenir des puissances à leurs racines. Noos ayons ré- 
iolnle problème pour la seconde puissance » occupons - nous 
despnissancas supérieuresila seconde. Laformule (7) du n^ 54» 
donne*. • 



8a. Quand p et q sont des monômes^ la puissance m 
iu Imome (p+q) , renferme m-f- 1 termes (n« 5i). 

83. La composition de la puissance d*un binôme étant con- 
nue , il est &cile de revenir à sa racine. En effet ; lorsque les 
monômes p et q contenant une même lettre a , l'exposant de a 
est plus grand dans p que dans q , les ezposans de a diminuent 
snccessiyement dans les termes p", p^*^^q, P"*"^9*> ®^c- (*) î P^ 
conséquent , si Ton ordonne la puissance m du binôme p^q , 
simnt les puissances décroissantes de a ^ et si l'on con- 
sent la racine du degré m, ordonnée de la même manière , le 
premier terme du poljmome proposé , sera la puissance m 
do premier terme de la racine; la racine m du premier tenm 
du polynôme , sera donc le pre^iier terme de la racme de* 
nmndée. Le pol3mome proposé, diminué de son premier 
. terme » donnera un reste mpT "^q ^ etc. ; et le terme 
-aSecté de la plus forte puissance de a étant le premier terme 
mf^^q ; si Ton divise ce premier terme», pat mf^^^o^e^Uè^ 

O On peui toujoun supposer que Cexposant de Si est moindre dans 
pfM dmns q, car p-hq derant èite xm bmome, il enfle néccttaiicment 
. me lettre qui n^a paa le mène exposant dana p et dam q. €etle> letfM 
m œOe q[iie noua dcii|pM>nf par a» Soit donc. . . 

p^a» et qzsa^'^i 00 en dëdnira... 
Ce qni démontre k principe ^onctf» 

I 
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dire par m fois la puissance m — i du premier terme p de la 
racine , le quotient q sera le second terme de la racine* Pour 
vérifier si p + </ est la racine exacte du polynôme proposé, OA 
pourrait former successjivement les différentes parties quidoiyent i 
composer \§ reste , ainsi qu'on a fait pour la racine quarrée 
(i" secït.n^^Ggi) ; mais quand le degré de la racine àextraire est \ 
supérieur au second ^ il est plus simple » de former la puissance \ 
m de la racine obtenue 3 quand cette racine est exacte, sft ' 
puissance m , donne le poljniome proposé. Ainsi , pour extraire 
la racine cubique de . . . 

On ordonnera ce polynôme par rapport à a , ce qui don-- 
liera. . . 

Dans cet exemple , on a. • . 

La racine cubique du premier terme 8 a'*£^,donne a af'b pour 11 
valeur du premier terme p de la racine cherchée. On en déduit 
3p* = i2a*i*; divisant iaa^**6% ou 3p*(/, par iaa*6*, ouSp*» 
le quotient o^, exprime le second terme q de la racine. Le cube . 
de la racine aa^b-^^a^, étant égal au polynôme proposé; cette 
vacine est exacte. * 

84* Pour obtenir la puissanoein du trinôme p + 9 +'*> on met-- ^ 
tra q + r au lieu de q , dans la formule du n^ 81 ; ce qni '^ 
donnera... 

(p -f- flf -f- r)" =s p"-*f- mp"-»9 -(-. m/»*-'r -f- etc. 

85. Cette formule exprimant la composition de la puissance)» j 
d*un trinôme , il eet facile d*en déduire le moyen de revenir de a 
la puissance à sa r^ône. £n effet ^ la racine p + q+r^ èt^Iftl 
puissance m de ce trinôme , étant ordonnées par rapport êêê-M 
puissances décroissantes d'une même lettre a , et les exposot'J 
, de a dans p , q y r, diminuant lorsqu'on passe d*un terme stttf 
suivant , on prouvera , comme dans le n® 83 , que le teriM ■ 
affecté de la plus haute puissance de a, estp*". La racine fli^jg 
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de ce pfemier terme , sera donc le premier terme p de la 
ncine demandée. Le poljmome proposé diminué de son pre- 
mier terme ^ donnera un reste mjf^^q -^ etc. , et dans ce reste , 
btenne affecté de la plus haute puissance de a , sera mp^'^^q, 
La division du premier terme du reste , par mp''*^^ ou par m 
fini la pnisaance (m— 1 ) du premier terme p de la racine , don» 
nera donc pour quotient le second terme q de la racine de- 
Bandée. Retranchantdu polynôme proposé , la puissance m de 
(P"f"^)* ï® r***® ordonné, sera mp^^V -f- etc. ; la divi- 
flon du premier terme de ce reste , par mp^''^ donnera donc 
Eb troisième terme r de la racine. Lorsque la racine obtenue 
f +9 + ry sera exacte , la puissance m de cette racine, sera 
égale an poljmome proposé. Ainsi, pour extraire la racine 
troisième du polynôme. . . 

On observera qne ce poljmome étant ordonné par rapport 
aux puissances décroissantes de a, on peut lui appliquer les 
remarques du n* 83 ; or dans cet exemple . I . 

La racine cubique du premier terme 8a**&^, donnera donc 
SM^b, pour le premier tenue p, de la racine demandée. On en 
déduira 3;^ =iaa*^; divisant iaa<"&*, ou Zp*q 9 par lacfb^, 
on 3/1*, le quotient a* sera le second terme f , de la racine. 
Retranchant du polynôme proposé , la troisième puissance de 
(p+ç) , ou de flo^^-f-a* le reste , sera. . . 

Le premier terme de ce reste répond au terme mp^*^*r ou 
SpV, de la formule générale; divisant donc ce premiet terme 
par la iraleur lacfb^, de 3p», le quotient — 34% sera le troi- 
nème terme r de la racine demandée. Le cube de la racine 
d<i^6-f~ fl*— -34*, étant égal au polynôme proposé , cette racine 
est exacte. 

06. En général : Pour extrain la racine du degré m iTun polynôme 
P j on ordotmera ce polymome par rapport aux puisuinces décrois- 
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santés d*une lettre queieon/jfue a, àonténue dans' leà termes de ee potf^ 
nome, La racine du degré m du premier terme de ce polynôme , aejM 
le premier terme p de la racine demandée» Retranchant iji*, du poljrnonuf 
P, /e premier terme du reste sera le produit de mp^^*, par le âeieàrid 
terme q de la racine; déduisant donc la valeur de uip* *f dà'céilef'dè 
p f et ditdsant le premier terme du reste , par mp"*~' ; le quotient sera 
le second terme q de la racine. Les deux premiers termes de la ruçUui 
étant ainsi déterminés , on retranchera du polynôme proposé , la pmU" 
sance m 4^ (p -f- q)^ le premier termerdu reste sera le produit demp'^^^f 
par le troisième terme t ,de la racine. La division de ce premier terme 
par mp»— », donnera donc le troisième terme x delà racine. Retranchant 
(p-^-q-f-r)", du polynôme proposé f le premier terme du reste , divisé par 
mp"»-', donnera le quatrième terme de la racine; et ainsi de suite. 
Lorsqiûon aura obtenu autant de termes » la racine , que la racine 
du polynôme proposé doit en contenir ( n® 68) , on relfanchera du po^ 
lynome donné, Itt-jndssarice mdelàraeine obtenue; quand le reste 
sera zéro y^^ racine sera exacte ; quand le reste ne sera pas nul , le 
polynôme proposé h*aura pas de racine exacte du degré m. De sorte 
que Popération se prolongera indéfiniment. On troaTera d^apxès cette 
règle, que la racine cinquième du polynôme. . . 

est a* «f- ab'^ob*, e^que la racine quatrième du polynôme. . . 

a* -f- 4 à^bx 4- (4 a'c 4- 6 a*b*) jf » -f- (la a*bc -h 4 ab^) *' 
-«- (i3a^>c + 6«»c* -4- 5*)j:4 -h (i2Ui^o> -♦- 4 cb})x^ 
-♦- (4«c* + 6ft»c«) x» -f4&c' xi -h c4x» , 

est a -4- 5x -l- cx^. Pour traiter des exemples , dans lesquels l'(^»^tîon se 
prolonge indëfîniment, on calculera les Taleun incommensurables des 

• « i s 

\/i-#-x, va-f-or, i/a-«-Jc> V^a^-hA»^ et l'on troweia..... 









(4). . . VQH^4.y iH-i^ X v/âX 
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La formiile (a) , peut servir à calculer la valeur approchée de la ra^ 
M quarrée iPun nombre quelconque N. U suffit de poser JY^sa-hx y 
it de prendre pour a le plus grand qnarrë contenn dans iV. Ainsi , pour 
cakokrla racine qoarrée de loi, on fera a= looj x= i j et la formule (») 
Qomiera* • • 

ïor=,o{.+ l.-L '^+ • _J_» 5 ' 4.etc.} 
\ a loo 8 ïoo» i6 (loo)* ia8 loo* ' 

Si Ton s'arrête ans cinq premiers termes , on tronvera que la racine quar- 
Hù de ICI , k moins de Ofoooooi d'unité près , est 101049875. 

Extraction des racines des Nombres. 

87. Les difiFérentes parties qui composent la puissance m d'an 
polynôme , pouvant êe déduire de cette puissance ( n^ 86 ) , il est 
toujours facile de revenir de la puissance dune quantité litté^ 
raie à sa racine ( n^ 83^ 84, 85, 86 ). Mais le calculdes racines 
des nombres » présente plus de difficulté^ parce que les parties 
qui composent la puissance d'un nombre sont confondues dans 
cette puissance. On peut toujours trouver directement le premier 
chiffre de la rticine (n^ 98) ; mais la recherche des autres chiffres 
exige des tâtonnemens d'autant pbis^ nombreux que le degré de 
la racine à extraire est plus grand. Nous allons faire voir comr 
menton peut extraire la racine cubique , et celle du cinquième 
degré., n sera facile d*en déduire le moyen d'extraire la racine 
d'un degré quelconque ( n** 99 ). 

88. Pour déterminer le nombre des chiffres de la racine cu- 
bique éTun nombre , il suffit de diviser ce nombre en tranches 
de trois chines à partir de la droite. La racine contient autant 
de chiffres quil y a de tranches (A. n*» 355 ). D'après cette 
règle ^ les racines cubiques des nombres de 1 » a et 3 chiffres, 
ont un seul chiffre } les racines cubiques des nombres de ^^S 
et 6 chiffres , ont deux chifi^res ; et ainsi de suite. 

8g . La recherche de la racine cubique d'un nombre quel- 
conque , exigeant que l'on connaisse les cubes des nombres d'un 
seul chiffre ; nous réunirons ces cubes dans la table suivante... 

Badnes. ..1^3, 3, 4> ^» ^' 7> ^' 9* 
Gobes 1,8, 27, 64, i»5, 216, 343, 5ia, 7^ 
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Cette table donne le moyen de revenir du cube itun nombre 
d^un seul chiffre à sa racine. Par exemple , on voit que la racine 
cubiqne de Sis est 8. 

go. Pour revenir du cube d'un nombre de deux chères à sa 
racine, on examinera la composition de ce cube; si a désigne la 
chiffre des dixaioes de la racine et b celui des unités; la radnft 
sera ( ioa-f-& ) et le cube sera donné par laformule. . . 

(i)... (i<Mi4-&)343ieooa>-4-3ooa>&-f-3oa&>-f-6' 

r^a' mille-h3a> x&cenuines-f»3a&* àixaiae»*^h^ unitéi. 

g 1 . Ainsi , le cube d'un nombre composé dé dixaines et d'unités 
contient, le cube des dixaines ^ trois fois le quarré des dixaines 
multiplié par les unités j^trois fois les dixaines multipliées par 
le quarré des unités, et le cube des unités. Ces quatre produits 
expriment respectivement des mille, des centaines, des dixaines 
et des unités. Par exemple , si la racine était 64 > on aurait a=6, 
i=4> et la formule (i) donnerait... 

(60-1-4)^ =31^ D^iUe-f- 43a cenuine8-f-a88 dizaines -f- 64 =062 i44* 

Si les deux premières parties du cube étaient connues , û 
serait facile d'obtenir la racine , car la racine cubique de a 16, 
serait le premier chiffre 6 de la racine , ou a; et divisant 43d , 
qui exprime 3 a* b, par 108 , ou 3 a*, le quotient 49 serait le 
ehiflfre b des unités. Toute la difficulté consiste donc à découvrir 
les deux premières parties du cube. Or le plus grand cube con- 
tenu dans les 2i6a mille du nombre proposé , est ai6^ et ce cube 
exprime le cube du chiffre a , des dixaines de la racine {*) ; ce 
chiffre est donc 6. Le nombre 26a 1 44 1 diminué du cube de 6 
dixaines, ou de ai 6 mille , donne le reste 46 144; ^^ re^te con- 
tient les trois dernières parties du cube , ou 3 a' & centaines, 
plus 3 a 6* dixaines y plus b^ unités. Les 4^1 centaines du reste 

ç 

(*} On démontrerait, par nn raisonnement analogue à celui dnno 647 ' 
(l'c section), qne la racine cnbi^e dd plus grand cnbe contenu dans h 
première tranche à gauche, exprime toujours le premier chiffre à gandie 
de la racine. Cette propriété sera d'aillcors démontrée dans le n9 gj, pour 
les racines de tous les degrés. 
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renferment donc le terme 3 a* b ^ plus la retenue de centaines 
fimmie par les deux ilemières parties du cube ^ divisant donc 46 1 > 
par 108^ qui est égala 3 o^^les 4 unités du quotient représenteront 
le chiffre b des unités de la racine , ou un chiiFre plus grand. Le 
cube de 64 étant égal an nombre proposé, on voit que le quotient 4 
e]iprime le chiffre des unités de la racine. 

gs. Un procédé analogue conduit à la racine cubique éCun 
Nombre quelconque. Par exemple^ si Ton veut extraire la racine 
cubique de 373 35g 449 ^ ^^ déterminera d*abord combien la 
racine contient de chiffres ^ en divisant le nombre en tranches 
de troia^cbiffres à partir de la droite ( n® 88 ) ; comme on trouve 
troÎB tranches , la racine a trois chiffres. Pour déterminer ces 
trois chiffres, on concevra la racine décomposée en dixaines et 
ennifités; le cube des dixaines ne pouvant se trouver que dans 
les mille du nombre proposé , la racine du plus grand cube 
contenn dans 2273 SSg , sera les dixaines de la racine demandée. 
Opérant comme dans le n^gi, on trouvera que la racine du plus 
grand cube contenu dans 1173 35g est 64; la racine cubique du 
nombre proposé contient donc 64 dixaines. Pour trouver les 
unités , on retranchera du nombre proposé , le cube des 64 
dizaines; le reste sera 11 ni 5 449* Désignant ce reste par r, le 
nombre 64 des dixaines de la racine par a , et le chiffre des 
unités de la racine par b , la racine cherchée sera ( 1 o a-(- b) ,et 
le reste r , contiendra les trois dernières parties du cube de 
(ioa«f-i)> ou... 

3a*bceMÛntê 4- 3a&' dizaines + b^ nnitës. 

Les lia i54centainesdure5fe^renfermentdoncIeterme3a^&y 
plus les centaines contenues dans la somme des deux dernières 
parties du cube. Divisant donc 1 m i54> par 3 a*, ou par iaa88, 
les g unités du quotient exprimeront le chiffre b des unifés ou 
un chiffre plus grand ; le cube de 64g étant égal au nombre 
proposé , lés g unités du quotient sont les unités de la 
racine. De sorte que la racine demandée est 649* Ces exemples 
tuiEsent pour mettre en état d'extraire la racine cubique d'un 
nombre entier quelconque. Occupons-nous des fractions. 
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b b h b Ifl 

q3. Le cube de la fraction - étant «-X-X*-» ou -^: la radnfi 
^t a a a a <r 

eabique d^une fraction est égale à la racine cubique du numé', 

rateur, disfisée par la racine cubique du dénominateur. Ainsi ^ 

la racine cubique de — est =. 

34* Raisonnant comme dans le n^66(i '* sect.)» on sera conduit 
à cette règle générale : Pour extraire la racine cubique d'un 
nombre ^ à moins d'une unité décimale d^un ordre déterminé / 
préparez le nombre proposé de manière qu'il contienne le triple 
du nombre des décimales que vous voulez obtenir à la racine ; 
faites abstraction de la virgule décimale, et calculez la valeur 
entière approchée de la racine cubique du nombre ainsi prégaré; 
séparez autant de décimales sur la droite de cette racine, que 
l'exige l'approximation demandée. Le résultat sera la racine 
cherchée. Ainsi , pour obtenir la racine cubique de 3,7, à moins 
d'un centième d*unité près , on écrira 3,700 000 ; supprimant Ift 
virgule et calculant la valeur entière approchée de la racine cu- 
bique de 3700000 , on trouvera i3g ; la racine demandée est 
donc 1,39 ; et en effet 3,7 tombe entre les cpbes de i,3g et do 
1 |4o. Pour se rendre compte de ce procédé » on observera que 



s s 



3700000 - .V— l/aToooQo 1/3700000 
^O = z~riï donc i/aj? = ^ 5= \^ — 



1000000' ^ " 3 100 

V^IOOOÙOO 



Or 1/3700000 tombe entre iSg et 140; ^ ■ ' 

1 3o I Ao 
tombe donc entre --^ et -^« La racine cubique de 3,7. à moins 

100 loo ^ ' 

d*nn centième d*unité près y est donc 1 ,39. 

g5. Passons à Y extraction de la racine cinquième d^un nombre 

dont la racine contient des dixaines et des unités. En désignant 

le nombre des dixaines par a et les unités par b , la racine sera 

( 10 a+i ) , et le nombre proposé sera ( 10 a+by. On aura... 

(loa -f- &)> =fa looooo.a' -f^oooo.Sa^Â-h etc 
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On voit donc que la cinquième puissance du chilFre a des 
âizabes de la racine , se trouvera dans les centaines de millâ du 
aonsbre proposé ; de sorte, que l'on obtiendra les dixaines de 
la racine , en prenant la racine cinquième des centaines de 
nulle du nombre proposé ; ce qui revient à séparer les cinq 
premiers chiÔres à droite de ce nombre. Quand les centaines 
de mille contiennent plus de cinq chifiEres , on raisonne à leur 
égard, comme sur le nombre proposé, ce qui conduit à diviser 
ce nombre en tranches de cinq chiffres à partir de la droite ; 
la racine contient autant de chiffres qu'il y a de tranches 
( A. n^ 355 ) , et la première tranche à gauche ^ qui peut 
n'avoir qu'un chiffre , contient la cinquième puissance des plus 
luiites unités de la racine. Par exemple^ pour extraire la racine 
cinquième du nombre 64 3634^ > ^^ partage ce nombre en tran- 
ches de eioq chiffres à partir de la droite ; on trouve deux tran- 
ches ; la racine a donc deux chiffres. La première tranche A 
ganche 64 , tombant entre a^ et 3^; le chiffre a , des dixaines de 
la racine, est 22. Retranchant du nombre proposera cinquième 
puissance de ces a dixaines , le reste 3a3 6543, exprimera 
( 10 a-f-i)*— 100000 a^, ou ioooox5a^i+ ^tc. Le terme 
5ii^& ne pourra donc faire partie que des 3a3 dixaines de mille 
du reste 3s3 6343. Le nombre 3a3 , contenant le terme Saib, 
pins des retenues ; si l'on divise 333 , par 80 , qui désigne 5 o^ , 
les 4 unités du quotient > exprimeront les unités de la racine, 
ou un chiffre plus grand ; la cinquième puissance de 24 étant 
j^us grande que le nombre proposé , le chiffre 4 est trop fort ; 
on diminuera donc ce chiffre d'une unité ; la cinquième puis- 
lance de aS étant égale au nombre proposé, la racine a3 est 
encte. Si le nombre proposé contenait une tranche de plus, 
la racine await trois chiffres , les deux premiers chiffres 
aéraient a et 3, et le reste / que l'on obtiendrait en retranchant 
s7, des deux premières tranches , ne serait pas nul ; on regar- 
derût a3 comme les dixaines a de la racine demandée , et b 
désignerait le chiffre des unités ; le reste r suivi de la troisième 
tranche , donnerait un nombre / , qui serait égal à. . . 
(lOtt+i}* — 100000 a* ou à 10000. 5a^6 + etc. ; raisonnant 
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sur ce nouveau reste y comme sur le reste précédent, ûA 
verrait que le terme 6M ne peut se trouver que dans les dixaintf 
de mille du reste ; divisant ces dixainesde mille , par 5a^ ou par 
SxsS^» le quotient serait le troisième chiffre de laracine, on nu 
chiffre plus fort ; soumettant ce chiffre aux essais indiquésponr 
le second chiffré, on obtiendrait le troisième chiffre de la racine» 
et ainsi de suite. On trouvera de cette manière ^ que la racine 
cinquième de 70 i5833 7i4^4> ^^t égaleàfl34* 

96. OccupoDs - nous de l'extraction de la racine du degré m y d*tM 
nombre quelconque. Cette extraction repose sur les deux principes saÎYansl 

97. i^x* PRINCIPE. Si P désigne la puissance m d^un nombre entier xi 
len divisant le nombre P en tranches de m chiffres à partir de la droite $ 
ia valeur entière approchée de la racine du degré m de la première 
tranche a gauche , sera le premier chiffre a gauche du nombre r. £a 
efiet j désignez par C la valeur de la première tranche à gauche considérée 
comme des unités simples; par et le premier chiffre à gauche de r , pAt 
n le nombre des chiffres de r, et par b la valeur des n — i chiffres qvi 
suivent et. Vous aurez ... ' 

C< io"»j i< 10»-» ; r=:«.io"-'4-6. 

i>=i.r»=(«. 10»--» +*)• = «"• X io"»<»-04-m(«. 10»-')"'"'*+ «W. 

P = fit-.io"»<»-04-m«»-»^(io»-»)"^«H-etc. (no49)- 

Le nombre des tranches sera n ( A, nP 355 }; de 'sorte que la pn* 
mîère tranche à gauche sera suivie de (n -— i) tranches de m chiffiret cfaar 
cune. Chaque unité de cette tranche vaudra donc lo^C""') unités du pire- 
mier ordre. Or «"•xio"<*-0, est égal au nombre *» suivi de (n— i) 
tranches de m zéros chacune. «" fera donc partie de la première mndie 
k gauche du nombre P. On aura donc. . . 

Czs*"* 4* «...(s est positif). ^ 

m 

La valeur entière approchée de \/^ {*) ne pourra donc pas Are 

■ ■ m ■■ ■ ■ M^— —.—«>— I II I I I I I ■»■ 

C^) La première tranche à gauche contenant m chiffras an plus ^ C ien 
moindre que 10*. Calcifilant les nombres. . . 

I-, a-, 3», 4-, 5», 6-, 7-, 8», 9», 10» 

la valeur de C sera égale à Fun de ces nombres, ou sera comprise 
entre deux de ces nombres. De sorte que p , désignant un nombre entier 
moindre que 10^ le nomlnre C lera égal à p"*, ou tombera entre p^ et 

m 

(p -M}*, dans ces deux cas, p sera la valeur entière approchée de V^. 
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lÊi0mtt/9 €pte «. fl est (actlc de prouver que cette valeur entière appnt» 

thée dm ^^9 ne peut pas être plus grande que « , car pour qiiVUe 

M 

pftlsiBpasier «, il faudrait qu'elle conttnt «+ij ^^contiendrait donc «-f-i ; 
Cou «*-4-«y oontiendnît donc («-h i)"j mais chaque unité de C tant 
i<hK"^0 uni les simplet^ les ^«-4-1)" unités de C, raient donc («<4-i}" X io"("'*> 
nûlés ftimples. P contiendrait donc («-f- i}"xi<^<"~0" ; userait donc égal 
h ecue dcmièie quantité , ou plus grand j ce qu'on indique de cette ma- 
ûnCa ■ • 

P^ («-f.i}" X io<»-0». Or P=(*. io»-»+*)"j on aurait donc. . . . 
(«.lO^'+A)"» ^ (*+i;-xio(»-0»5 d'o^ 
«.io'»-«+5 ^(«-hOxio»-»; b^ 10"-». 
Ce qni est impossible, car b est nécessairement moindre que io*~>. La 



entière approchée de V^ est donc égale h «. Ce qui démdntre le 
pribcipe ënoncé. On en déduit cette propriété remarquable: 

g8. a* PEiVGiFB« Lorsqu'on divise un nombre en tranches de m 
ehifret^ a partir de la droite; la valeur entière approchée de la racine 
du degré m de- la première tranche à gauche, est égale au premier 
elàfre à gauche de la racine du degré m du nombre proposé. On 
tait d*aîllean , que le nombre des chiffres delà racine eu égal au nombre 
^ktt tranches (A. no 359 j«- Par exemple, si Ton partage le nombre 
973 359 449t ^^ tranches de trois chiffres, le pins grand cube contenn duns 
la pcemière tranche à gauâhe 273, sera a 16, ou 6^ ^ la valeur entière appro- 
ehée de le racine cubique de 273 est donc 6; Iti premier chiffre à gauche 
de le racine culnque de 273 35g 449* ^^^^ donc être 6j^et en effet j cette 
ndne est 649- On prouverait comme dans le no 648, ( i'« section ), que 
la valmur entière approchée de la racine des deux premières tranche* 
k gauche f donne les deux premiers chiffres h gauche de la racine, 
que la valeur entière approchée des trois premières tranches b gauche ^ 
ionne les trois premiers chiffres à gauche de la racine; et ainsi de 
adte. 

Si Ton combine ces denx principes, avec ce qu'on a vu an sujet de le 
ncine querrëe, de la racine cubique et de la racine cinquième , on sera 
tondait à cette règle générale : 

99. Pour extraire la racine du degré m , d'un nombre entier quel-' 
ttmque. JDivise» ce nombre en tranches de m chiffres, à partir de 
le droite ( le nombre des chiffres de la première trancfte h gauche 
pourra être moindre que m ). La racine contiendra autant de chiffres 
V^H y aura de trancïics (A. n® 355); et la valeur entière approchée 



ttuche , sera ^ 

U Si «t désigT 
che^ et mêià 
ranche; âiim 
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de la racine du degré m. de la première tranche à gauche , sera ^ 
premier chiffre a gauche de la racine cherchée ( n® 98). 
ce premier chiffre » retranchez a" , <le la première tranche > 
Mur la droite du reste i^, le premier chiffre de la seconde tranche, 

ie résultat K*, par m«"*-< 9 le quotient f( sera égal au second ehifr 
de la racine y ou sera plus grand {*), Pour reconnaître si c( est le si 
chiffre de la racine , on calculera la puissance mde ( lott -4- q'}. 
cette puissance ne sera pas plus grande que le nombre^" eâcprimé'^ 
les deux premières tranches à gauche y f( sera le second chiffre C 
la racine; quand cette condition ne sera pas remplie ^ on dimùm 
i( successivement d'une unité , jusqu'à ce qu'on obtienne une valeugi 
de ijlf telle que ( ioa -h B')^,ne soit pas plus grand que N*. Le nombni^ 
sera le second chiffre C dé la racine. Les deux premiers chères a^M 
de la racine étant connus j on représentera (lOA-f* C), para^, et retnU 
chant a/*f de N", on mettra sur la droite du reste , le premier elU0. 
de la troisième tranche; la division du résultat R", par ma^^pém 
nera un quotient q^, qm sera égal au troisième chiffre y de la radm 
ou qui sera plus grand; lùrsque la puissance m de(iOùt,^^tf) «fl 
moindre que le nombre N^ exprimé par les trois premières tranekà 
q' $e^a le troisième chiffre y de la racine , et quand cela n'aura ^ 
lieUf on diminuera q" d'assez d'unités pour que le reste 8", soit 
que (10*, 4- 6")- ne soit pas plus grand que N'"; ô* sera la vatm 
du troisième chiffre y, de la racine. Continuant à opérer de la mém 



- — -^ — i 

iffres de la racine thant /i , les xAkiÊà 
:hcy sont A ^ C, y^ etc.; en d^iigiij 



{*) En efièc j si le nombre des chiffres 
de cette racine, à partir de la gauche 
la racine par r, et le nombre donné par Pj on anra ( A. n® 3o3 )... 

r=:*.io»-»-f'f.io"->-f.>.io»-» + etc.; i 

P=r"=(<*. io»-»)*-Hm(«. io»-»)»-«C. io»r« -helc.,^ (no Sg), \ 
/*= *»^io»<"-0-f. mfli»-»C. io"<»-0-» -I* etc. 

«»xio»<»-»), sera égal à *• suivi de n — i tranches de m «érof et 
cune ; de sorte que soustraire «t»x io»(»-»), àeP, revient à soustraire 1^ 
de la première tranche à gauche de P j le reste 1^, suivi des (n— i) aatB 
tranches, anra pour valeur. . . 

m^^^'C, io»C«-0-> -H etc. 

Or le premier 4erme de ce reste est égal an nombre m*^~^C , suivi 1 
m(#i— I )— I zéros; les unités de ma^^^'C sont donc du même ord 
que les unités du premier chiffre à gauche de la seconde tranche ; le ten 
jii*»-»C, doit donc se trouver dans le nombre A' que l'on obtient 
metunt sur la droite du reste r^, le premier chiffre de la seconde traod: 
la division de R', par m«»-», donnera donc le second chiffre C de 
racine y ou un chiffre plus grand. 

maniir 

t 
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9, on obtiendra successit^ment tous les chiffres de la racine 
îée* Cette règle condaira aux résultats suivans . . . , 

? 8 

V34o48a5447 = 23; V^6p6343=23. 

. La complication des calculs ^ étant d'autant plus grande ^ 
degré de la racine à extraire est plus élevé , on doit cher* 
faire dépendre la racine d*un certain degré , de celle d'un 
moindre. On peut toujours y parvenir, lorsque l'indice 
racine est décomposable en facteurs. En effet ; la racine 

yrép, du radical y a , étant \/a ( n** a4 ) ; pour extraire 
ine du degré pr d*une quantité quelconque a; il suffît , 
avoir calculé la racine r de a, de prendre la racine p du 
at. On prouverait de même que pour extraire la ratine da 
npr^ de la quantité a, il suffît de prendre la racine a de 

ine p de v/a. (^Tt,p,r^ sont des nombres entiers positifs ). 

En général , pour simplijier le plus possihle , la recherche de 
ine du d^ré m d*une quantité quelconque A ; on décomposera 
tu facteurs premiers tt,C, y\ etc^ On calculera la valeurs, dé 

; puis la valeur h de V^a , puis la valeur c de y/b et ainsi de. suite 
ht entier épuisement des facteurs de ta; le dernierrèsultat eùcprimera 

Ce rànltat étant le même dans quelque ordre qu'on efièctae les ex trac- 
un abrégera les calculs, en commentant par extraire les racines 
les indices sont les plus petits. Ainsi > pour «xtraire la racine don- 
de53i44i 7 on observera que la étant le produit des nombres a^a,3,ii 
d'atzaîre deux racines quarrées et une racine cubique j ou trouvera. .^ 

1/53744? =7îi9; V" 7^9=^7 5 4/0^—3^ 

sorte que 3 exprime la racine demandée. Pour obtenir la racine qua« 
eda polynôme. . . 

• i!i«7M-58ae&»--f 44a56î-|- i95a<5*— i44aîft'^4- 58fl>^«— i2ia^7-f b' , 

& d'extraire la racine quarrée de la racine quarrée tle ce polynôme, 
teine quarrée est a* — 6a^b-h iia^b* — 6ab^-^^ j la racine quarrée 
e dernier polynôme, donne a* — ^ab'+'b*, pour la racine qua- 
K do polynôme proposé. 
9» PioBLÈME. Calculer la ratine du degré m d'un nombrp quel» 

i^èbre. T. II. 4 
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conque^ 9 à moins de - d'unité près. Pour y panrenir , on finra. . 4 



' Ta a 



Calcalant dans cette expiation la valenr de x k moins d^ane nnilë prit (^)fi 
«t désignant celte valeorpar ej la racine demandée sera — • En effet , h-? 

valeur exacte de x tombant entre c et (c-f- i) , la valeur de ^ — tombe» ^ 
entre -cet- (c-f-i); Terreur commise en prenant — » V^J^^ '^ 



cine , sera donc moindre que -. Si Itonvcut obtenir la racine cnbiqaede n , ' 



à moins de -x dWité près, on posera... 



» s 

V/ïa = r a: ; d'oîi arî = -^. ia= — =:40f5f* = i/4o|5 =: 3f etc. 



La valeur de x , h moins d'une unité près , étant 3 j la valenr delà xêdm'Xi 

a a 

s d'unité près, est les^ 



' a a " * % 

cubique de la, à moins de s d'unité près, est les^ de 3, ou a. Et en eftt, It 



8 :^' 

cube de a donne 8, qui est trop petit, et a-H | > ^'^ â ' ^'^^^ ^° ^^>^ y donif;;,^ 

\ 5ia ^ ■ 

~- ou i8t9 ^^^* I ?°i c*t <^op ^o^- On trouvera de la même mfmièrey qjm'^- 

3 3756 ^ 

la racine quarrée de iiiS.à moins de -^ d'unité près, est -^ — • 
^ ^ 'III "^ ' III 

» m 

io3. Pour obtenir la valeur d€ V'a, à moins de E V^/^''^* O/» cul- ' 

**• , ' "Il 

culera d^ abord la valeur de yai à moins iTune unité près; designkni 

^ cette racine approchée par h , il ne s^agira plus que de calculer la ' 



(*) Pour calculer la valeur de x , à moins d'une unité près , on dédoînr^ 
de l'équation (x).*.. 



a^ /p a*».^ ^ / pa*^ 

""A V Â ' '^" - &«.a ''^- V 7f 






On divisera pa"* par qb^ ; désignant les unités du quotient par r; 09. 
extraira la racine du degré m de r , en s'arrétant aux unités j le résultat sen'^ 
• valenr de x à moins d'une unité près. 



1^^ k t ù t n fi t. 5i 

couleur de yk h, moins </e ^ b > d'unité près ; ce qu'ion exécutera 
d'après la règle du n9 102. Par exemple , pour obteair la racine qaarnie de 
^rp 9 à moins des — de cette raciae près j on prendra la racine quarrce 

^ a on de 333t6 etc. , à moins d^nne unité près ; ce qui donnera 18 ; il 

' &e s^agîra plus que de calculer la valeur de la racine qnarre'e de —^ , k 

3 180 

ttoins de — X 18 d'unité près ^ ce qui donnera — , pour la valeur de la 
xadne qnarrée de — =- - > à moins des — de celte racine près. Et en effet , la 

neÎBe qaarras de-'r-' oade333|66cl^)Ctant i8|a6 etc. ; les — de cette ra- 

ane^font 3t3aeicOndcmandedonc]ararinedc333|66etc.,àmoin8de 3t3aetc.> 

d^nnité près^ ainsi , la racine obtenue doit éire trop petite , mais augmentée 

de 3r3a etc., elle doit devenir trop grande j ces conditions sont remplies^ 

180 
car le qaarré de — , on de i6|36 etc. , est 267^64 etc. , qui est moindre que 

333f66etc.; et la racine i6t36 etc., augmentée de 3t3a etc. , donne 19168 etc., 
dont le qnarré 387|3 etc. , est trop fort. 

Lonqa'pn applique la règle du no loi , on trouve que la racine sixième 
dapolyneme... 

-+- gioar* •+- 5ox« -H aix**» -♦-6jr»' -♦- x*". 

est I -4- jr -4- âr>. Ponr obtenir cette racine, on calcnléra d'abord la racine 
^nairée du polynôme proposa; cette racine sera... 

I -f- 3x -h 6ap« -♦- 7x> -♦- 6x^ -^ 3x* -H «». 

La imcine cmbiqae de ce dernier ^lynome donnera la racine demandée* 
Lft racine quatrième , du polynôme. . . 

, U» . a7&4 . a7^« . 81^ . ^ . 3i« \ 

«• — — «y -4- -;f-- a« ~-r «*-♦- -=^-7 «*, «era ( a* 7- « )•. 

c 8c* ibc* 256c* ' V ^c y 

La racine qnarrée du trinôme. . . 

s 1 _ 

4V^— ao&V^+ 25 fc- \/^,8era2\/r -5Ay/^' 
Et la racine quatrième du polynôme. . * 



n 
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CHAPITRE II. 



FRACTIONS CONTINUES. 



1 



io4* iN ovs avons yu (A. n°*fi3i et q!5q ) comment on peut 
convertir une fraction ordinaire en fraction continue, et rédr* ] 
proquement. Nous allons prouver que les règles que nous ayons 

données sont générales. 

B 

io5. 5oit la fraction irréductible -^ , dans laquelle ^ est 

plus grand que ^) la recherche du plus grand commun diyi^ 
eeur entre les deux termes de cette fraction , conduira néces- 
sairement à un reste égal à l'unité , car autrement il existe- 
rait un commun diviseur entre Aét B y ce qui est contre Vhjr 
pothèse. La diyiâon de A par B , donnera un quotient Q^ et 
un reste r ; la division de B par r , donnera un quotient Q^« 
et un reste / ; la division de r par /, donnera un quotient 
Q" et un reste /. Ces divisions successives devant conduire à 
un reste égal à Funité , et la démonstration étant indépen- 
dante du nombre des divisions^ supposons /=? i. EfiFectuant 
la preuve de chaque division, il -viendra. . . 

^=5Q'-fr;5 = rÇ"+r';r=:/Ç* + i. D'où... 
B_ _ B L«/^ ' ' 



Ç'-^^ ^-^Tç^ Ç'-^^ 



Q+ çy^ _ 



. f 



■te 
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Pour flédaire ces fractions de la proposée , on a mis pour A 

n valeur BQ' + r, et l'on a divisé les deux termes par B; ce 

I' qui a donné la troisième fraction. On. a opéré de la même 

manière sur la fraction -h ; onamispour^ sa valeur rO^-^-r, 

et Ton a divisé les deux termes par r; ce qui a donné la 
cinquième fraction; et aiB9i de suite. On en déduit ceitte règle 
générale : 

io6. Pour convertir une fraction irréductible , moindre 
que t unité , en fraction continue ^ cherchez le plus grand 
c&mntun diviseur entre ses deux termes , et continuez les di^ 
vi^ns successives jusqu'au reste zéro; les quotiens sont les 
dénominateurs des fractions partielles qui composent la frac- 
tion continue équivalente à la fraction proposée , et les nu- 
mérateurs des fractions partielles sont égaux à V unité, La 
fraction continue a pour numérateur l'unité , et pour dénomi^ 
nateur le premierquoûent augmenté d^une fraction qui a pour 
numérateur l'unité y et pour dénominateur le deuxième quotient^ 
et ainsi de suite > jusqu'à la dernière fraction partielle qui a 
pour numérateur l'unité et pour dénominateur le dernier quo- 

i3 
ûent. Par exemple , si la fraction donnée est =- , on cher- 

diera le plus grand commun diviseur entre i3 et 3o » ce qui 
conduira au calcul suivant. . «] 



a 


3 


4 1 


3o 


i3 


4 


I '5 ' 




''{(>"* I 


4 


, 1 o 




^' I ■ 

_ 3-t. • 








5+ ^ 



Les quotiens a , 3 , 4 > ^^^^ ^* dénominateurs des frac- 
pans partielles -, 5,7» qui composent la fraction continue 
I ^ %j f^ 

Idemandée. 
107, Pour revenir de la fraction continue à la fraction or^ 
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. génies sont irréductibles , car si une fraction conyergôxit» 

quelconque -jj-, n'était pas iïreductible, les deux termes 6**ic^^ 

auraient un commun diviseur j plus grand que l'unité. L'expres- 
sion a'^b" — a^'b", qui est égale à l'unité , serait donc di%'isible 
par une quantité d, plus^ande que l'unité ; ce qui est impossible. 

112. Enfin, si l'on prend la différence entre la valeur de 

hi fraction continue tqfale y et une des fraction^ convergent 

tes , on reconnaîtra que cette différence est toujours moindre 

que l'unité divisée par le quarré du dénominateur de la frao' 

iion convergente. Par exemple, pour la troisième firaçtioii 

b" 
convergente -jj^ona... 



Ç" + 



Par conséquent , si Ton désigne la fraction ■ . -, p«f " 



(^+-?) 



B b" 

y , on pourra déduire la valeur de -^ > de celle de -y » «n met- 
tant dans cette dernière , Ç^+J^ au lieu de Q" , Donc. . ► 

B _ b"(Q"Jry) '■^y _ (b"Q" -h V) ^ by _ h'-h b"f j^ . 

B b"^ b''-^b"r b"' (a"'b"—a"b"')r 



A a*' "" a-'-f. ay a* («y -f- a'')a!' 



Or (formule 5 du u° lo^) . . d" b" — a''6*'=+ i. Donc, -v^ 

B b" _ r 1 1^ 

La valeur de y étant moindre que l'unité, on a»,^ r' 



c 



a" .4- — ") a'^ > (a" ^ ar\a!'. 
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I>oiic à plas forte raison ... 
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(«''+^) «•>«•«•. 



B 



La différence -^— -^ , est donc effectivement momdfe que 

A Cl 

.nr'm De sorte que V erreur commise , en prenant une fraction 

convergente -Tff , au lieu de la fraction totale -^^ est moindre 

^Funité divisée par le quatre Ç^Ty du dénominateur de la 
fradion convergente. 

ii3. Les fractioDS continues qui expriment des fractions 
ordinaires, sont toujours composées d'un nombre limité de 
termes; et la règle dun^ 107, conduit à la valeur exacte de 
la fraction continue ; mais on verra par la suite qu'// existé 
des fractions continues qui se prolongent d l'infini. Ces frac^ 
ùons expriment des quantités incommensurables. Nous allons 
démontrer que les fractions continues de cette dernière es- 
pèce, jouissent des propriétés que nous venons d'établir. Nous 
conserverons la même notation. 

11 4* Dans toutes les démonstrations, nous supposerons ,. . 



{!)...*=: 



0" + - 



0" + -^ 






n' 



q" -h etc. 



)^ 7 



r 



^ + ' 



hZ + «^• 



e 



Q" 



Ç" -f. . . . . -f 



9 + 



'A^ 
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—g- == — 



<?" + 



Q-^,.... +.: . 



"1 
I ] 



^ + T- "A- 



(3)...i'=o;fl'=:iî&''=i;a''=Ç'ift*'=Ç";a*=Ç'Ç''-+-f. - ^ 
(4). . .a"&'— a'A"=— I } a*'è''— a"i*'=+i 5 ^=:i"Ç"-+-y ; af^^ui^Q^-har^ " 

ce désignera la valeur de la fraction continue totale. JLei^r 
points placé§ dans cette fraction , sont destinés à tenir la ^ace 

d'un nombre quelconque de fractions partielles -^^777 , etc. , 

comprises entre Q"' et — r- ; y représente la valeur de la 

somme des quantités qui suivent q^ , dans l'expression de x, La . 

. C C- C €T 
valeur de y est moindre que C unité. Les fractions -, -7 # -n» -«i 

. et et ot et 

représentent des fractions convergentes consécutives d'un ordre 
quelconque. Pour déduire -777 de -77 , il suffit dans la valeur de 

et et 

€' 1 

-71 9 de mettre q'+"-77 > au lieu de c(\ et pour déduire la valeur 

et Q 

dex,de celle de—fj,il suffit dans -77 , de changer q' en q[ +y. 

et ci 

Les fractions —',^—n% —m » désignent les trois premières frac- 

a a a 

lions convergentes. Et pour obtenir les formules (4)) il suffit de 

mettre au lieu de a\ V, a^\ V\ d" y V'\ leurs valeurs données 

par les équations (3) . 

11 5. Quand la fraction continue se termine » elle représente. 

une fraction ordinaire ~ \ et les lettres Ç', Ç">Q''',etc., sont 

les quotiens successifs que Ton obtiendrait en cherchant le plus 
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grand commun diviseur entre B et -^ ( n® loS). Par analogie , 
nous conserverons le même nom à ces quantités , lorsque la 
fraction continue ne se terminera pas. Les quotiens corres" 

. pondons aux fractions - , -7 , -77 , etc , seront q, q\ q"^ etc. 

(/L et ÙL 

116. Etant donné une fraction continue moindre que t unité , 
ii après avoir supprimé la totalité des fractions partielles qui la 
composent , ce qui donne zéro , on néglige successivement les 
fractions partielles qui suivent la première y ou la seconde ^ ou 
la troisième ^ ou , etc ; les fractions convergentes y qui en résul- 
teront 3 seront alternativement plus petites et plus grandes que 
Infraction continue totale. Les fractions convergentes de rang 
impair. If îles que la première, la troisième, la cinquième , etc. , 
seront trop petites; mais comme elles croîtront, elles s*appro^ 
cheront de plus en plus de la valeur de la fraction continue 
totale; les fractions convergentes de rang pair , telles que la 
deuxième , la quatrième, etc, , seront trop grandes , mais comme 
elles diminueront, elles approcheront de plus en plus de la i;a- 
leur de la fraction continue totale. En désignant trois fractions 

corivergentescons€cutives,d*unordre quelconque, par—, -7; -tÎ ^^ 

et et, et 

nommant q, q'; q*, les quotiens correspondons , on aura... 

C a'Z' -I- C 
(5)... ^^^ V.T n, (6)..ct'C-*C'=:ri. 

• Toutes les fractions convergentes seront irréductibles. Si Von 
écrit sous les quotiens Q', Q", Q"', etc., les fractions conver- 



(*) L'cgalitë-^= -, ne donne pas tonjonrs ^z=6 , ^ = a j mais clans 

la formule (5) , C" «t <t" désignent les deux termes de la fraction ■ ^ ^ j 

de sorte qu'on a. . . 

C" zzq'C'-hC et *" = ^ V -f *• 

Cct\p obserraûon s'applique à toutes les fractions convergentes. 
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gentes consécutives -, ^„ etc. , on trouvera ( !!• i ï^)*" 

Çuoticns. Q', Ç", Ç*', Ç'"' ' 5 «te/ 



1 . ixQ^^4-o. Q^Q^-H 



; «te 



Fractions conwerg, . . -j-j -j^ j -j,^ ; ^ j etc. 

La formule (5) démontre que pour calculer les fractions 
convergentes y il suffit décrire par ordre et dans une rhême ligne, 
les quotiens Q', Q", Q''', etc. Sous le premier quotient, on met 

ia première fraction convergente - ; et sous le second , on écrit ! 

la seconde fraction convergente j^. Si F on multiplie, les deux, 

termes i et Q', de la seconde fraction convergente, par le quo^ 
tient Q", placé au-dessus; les produits Q", Q' Q", augmentés { 
des deux termes o et i , de la première fraction convergente , 
donneront Q" et Q' Q"+ 1 > pour /e^ deux termes de la troisième 
fraction convergente ; plaçant cette troisième fraction , sous le '. 
troisième quotient Q'", la quatrième fraction convergente se 
déduira des deux précédentes, comme la troisième s'est déduite 
de la deuxième et de la première , et ainsi de suite* En prenant 1 
une fraction convergente quelconque , au lieu de la fraction 
continue totale^ terreur est moindre que l'unité . divisée par le 
quarré du dénominateur de cette fraction convergente. 

Nous avons déjà reconnu l'exactitude de ces propriétés, ea 
nous en rapportant à V analogie; nous allons faire voir comment 
on peut les démontrer rigoureusement. 

117. Si plusieurs fractions convergences consécutives , d'un 
rang quelconque, sont -, -7, —, -777, etc.; et si les quotiens 

tt et OL et 

correspondans sont q, q\ q", q''', , etc. ^ on aura toujours... 



r~ 
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SL 



te 



En effet jd cette propriété conyient aux fractions -. -7; -7 : 

et A €i 

aura... 
is , pour déduire -;77 , de -7 , il suffit de mettre (f^-iii 



«ilieu de ç' , dans la valeur de -^^ , ( n** 1 14 ) ; on aura donc... 



C« _ V "*" '^y "^^ _ </^^(7^C^ -4- C) ^ g^ _ ly^^C*^ -»■ C^ 



A' H- «t 



C'' 



On voit donc que si la fraction -^ se déduit des deux précé* 
dénies d'après la loi énoncée ^ la fraction -jj-, se déduira des 

et 

deux précédentes d'après la même loi. Mais les premières frac-* 
tiens conrergentes se déduisent les unes des autres d'après cette 
ki (formules 4 du'n* log); le principe est donc démontré*. 
Otaa doncén général... 

118. Cela démontre que le dénominateur de chaque firaction 
jCniTeigente est plus grand que le produit du dénominateur de 

h fraction précédente ^ par le nombre entier qui exprime le 
jfDotient correspondant à cette fraction. Les dénominateurs 
Y%^% etc.^ des fractions convergentes, croissent donc d'une 

ftanière rapide. On pourra donc toujours pan^enir à une fraction 
itonv^f^ente dont le dénominateur sera plus grand quune quan^^ 
\ité donnée quelconque. 

iiQ* Si -^ et -r-jf f désignent deux fractions convergentes 

tonsécutii/es d'un rang quelconque y l'expression ( A" B' — A'B") 
ura toujours égale à zh 1 . On devra prendre le signe — , quand 

}li fraction j-ji sera de rang pair, et ie signe + conviendra ai^ 
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cas oÎL cette fraction sera de rang impair. En effet; d'après let \ 

formules (4) du'n° 1 14 , cette propriété convient aux premières 

fractions convergentes*, il suffit donc de faire voir que pour troit \ 

C C C 
fractionsconvergentesconsécutives quelconques -y -7, --, on a 

A A et 

Cela n*offre aucune diJKculté , car en obtient cette équation 
en mettant pour et'' et C" leurs valeurs {q'af +a) et (ç'C^+Q* 
Le principe est donc démontré. 

120. Toutesles fractions convergentes sont irréductibles. Ea 

C c 

effet ; pour deux fractions convergentes consécutives -^ , -7 , on 

€t CL 

C 
a toujours (ct'C— atS')=:dti (n' 119 ). Si la fraction- n*était 

pas irréductible , il existerait un commun diviseur d entre C et 4l\ 
le premier membre de Téquation précédente serait donc di?î-j 
£ible par d-^ l'unité serait donc divisible par d \ ce qui est iin^ 

possible. La fraction - est donc irréductible. 

ifli . L'erreur que Von commet en prenant une fraction coa^l 
vergente y pour la valeur de la fraction continue totale y est\ 
moindre que r unité divisée par le quarré dudénominateùf de h 

fraction convergente. En effet; si -, -7 et -^ , repréaetitcitt^ 

A A A 

trois fractions convergentes consécutives , quelconques , eii 
désignant les quotiens correspondans par q ^ q\ q" ^ on aurft' 

Mais pour déduire la valeur de a; ^ de celle de -7, il snfiit d^ 

A 

changer <f en ^+^, ( n' 1 14^; effectuant donc cette substita-s 
tion dans l'équation ( a ) , on trouvera. . . ^ j 
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Ti'oh* r _ r -4- cr c" _ {a/'c ^ a; (^)r . 

Or (no 1 19) , tt"C* — <t'C" = n: I ; donc 

La valeur de^ étant moindre que l'unité ( n* 1 14 ) , on a..* 

y^ 'y ^ '\r J ^ ' ( î! + ^' V *^' * 

La différence entre a: et -7^ est donc effectivement moindre 



que 



ii^ 



on-' 



laa. Dans la formule ( 4) , le signe — convenant au cas ovl 
la fraction convergente -^ est de rang pair, et le signe -j- con- 

et 

venant au cas contraire ( n° 1 19 ) , on voit que toutes les frac- 
tions convergentes de rang pair sont plus grandes que la fraction 
i continue totale , et que toutes celles de rang impair sont moin^ 
dres que ceUefraction continue. 

isi3. Lesjractions convergentes de rang impair vont en aug-* 
mentant; et les fractions convergentes de rang pair diminuent j 

£n effet; si -,-7,-», désignent trois fractions convergentes 
4 consécutives^ d'un rang quelconque , on aura... 



** ^«t'4- et ' «c *" "" A q^ûi/ -¥• A {q'et' -4- «;* * 

Mais rt'^—rtC'zs^ti; donc 7= ^ , , . — r- • 

* fit €t {q A ~^Cl)ÙL 

Lorsque les fractions -, --7 1 sont de rang impair; la fraction 

A A 

r 

1, est de rang pair; de sorte qu'on doit prendre le signe •— 
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(a® 1 1 g) 5 -- est donc plus grand que -* Quand les fractions -^ —y/ 
«ont de rangpaîr,-7 est de rang impair, on doit prendre le • 

C" c 

signe + ; -r, est donc moindre que -, Ce qui démontre le prin- 
ce et 

cipe énoncé. .j 

r' 

Les principes des n** 117 . . . ia3 , conduisent à la règle gêné- ■: 
raie du n* 11 S. 

ia4* Lorsque la valeur incommensurable d'une inconnue'x, 
est donnée par une fraction continue qui se prolonge à V infini; 
onpeÊ^ÊÊpujours obtenir la valeur approchée de m , de manière 
que r^%ur soit moindre qu'une quantité donnée cf. En effet ; 

C 

l'erreur commise en prenant une fraction convergente - , au lieu 

de la fraction continue totale , étant moindre que — (n** lai), il 

et 

3uffit de prouver que Ton pourra toujours trouver une fraction ■ 
convergente - , dont le dénominateur satisfera à la condition 

•-<[ «T. Mais cette inégalité donne A >• --p=; et l'on a vu^ 
( n° 118) qu'il est toujours possible de trouver une fraction con- 
vergente - , dont le dénominateur est plus grand qu*tm nombre 

€t 

donné. Le principe est donc démontré. I- 

\ 
ia5. Toute fraction continue périodique (*), est exprimée par la ^ 

racine réelle positu^e d'une équation du second degré dont le dernier 

. _. 1 — j 

(*) On dit qa^u/ie fraction continue est périodiqub, lorsque les déno» 
minuteurs des fractions partielles qui composent cette fraction con* 
tinue, se reproduisent dans le même ordre et à Pinfini. Les fractiona 
continues ezprime'es par les seconds membres des éqnations (i)^ (a), (3), ■^^ 
sont do cette espèce. ^ 

terme \ 
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ÉMfeé ètk négatif» En «ffet ; conaidcront Ictf tnâi firaedoiif eontIkia«ft pé- 
Aodi^pMi. • • 



(1)...X = 



P-i- 



p4* etc* 



W»--r= 



9-f 



P-^ 



«te* 



(3)...«=;i 



I 



q-h ctc* 

tlikt ta premièra, la période n'a qu'un seul terme p] le qaotient ;? te 
t^vodoît à llnfini. Dans la §«conde , la piriode a deux terniLt p et q, 
fB ae reproduisent à ridfini. EnGn, dans la troisième, la pério.le ne corn- 

otoe qa'aa trobième quotient j les deux termes p et 7 , de la période , se 

wodnîsoit à Hiifinij la partie non périodique est ^ , et la partie 



T 

i. 



jjàSodiqae est exprimée par la yaleur de y. Si Ton examine attentirement 
lêi'firaeiions continues pr(jpos4fes, on reconnaîtra qn^on peut leur donnée 
b&nnes sniynntes.,. 



(4)...«=B^^j {S)...jr^ 



i (6)...» = 



«4- 



B-hX 



Lbê éqnatibm {4)> (5) et (6) , donnent. . . 

&).*.a:*-^px-.i=05 (8)...jr« ■»• yy'~g=± ô; (9). ..gr= ^^^^^^^ . 

Les Talears de ^ et j^ sont donn^ par des équations du second degré 
lésât le dernier terme est négatif j la racine positive de chaque éqn^on, 
jaipnme la Talear de la fraction contiaue. JLa subsûtution de la Taleur po^i' 

Algèbre. T. II. 5 
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tive de jr dani la formule (q), déterminera la valeur positive de x. Il en i 
de même si la période était composée d^an plus grand nombre de toi 
Ct qui démontre le principe énoncé. Les équations (7) et (8) , donner 



Geao^eiin positives do x et de j^, expriment les fractioi» p 
diques (1} et (a). 

Remarque, &i Ton applique la règle du n* ia4> &inc fractîoiit contmi 
I 



.H-i 



n' 



3H.i 



' + — . 



I-^ 



4a -{- etc. 
I 



i+i 



ii+i 



i + i 



1 



ï I 



a-f. 10+- 



aH?^^— - ï■^' 



.H-i— !-#-' 






a -f- etc. I -f- «te» 

On trouvera dfc=0|568958 etc.; /=ot9aoa etc., 2=014891 etc. \ CsaOfOg 
Lorsqu'on s^arréte aux dénominateurs 4^9 6, a et x , les valenit ^ 
éliéei de X ,^ 9 4 et t y sont. . . 

■ 

i4i5 i5o ii3 7 
a487' 'i6i ' â3î' 74* 

La valeur de x est trop petite; les valeurs de ^, de 2 et de l| aoii 
frvidit (n^ IX^} i les erreurs sont moindres que les fractions. • • 
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CHAPITRE III. 

THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS. 



^^l I U<i 



PREMIERE PARTIE. 



PRÉLIMINAIRES. 

S.X/ANS la théorie génétale des équations , on se pro* 
de tésoudre les équations de tous les degrés ^ et de faire 
litre les propriétés de ces équations* 
Pour résoudre plusieurs équations entre plusieurs incon* 
1, on cherche à combiner ces équations de manière à 
tre le plus grand nombre d'inconnues possible. 
\1 est le Jkit de Vélimination. II reste à résoudre les équa- 
amNfiuUes conduit Télimination ; cette recherche est l'ob- 
de la fésolution des équationi, La théorie générale des 
se divise donc naturellement en trois parties ^ savoir » 

[NATION , les PROPRIÉTÉS DBS ÉQUATIONS , et la 
»LVTlON DES EQUATIONS. 

\i^^ Noos ayons démontré dans la discussion des équations 
[premier degré , qu*en général^ m équations entre m incon-^ 
1^ déterminent les valeurs de ces inconnues; que m équa^ 
entre (m -^ n) inconnues , admettent une infinité de so- 
, car on peut donner des valeurs arbitraires à n in- 
les , les m équations déterminent les valeurs correspon- 
des m autres inconnues ; et que (/n-f-'^) équations entre 
ï^ conduisent à n équations de condition entre 
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les coefficiens. Nous verrons que ces propriétés conviennent' 
aux équations de tous les degrés. 

La marche naturelle étant de procéder du connu à Tin- 
connu y il est nécessaire ^ ayant de chercher à résoudre les 
équations , d'examiner comment elles se forment. Nous ver- 
rons donc successivement comment on peut composer des 
équations qui admettent des racines données , quelles sont 
les relations qui existent entre les racines et les coefficiens; 
et comment on obtient les valeurs des inconnues , qui satis» 
font à des équations données. 

ia8. Pour déterminer le degré d^une équation , on fait 
disparaître les dénominateurs qui peuvent renfermer les incoiiF 
nues; et la plus forte somme des exposans des inconnues , 
dans les différens termes du résultat , exprime le degré de 

l* équation proposée. Ainsi , Téquation Sx = -fj , est 

du quatrième degré ^ car après avoir chassé les dénoipiiiarii 

V 5j* 

teurs,elle devient a:* — 60:^=7. L'équation ^ j— j-f-j:=i, 

X y X 

est du sixième degré , car elle donne y^x — Sx +y*x*=y'rfi^ 

Nous supposerons toujours , qu'on aura fait dïapartttre 

dénominateurs qui renferment le^ inconnues; de sorte, 

le degré d^une équation sera mesuré par la plus forte soi 

des exposans des inconnues dans les différens termes. Aiitfîj 

Y équation générale du degré m , entre deux inconnues x^Jji 

sera. . . 

(i)...x'"H-(a-4-by)x"-«-|-(c-*-dy-l-ey»)x»-«-l-...-l-(p-+-qy-l-rjr»4-...-|-ty")=t 

car la plus forte somme des exposans de x et de j 
chaque terme est m. Les coefficiens a , b, c, d, e, . .. ,'f\ 
q i r, . . ., t , sont indépendans de x et y. L'équation 
raie du degré n , entre x et y , serait. . . 

Les hypothèses a: = 1 , x = 2, a;= — 5, réduisant a?*— 7: 
à zéro, lés nombres +1 , +a et — 3, sont racines de Téquàj 
tion x^ — 7x + 6 =î0. Le polynôme se* -f-y — 5, étant ri^ 
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dnît à zéro , lorsqu'on fait a: = i et jj^ = — a ; ces vaTeurs 
de X et ^ sont racines de Téquation x* +3^* — 5 =: o ; les 
valeurs x = i,^ = — a, donnent une solution de Téqua- 
tion 07* -4- y* — 5 = G ; et l*on dit que a; = i et^ = — a , est 
one couple de valeurs de a: et j^ qui satis&it à cette é^ation. 

lag. Il eàt facile de composer une équation à une seule 
■inconnue qui admette des racines données, car un produit 
[ étant Dul ^ lorsqu'un de ses facteurs est zéro , et ce produit ne 
pouvant être nul que dans ce cas; si ton égale à zéro le 
ftoduit des m facteurs {x — c) , (x — 6) , (x — c) , etc. ; les 
Ht racines de V équation du degré m . . . 
j (x — a)(x — b) (z^c) etc. =o, 

seront a ^ b , c , etc. ; et aucune autre valeur dex ne pourra 
uuisfbire à cette équation. Par exemple , pour former 
['équation dont les racines sont 4~ i > + ^ et— -3; on calcu- 
lera le produit x^ — 707 4~ ^ i ^^^ facteurs. . . 
(x — 1)^ (x — s), (x+3); réquation demandée sera 
a*— 7X-t- 6=0. Cette équation, du troisième degré , a trois 
ncines +^>"t*2>~-"3; et elle ne peut en avoir d'autres. Si 
Foo mnltiplie (x — i/a)par(x — ^ — 3), le produit égalé à 
iéro donnera x" — ( V^â+ \^^^) x + v/^^'= o ; les racines 

ie cette éqaatîoii seront + V/â et + V^ — 3 (*). On voit donc 
Mt les coefficiens d*une équation peuvent être commensu- 
lies on incommensurables , réels ou imaginaires. Mais nous 
considérerons que les équations dans lesquelles les coejfir^ 
)pmsies inconnues seront des nombres. Nous supposerons tons 
ttcrmea passés dans le premier membre, de sorte que le 

n L'cqnaticm JC* — ( V'â-»- V — 3 ) x-j- V^— 6 = o , donne. . . 
^ta ipaoeroir conuncnc cm denx racines peaTrat se r^Jaire h l/Tei k 
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— 3, il snlEt de icmai^ocr qoe — i — a^/ — C est le i^uarr* «U 
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second membre sera zéro, U équation générale du degré m, 
à une seule inconnue y sera donc. , . 

(i). . .Ax"» + Bx"»-« + Cx— »+. . .4-Sx+T = 0. 

j4 yB ,.C^ .,,, S , T y désigneront des nombres quelconqnef, 
entiers ou fractionnaires , positifs ou négatif» ; et m siéra un ^ 
nombre entier positif. L*espace occupé par les points se rem^ - 
plit , lorsqu'on donne une valeur particulière à Tex^Bant m. 
Quand m =3, Téquation (1), devient. . . ' 

^jcî H- Bjt * -h Cr -I- 2> = o. 

Pour abréger, nous n'écrirons quelquefois que le {>reimtf 
terme d'une équation. Ainsi ^ a:" '^etc, = o , désignera l'équi- 
tion générale du degré m. 

i3d. Les racines des équations du second degré ponvsat 
être , commensurables ou incommensurables, réelles ou npft* 
ginaires; si Ton égale à zéro le produit de plusieurs pol^'| 
nomes du second degré , les racines de Féquation qui en ré»^ 
sultera seront les valeurs de x qui réduiront les facteurs 
second degré à zéro ; les racines d'une équation pem 
donc être commensurables ou incommensurables , réelles 
imaginaires» Par exemple , les racines des équations*. . • 

étant-l* a ^ + 5 ; 3 ±: V^'j; — 1 ±:V/ — 1 ; ces valeursde 
serotit les racines de Téquation que Ton formera en 
a zéro le produit des facteurs a:*— 5a;+6,a:*T- Gx-^***! 
«• + 2X+ fl. Cette équation sera. . . 

Le produit a? + 3a?* — Gx'— ioa:*-f- fiio:— 9, de(j>— i] 
par (x-\-5y, étant nul, lorsque x=i et lorsque a: =• 
les racines de Téquation. . . 

(3)...x* + 3x* — 6x' — ioar«-f-aijr— "grs o, ^ 

sont -f- 1 et — 3. Le premier membre de cette équation étai|tf 
le produit de trois facteurs égaux à (x — 1) ^ par deux 





$ 
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tenrs égaux i (•^ + 3), on dit que téquation (3), atroisra^ 
iinef posiûves égales i -f- 1 ^ et deux racines négaXives égalei 

i3i. En général , lorsqu*un polynôme x" -4- px"*** + etc. ; 
irt diidsibh par (x— b)'; si le quoti^U ne renferme plus le 
facteur (x-— b) , on dit que le polynôme x** -f* ®^o- > contient 
9 facteurs égaux à (x — b) , et que l'équation. . . 
s^ H* ps*~'^H* ^t^ =s o f contient s raeines égalei a +b. 

i3a. Le trinôme o:^ — 7^4* 6 ^ étant le produit des binômes 
(*~0> (J>— ^) I (-aP+S) , cet binôme» «ont \t%jhcteurs réels du 
fonder degré de l'équation x? — 7JB -f* ^ = ^* ^^ facteurs 
fétts du seùoMd degré de l'équation (q) , sont jf — - Sx-f*^, 
*^— fiap-l-a et^-f*âx-4-â; les^icteuiv r^e/5 du premier 

legré de réqua1^n{a) , sont x — a , x — 3, x — 3 — {^7, 

P— 3 + K 7, et les facteurs imaginaires du premier degré 

k cette équation, sont (x+ i — \/ — 1 ), (x+i+ V^'— 0- 
i33. En généra! , la nature d'un facteur est déterminée par 
MZe des coqfficiens de l'inconnue x , et le degré de cefao^ 
BUT est mesuré par le plus fort exposant de x. Ainsi , dans le 
irodnit... # 

ar« — 5ar* 4- i8jr4 — 6ojr» 4- laiar» — ^5x -f- a94 » 

les trinômes «• — 5x -4- 6, a:*— xV^fl-f-7» a*+a: V^a+7 
trinômes sont les facteurs réels du second degré de. . » 

iS^. Quand le premier membre et une équation du degré 
ai le produit de ta facteurs du premier degré y cette éqvà" 
a m racines y et elle ne peut en avoir un plus grand 
re. Le premier membre de cette équation est disdsiblepar 
mnue moins chaque racine ( n^ 1 29 ), Ainsi , les racines 
l'équation x? — 70: + 6= o , étant + 1 , + a et •— 3 , 1» 
'ynome ar*— 7r + 6 , est divisible par chacun des facteurs 
'•*— 1) , (or — 2) , (x 4-5). On peut d'en convaincre en ejBTeo- 
it la division. 

t*on propose de résoudre une équation a:" -|* etc. = o , 
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on ignore comment le polynôme oc^ + etc., a été formé ; 4 
ne sait donc pas , si ar"* -[" ^^^- > ^^^ '^ produit de m facteil 
du premier degré. On a fait des efTorts inutiles pour le démoi 
trer , mais on est parvenu à prouver que si étant donné m 
polynôme enx , il existe toujours une valeur de x, réelle c 
imaginaire , qui réduise ^ ce polynôme à zéro ; un polynoti 
du degré. vçi, sera le produit de m facteurs du premier degf^ 
Cette propriété importante repose sur des principes que nof 
allons d'abord établir. ,1 

i55. Lorsque les deux membres d'une identité sont ordonné 
par rapport aux mêmes puissances d'une lettre quelconque s^ 
les coqffîciens des puissances semblables de x sont égam 
dans chaque membre tcai une identité en Xy étant une é$aii|| 
qui doit être vraie quelque soit x [(i'* section, n? aïo); jp 
les coefficiens des mêmes puissances de x n'étaient pas égavg 
dans chaque membre , en passant tous les termes dans id 
seul membre , on formerait une équation qui ne serait vrai 
que pour certaines valeurs de x', ce qui est contraire i y 
nature des identités. Le principe est donc démontré. FSE 
exemple, dans l* identité ,. . 

(i). . . A -+• Bx -»- Cx« 4= a -♦- 1« •*- ex» , 

on a, A==a^B=t; C=c, Car si cela n'était pas, Tidcn 
tité(i) conduirait à une équation du second degré, qui a 
serait vraie que pour deux valeurs de x. Ce qui est contraîa 
â rhypotbèse. On peut encore dire^ l'identité (1) étant yrm; 
quel que soit cr, et les coefficiens ^, j9, C, fl, b, c, étfii 
indépendans de x^ si l'on fait a? = o dans l'identité (i),^ 1< 
coei^ciens ne changeront pas et Ton aura ^4= a. L'identité C^. 
se réduira ^Sx+Ca^^bx'^cx'', Divisant les dei^x membjr« 
par X, et supposant ensuite a?=o, on trouvera ^:;;=6; * 
il restera Cp::rJ^cxj d'où C=zc, ^ 

i3S, Quand l'hypothèse x =? a , réduit le polynôme 
x"+ px"*"* + . . . + SX rf- 1 , à zéro , ce polynôme est exacte 
ment divisible par ( x — a ) ; et quand la valeur x == a , ni 
le réduit pa,9 à ^ro , il n'e^tpa^ dimihle par (x-^a)» La ré» 
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est vraie {*). En elTet; bi Ton divise le polynôme 
etc., par (x— c), on pourra continuer la division jusqu'à 
qu'on parvienne à un n^ste R indépendant de x ; désignant 
iqootient par Ç , on aura. . . 

Cette identité devant subsister quel que soit a? , et le quftr 
it Q ne pouvant contenir que des puissances entièrearlr 
ntives de x ; si Ton fait xz=;;za, Q deviendra un nombre q, 
reste R ne changera pas, et Tidentité (i) donnera. . . 

Lorsqae x = a , réduira le polynôme af^ + «^c., à zéro , 

premier membre de l'identité (a) sera zéro ; le reste R 

donc zéro; le polynôme sera donc divisible par (x — a). 

id x = a ne réduira pas le polynôme à zéro, la valeur 

reste R n'étant pas nulle , le polynôme ne sera pas divh^ 

lie p«r (x — a). Réciproquement, si x* + c^c. , est divisible 

(j[>— û), le reste R sera nul , x= a réduira Ç(x — a^+R 

léro ; X* + etc. , sera donc nul. Quand x" + etc. , "n'est 

fpas divisible par (x — a), le reste R n'est pas nul, x = a 

«e réduit donc pas Ç (x— a) ^ R k zéro; x^+etc, 

ae devient donc pas nul. Ce qui démontre le principe 

. éaoncé. Ainsi : les hypothèses x v: 22 , x =r — 5 , rédni- 

ysant x* — 7x-(- 6 à zéro, ce trinôme est divisible par (x^-a) 

et par (x + 3). Le binôme x* — 3 , n'est pas divisible par 

(x-~ 9) , car 3pz=z a ne le réduit pas à zéro. ^ 

' 137. Le binôme (x"* — a"*) esf exactement divisible par 

im^ . , . — * 

f (*) Ce principe ne serait plus vrai si le polynôme contenait de9 

3 

^ rmiieaur. Par eiemple , a- = i rcdoii x — i -f- V^x" -4- ax — 3 à z^ro , ei 

cependant cette quantité n'est pas divisible par x — i. Elle est divisible par 
i 

l/jf — I , car x> -+• ar — 3 étant le prodoit de (x — 1) par (jH-3) , on a . . . 
(**) Ainsi , le reste de la division de or» H- />x* •«- ^x H- r, par (x — fl) y 
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(x — a) , car ar =s a, réduit (x"* — a"*) à zéro. Le quotient ' 
est... 

Ce quotient est exact , car multiplié par le diviseur , il re-* 
produit le dividende. 

^ i38. Lorsque' à ^ b , c , etc. ^ désignant des quantités dif* à 
jerentes , les hypothèses x =a, x = b, xtirc, etc. , réduis 
sent le polynôme x"* + etc. , à zéro ; ce polynôme est divisible * 
par le produit (x — a) (x — b) (x — c) etc. , (n*» i36). Aind, 
les hypothèses x=*2, , x=: — 3, réduisant x^ — jx + S à zéro , . 
Ce trinôme est divisible par le produit x* + a: — 6 , de s fao^ 

teurs (x — a), (x+3). Les valeurs je = i + V^ —3, 
x=: 1 — V/;^ x=: —a , réduisent x^+x^+x'+Sar^+Sx+S» 
à zéro^ ce polynôme est donc divisible par le produit x'-^Sp 

des trois facteurs (x— i — l/—- 3) , (x — i + ï/ — 3) , 

139. Si toute équation du degré (m — 1) a (m — 1) racines-^ 
et ne peut en avoir unphu gfand nombre , et si V équation du 
degré m a toujours une racihê ; cette dernière équation auim 
m racines, et n*en pourra pas avoir dautres. En effet ^ soit 
l'équation... • 

Si ^'équation (1) a itne racine a , on aura. . . 

(a^ ...«* + /lA*-^ 4* 7a»-» -♦-... -^ #0 -f- «sjie 

. Posant x = a -(- »> mettant dans Téquation (1) , Ca+*) . 
au lieu de x , élevant le binôme (a -4- 2) aux puissances indi- 
. quées ( n** 49 ) > ^^ ordonnant par rapport atix puissances 
ascendantes de £ , le résultat sera de Cette forme. . . 

(3). . . ^ -I- A'z H a« H- . . . -+-*» = o , ce Tort anra. . . 

Mais en vertu de l'identité (a) , A est zéro. L*équation (3) 
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le fédoît donc i. . . ^ 

Or par hypothèse y> il existe (m — 1 ) valeurs de 2, qui ré- 

jf-] a*+ ... -f.»"|-'J, à zéro, et 

menue antre valeur de z ne peut réduire ce polynôme à zéro; 
d'iinenrss= o, satisfait à Téquatîon (4) ; cette équation a 
donc m racines , et n'en peut avoir un plus grand nombre ; 
niiîg z=: o , donne xz=ia, et chacune des ( m— 1) autres 
valeurs de s, détermine une valeur de x; l'équation (1) a 
donc m racines , et n*en peut avoir davantage : ce qui démontre 
le principe énoncé. * 

'i4o. Si toute équation a une racine , l'équation du degré 
m y aura m racines ; ces m valeurs de x seront les seules qui 
satisferont à l'équation proposée. En effet ; Téquation du 
premier degré ayant une racine et n'en pouvant avoir qu'une 
senle , l'équation du second degré aura deux racines et ne 
poarra en avoir que deux (n^ 1^9); partant de cette dernière 
propriété , L'équation du troisième degré aura trois racines , 
et n*en pourra pas avoir un plus grand nombre , et ainsi de 
mite. 

II resterait à démontrer que toute équation a une racine (^*) ; 



(*) Si T'équAtion donni^e nt x^ — ar*-t-2jr — a = o;eii désignant par 
M une racine quelconque de cette équation , on aura a' — a* 4- a^*"* 3 4=0» 
fMinC X = « -t- 2 , i'éqaation deviendra. . . 
^ (a + a)ï — (a-J-x)«-|-a(a + «)— a = o. D'oîi,.. 

'(«>--«« -f-M —a )-♦- (3«« — aa -♦- a) «-f( 3a— 1 )«•-♦■«'=: •• 

Mai» a^ — a* 4- aA — • a est identiquement nul ^ il restera donc. • . 

«/ (3a* — aa4-a)-4-(3à— i )«-f «»)l=o. 

Ce résnhat est delà forme de Téquation (4)< 

(♦*) On ne saurait en donter, car étant donné des équations numériques 
qvelcmngues , on^ parvient toujours à des valeurs des inconnues qui sa" 
tisfont à ces équations. 



/ 
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mais on n'a pas encore pu y pfprvenir. De sorte que Jes pro^ 1 
piiétés qui seront fondées sur la décomposition dun polynôme ^ 
du degré m y en m facteurs , du premier degré , ne setonl I 
rigoureusement démontrées que pour les équations qui aurotd' 
des Racines. • ' 

i4i . Déterminer les relations^ qui existent entre les co^jH^ . 
ciens et les racines de l'équation, . . 

(i) . . . a:" -+• pj:"»-» -h ^o:"-* 4-. • --f-^JC -4- « = o. 

• Si les racines de cette équation sont— a, — 6,— c, ..., — /, 
on aura (n° i3G) ... 

EfTectuant les multiplications indiquées dans le second 
membre ,* on trouvera n° 47* • • 

•ar* -H jpj:*— * -h qx^"^ -f- . . .4-5J: + * 

* 142. Les coefficiens des mêmes puissances de a? , devant être 
égaux dans chaque membre , on en déduit cette règle géné- 
rale : Lorsque le coefficient du premier terme d'une équation 
est r unité, le coefficient du second terme , pris avec un signe 
contraire , est égal à la somme des racines ; le coefficient du trot^ 
siéme terme est égal à la somme des produits deux à deux des 
racines ; le coefficient du quatrième terme , pris avec un signe 
contraire , est égal à la somme des produits trois à trois des 
racines ; et ainsi de suite. Enfin y d'après cette loi y selon que 
r équation est de degré pair ou impair y le dernier terme pris 
avec son signe ou avec un signe contraire , est le produit de 
toutes les racines. Par conséquent , dans une équation 
qui manque de second terme , la somme des racines pos^^ 
tives est égale à la somme des racines négatives , et quand le 
dernier terme est zéro , on peut en conclure quune des racines 
est zéro. Le dernier terme est divisible par chaque racine* 
Ainsi, les racines de Téquation x^ — 70? + 6 = 0, étant 
-|- 1 , +2 et — 3 ; le coefRcient o , de x*, est égal à la somme 
des racines; le coefficient — 7ide x, est égal à la somme 
-4- 1 . 2 — 1 . 3 — 2.3, des produits deux à deux des 
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racines ; et le dernier terme + 6 , pris avec un signe con- 
traire , est le produit des trois racines. 

143. Les relations qui existent entre les racines et les coef- 
pciens d^une équation ( n® 142) > ne peuvent pas servir à déter- 
miner directement les expressions générales des racines de cette 
équation, £n effet ; soit Téquation du troisième degré. . . 

(i)... j:' -f-px* +7Jr-|-r= o. 

En désignant les trois racines pfU" a ^ b , c , on aura 
(n*i42). .. 

(a). » . — p =:« -h & -f- c; -f- <7 = aA 4- ac -t- ^c ; — r = abe^ 

Les coefficiens p, q , r, sont connus , il s'agit de trouver ^ 
les valeurs des inconnues a y b y c. Les équations (q) ne peu- 
vent pas conduire aux valeurs des inconnues, car en éliminant 
entre les équations (3) , deux quelconques des inconnues a, b, c, 
l'équation qui |p résulte a les mêmes coeOiciens que l'équa- 
tion (1). Les équations qui ne renferment que Tune des ûi- 
connues a , b , c , sont ... 

(3)...«'-4-/?a»+^a-f-r=:o; b^^ pb» -^ qb-^-r =: o ; c^-^ pc'^qc^rzzo (*y 

La difficulté d'obtenir a , ou & , ou c , est donc la même 
que ponr obtenir x. Cela devait nécessairement arriver, car 
les racines a, b, c, entrant de la même manière dans les 
équations (3) , ces équations ne changent pas lorsqu'on change 
une racine quelconque en une autre ; les combinaisons de 
ces éqaations doivent donc jouir de la même propriété ; l'éqpa- 

(*) Pour climiner a^^ec plus de facilité , on mettra les ëqnatioiu (3} sous la 



p=: — a — ft — c j g =ab^ac^-bci r = — abc. 
On en dëdaîra snccessivemcnt... ' 

pa» = — flî — ba^ — ca^ ; qa =«»&+- a*c -+- abc j 
pa* '^-qa'i'rzz. — a* j a^ -4-pa» -4-^a 4. r = o. 

Les éqaations qui déttrmhient & ou c ^ se calculent de la mcme manière j il 
Mdfic de changer a , en ( ou en c. 
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80 E L E M £ N s 

atonnera toutes les valeurs de z qui satisfont en même ièhtpi didé 
équations proposées* S'il «'agit de trouver les solutions communes adSI 
équations . . * 

(3) . . . xî — 7JC H- 6 =b o ; x5 H- ax» — 5a: — 6 =1 o ; ar* •#- 1 3x — 43=3 o* 

On chercbera le pins grand commun diviseur x^ -f- x — 6 ^ entre les prfr» 
miers membres des équations (3). Ce commun diviseur égalé à zéro , don- 
nera x=âa etx = — 3, pour les valeurs de x , qui satisfont en même 
temps aux équations données. Divisant les premiers membres de' ces ëqoA'' 
tions.par leur plus grand commun diviseur , et égalant les quotîensrà xércf y 
on obtiendra les autres racines des équations (3)< 

148. Déterminer les relations qui doivent exister entre Us eoeffieiànt 
des équations générales à une seigle inconnue, 4 . 

(i).é. x"-f*px*-« -f- qrx"»-«-| 4- jx 4- 1 =^ of , 

(a) . . . X» -+- ;?,x»-»-h ^^•-«*^* . . -|- 5^-H t/=t(i , 

pour que ces équations admettent un nomhi'e déterniiné ée solutions 
communes. Si le nombre des solutions communes est r, les premiert 
membres des équations proposées devront avoir un plus grand commu* 
divie^eur du degré r {*). Ghercbant donc le plus grand commun diviseur 
entre les premiers membres des équations (i; et (a) , on parviendra à ua divv 
«eur du degré r , et le reste correspondant sera de la forme. . < 

ÛiX»— « -f- Um X»—» -(- ajX'"— * -I- . . . -f- flr— I X -I- flr. 

Ce reste devant être nul, quel que soit x , les relations demandées sthftHu* 

ai =0)aa=0fa3^0) j ar^i S= O j IZr => o. 

Premiéu exemple. Pour déterminer les coeficiens p e< q , de manière 
que les équations x' -f- ax» — 5x-f-p=o, x' — 7X-f-^=:o, admettent *■ 
deux racines communes ; on cherchera le plus grand commun divîsedr • | 
entre les premiers membres de ces équations ; le reste du second àefpé - 
•era ax»-»-ax-f-(;7 — 7) , et le reste du premier degré sera (^— -p — ia)x-f'ÔH-ç)' t 
Le reste du second degré devant être le plus grand commun diviseur entre kt 
premiers membres des équations proposées, le reste du premier d^ré doit éire 
nul , quel que soit x ] ce qui donne q — ^p— ia=:oet/'-f'^=io. On en déduit 
p=— 6etqr=+6j de sorte que le commun diviseur devient , ax*-+-aaf— I2i Cl 

■ ■ ' ^ 

(*) SI x= Ai ., X r= «,, . . ., X =: «ir~i , X ^ «#.,' doîvcut Satisfaire eà 
même temps ^ux équations (i) et (2) ^ les premiers membres de ces éqiflH ^Ji 
lions seront divisibles par le produit des r facteurs (x — «tt ) , ( x — «t,) , . . . # '•- 1 
( X — «tr) (no i38). Ces premiers membres «ujrQnt doo^ uo coiomna dit^ j 
tcur du degré r. . ' * 

eommiift 
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fusman diviseur «^«le à zéro , donne x =saetx = -»3, pour les racines 
commBoes aux équations. . . 

x' H- ax» — 5x — 6=o,x' — 7x-+-6=o. 

Sbcohd exemple. Si une même valeur de x doit satisfaire à la fois 
eux équations . . . 

(3)...*» + px4- ^=0 ; ... (4)-*- *• -f-p^-f-^, =0 , 

lei fimniert membres de cta équations auront un plus grand comman 
divÎMiir â& la forme ^x -4- B (n» i36). Cherchduit donc le pJus grand com- 
man diviscar entre x' -f- px -*- 9 etx* -4- /i^ x -f- </y, le reste indépendant 
de X derra étw nul. Si Ton elièctne les cakuls, on croulera que la relatton 
écmaiidec est . • « 

(5) . . . <7« + (p^—pp, — ÎW7/) 7+ {p* — PPrhg,)g, = o. 
Le conunnn diTÎsenr Ax -¥• B^ égalé ii zéro , donnera. . . 

^o;...x — — r- —-T 

\P—Pf) 

fonr la racine commune aux vquarâons (3) et (4^Ries coefficiens p , q y 
)ff, q^ y nVtant assujettis qn'k une seule condition , on peut assigner des 
ndears arbitraires à trois de ces coefficiens. Si l'on suppase p ss — 6 ^ 
^^ =: — 5 9 ^/ = 6 j la formule (5) donnera . . • 

q* — IJ7 -♦- 7a = o j d'où ^ =: 8 et 47 = 9. 

Ce ^pi conduira à ces deux systèmes dV^aations. . . 

Premier système,,» x» — 6x-f-8=:o, x* — 5x-*-6=o. 
Deuxième système, ., x* — CxH-gssOjX* — 5x-f-6=»o. 

Substitoant les valeurs de p y q t Pn^t 9 4^^* '^ formule (6) , on trou- 
vera que la racine commune aax équations du premier système est H- a, tC 
que dans le second système la racine commune est -f- 3. 

149- Déterminer les m coefficiens de F équation . . . 

(i)...x"-+--r4fx"-« -4-^x»-»-i-i7x'"-5-f-...-+-«yx-f- Tso, 

it manière que les m racines de cette équation soient égales 
à des nombres donnés a , b , c , d ^ . . , L * 

!*• Solution, Si Ton fait successivement a:=a, a;—fc, a;:=c, 
.TTirf, ,.,,x=l, dans Féquation (1). on obtiendra tu équations du 
premier degré , qui serviront à déterminer les m inconnues ^ ,B ^ 
C,,.,Sf T, Par exemple; pour que + a et -f- 3, soient racines 
de réquation ,t'-|-^x+^ = o; il suffit et il faut que les Lypo- 

Algàhre. T. II. 6 
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thèses a: = fl,xr=:3, réduisent x'-f*^ ^4*^ À zércr; cd qoi^ 
donne... 

L* équation demandée est donc . . .a:* — 5a:+S=o. 
a* Solution. Le principe du n* 14^, conduit directement aiipc, 
valeurs des inconnues A, B ^ C^ , . .S ,7^'^ car on a... 

Ces valeurs de A , B ^ C , , . ,S ^T^ne pouvant jamais devenir 
ni infinies, ni indéterminées, le problème e^t toujours possible ' 
et déterminé. Par exemple ; si les racines de l'équation ... 
a:*+^x+^=o, doivent être+aet-^S ; on aura — A;=a-{n3=5 ^ 
etB=aX3=6. De sorte que Téquation demandée sera. , . ^ 

X* — 5x -4- 6 = p. 

3* Solution. O Abtient Téquation dont les racines sont a ^ c 
bfC^ . . . ., l,en égalantàzéro le produit des facteurs (a; —-a), i 
( X — 6 ), . . . , (a; — /) , ( n** lag). Ainsi , l'équation qui a pour \ 
racines '{■'Het 4-3 ^ est . . . t 

• 

(x-^Oi){x — 3)=:0, ou X» — Sx -4- 6=5 0. 

i5o. // est' donc toujours facile , lorsque l'on connait Uà \ 
racines , de former l* équation. Mais la solution du problèmm' . 
inverse présente des difficultés. Nous aUons en donner une pi 
mière idée , en fesant voir comment on peut retrouver les 
cines des équations que nous avons formées ( n~ lag > i3o » 
1 58, 147). Dans ces équations, les racines commensurables 
étant des nombres entiers , et le dernier terme étant le produit . 
de toutes les racines (11^142), si l'on essaie les diviseurs Jk^ 
dernier terme ^ en plus et en moins , on décduyrira toutes Uf 
racines commensurables. . -^ 

i« Exemple. Soit l'équation 0:^—7 x+6=o. .•(n^iaj).''^ 

.Les diviseurs de 6, étant ihi ,±:a^±3et±:6;8ironessai»^ 

chacun d'eux , on reconnaîtra que les racines de l'équatioilt 'Ê 

proposé© sont+ 1 , +3 et — 3. On a donc... fe 

^«••7x-f-Ç#;(x— i)(x— a}(x4.3^ ■ ^ 
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A* Exemple. Pour trouver les racines commensurables de 
réquation... 

(3); . .X* 4- 3x4— 6x* — lox» 4- aix — 9 ±s o, (équation 3 du no i3o) , 

On essaiera les diviseurs ±: 1 , diS^ ±:g , du dernier terme ; 
et Ton reconnutra que les hypothèses 0?= 1 ^ a: =-->»3 ^ satisfont 
a Téquatioif (3). Divisant le premier membre de cette équation 
par le produit jc^^-4-ax— 3, des facteurs (a:— 1 ), (a;-WI) , 
corre^ondans aux racines ^^ 1 et —3 ; le quotient égalé à zéro » 
donnera... 

(5)...x*-+-ar*— '5x-f-3 = 05 et Ton inra... • 

«»-*-3x4— 6x* — lox* -♦- aix— 9s|a(x— i)(x-+-3)(xî -♦-x*— 5xh-3). 

Les seuls diviseurs du dernier terme , qui puissent être racines 
de réqaation (5) , sont -f- ^ ^^ *^3 , car les autres diviseurs 
n'étant pas racines de Téquation (3) , ne peuvent pas réduire le 
fiicteur x'+ar^'—Sj-f^S, àzéro. Les hypothèses x= 1 , a:^=:—- 3, 
réduisant ce facteur à zéro, on divisera 0:^-4^0;'-— 5 o^-f-^» P^ 
le produit a:*+ax-*3 , des facteurs (x— 1 ) , (rc+3) ; le quo- 
tient sera (x-^i );'le premier membre de l'équation (3) , est 
donc le produit de (x — 1 )^ par (a:-+-3)*, 

3* Exemple. Si l'on essaie les diviseurs de a4 > ^^ verra que 
les nombres -Kâ et -4* 3 sont racines de l'équation . . . 

(«)...x«— 9x«4* î8x4 4*8x* — 4x«— 68x-f-ft4=o, (n© i3o). 
Poor obtenir lesautres racines y on divisera le premier membre 
parle produit x*— 5x-f-6, des facteurs (x— a), (x-^3) , 
( n* i38 ) ; le quotient égalé à zéro , donnera. . . 

{4)...x4— 4x' — 8x«— 8x-»-4=»o. 

Cette équation n'ayant que des racines incommensurables et 
imaginaires (n*i3o), cherchons ces racines. Si l'on donne à x les 
valeurs o , 1 > a, etc. ^ les valeurs correspondantes du premier 
membre de l'équation (4), seront +4» — • iS^ etc. ; les hypo« 
dièsesa:=Oy xr=i , conduisant à deux résultats de signes con- 
teiires, il doit exister^ entre o et 1 y ime valeur de x, qui réduit 
le premier membre à zéro (*). Pour découvrir cette valeur^ on 

Y I ■ I É M . ■ ' !■■■■ ■■■ ■■ I I H 

OCettt TaWur de x est 3— V^; C*^* '^o) , ou 0|354 etc. 
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prendra le milieu entre les nombres o et-f- 1 > c[ui ont doiiûé dei 
résultats de signes contraires, et l'on fera x=o,5, dans le pre- 
mier membre de l'équation (4); ce qui donnera un résultait 
positif; maisx= i , a donné un résultat négatif; la racine cher- 
cliée'est donc entre i eto,5. Prenant le milieu entre ces deux 
nombres y on essaiera x=: 0,7 5 ; le résultat sera positif; la racine 
est donc comprise entre 1 et 0,7 5, Continuant à essayer lei 
nombres compris entre ceux qui donnent de3 résultats de signes 
contraires , on approchera autant que l'on voudra de laTacine 

3— -.^7. Mais cette racine étaurincommensurable, le procédé 
que nous suivons ne pourra conduire qu*à la valeur approchée 

0,354 etc., de la racine 3— :V/7« Les hypothèses xzss.5 i 
x=z6, donnant deux résultats de signes contraires» il doit 
tomber une autre racine entre 5 et 6 ; opérant comme pour la 
racine comprise entre o et 1 , on trouvera que la valeur dex ^ 
à moins d'un millième d'unité près , est 5,645. 

Si l'on connaissait les valenifs exactes de a:, qui sont 3—* 1/7 
et 3 + V7> en divisant a;^—74a^---8 a;*r-*8iC-f- 4> P*ï^^® proAàt^ 
(x* — 6 x + a) des facteurs correspondans ( x — 3 + 1/7) p 
(a? — 3— V^7)/ le quotient a:* -f. ^ ^ + ^ > égalé i zéro » 
donnerait lesdeux autres racineS|— 1±: k -— 19 mais la méthode 
que nous avons employée ne conduisant qu'aux valeurs appro- 
chées des racines incommensurables , on ne peut effectuer la 
division précédente , et par conséquent on ne saurait obtenir 

les racines imaginaires — 1 rh V^— -1 • 

3* Exemple, La résolution de l'équation... . 

n'offre aucune difficulté . car on a... ^ 

4:(*' -+- 8) (x« H- xH-l). ' ^ 

Les facteurs aP-j-i, x^-j-x^j-i, égalés à zéro , déterminrat .^ 
les cinq racines de l'équation proposée. L'équation x' -f- 8 =0, r 



donne a:= V^— 8 = —a ; la division de x^ + 8 , par x -f» ^ 1 ^ 



D* A L G È B R E. 85 

Fotmiit le quotient x*— a x + 4 5 ce quotient égalé à zéro donne 
x==i ± y^— -3}de sorte que les trois racines de l'équation. . . 
a'+Srso, sônt+a, i+ V^^et i — V^^ 

Si Ton essaie les diviseurs de 6 , on verra que les racines de 
Téqnationjc'+aa;*— 5j>— S=o, sont +2,-3 et — i (n« \fyj ). 
Peur obtenir les racines commensurables de l'équation... 
xf^t3a>—49=o(n^ 147)9 on essaierales diviseurs de 4^; et l'on 
veira que-f-a et— 3^ sont racines. Le quotient de là division de 
«H-iSop — ^4*, par (a; — a) (a?+3) , ou par x*+x — 6, sera 
X*— x+7. Ce quotient égalé à zéro, donnera les deux 

1 3 — . 
antres racines, -±:- 1^ — 3. 

a a "^ 

i5i. Ces exemples suffisent pour donner une idée de la 
manière dont on peut trouver les racines des équations à une 
seule inconnue. On obtient facilement les racines qui sont 
exprimées par des nombres entiers , car il suffit d'essayer les 
diviseurs du dernier terme; mais la recherche des racines 
incommensurables et imaginaires , présente des difficultés. 
Noue verrons par la suite, comment on peut calculer ces racines. 
Notre but n'était ici que de préparer à ces recherches. Occu- 
pons-nous des équations entre plusieurs inconnues; et pour 
suivre la marche naturelle , examinons d'abord comment on 
peut former ces équations, lorsque les valeurs des inconnues 
K>nt données; nous en déduirons le moyen de résoudre le 
problème inverse. 

1 5a. Pour composer une équation entre deux inconnues x eiy, 
qui soit satisfaite par des valeurs données de x et y. On regarde 
kscoeffîciens contenusédans cette équation comme des inconnues p 
quil s'agit de déterminer de manière que les valeurs données. , 
dex'ety y satisfassent à t équation demandée. Chaque COUPLE 
de valeurs dex^y, substituée dans l'équation proposée , four^ 
lissant une équation du premier degré entre les coefficiens ; on 
pourra se^ donner autant de couples de valeurs de x et y, que 
[équation contient de coejfficiens indéterminés , et l'on nfi pourra 
pas s'en donner un plus grand nombre* 
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i'** Exemple. S*il s*agît de déterminer lescoèfficiens a,h\tl 
de manière que Féquation a:^ '^axy'{-^by^'^c'=20 , admette 
les trois soIuti(Hi8 x-^i ,y'z=. — a; xrzrajy^-^-i ; etx=o , 
yz=:\\ on mettra successivement ces trois couples de yaleurt 
de X et y dans l'équation proposée. Ce qui donnera... 

On en déduira a= s , & = i ^ c=:-— i ; de sorte que l'équation 
demandée est (i). . .a:*+aay+J^* — 1=0. CeUe équadon 
admet une infinité de vc^lçurs de x et de y, car pour chaque 
valeur arbitraire dey, l'équation (1) donne deux valeurs de x; 
'elle admet donc une infinité de valeurs dexet^i parmi les- 
quelles se trouvent les trois solutions données. 

â* Exemple, Si les cinq couples... 

doivent satisfaire à l'équation... 

on formera cinq équations du premier degré ^ entre a^ft^c^ilfe, 
qui donneront a= — a , i=±= 1 , c=— 5, rf=3, e=a. L'équa- 
tion cherchée est done . . .y*— axy+x* — Sy-f-Sjc+flsso. 
1 53. Quand le nombre des coefficient de t équation proposée 
est plus grand que le nombre des' couples de valeurs dexetj,on 
peut donner des valeurs arbitraires à plusieurs coeffidêns. Vu 
exemple ; pour que les deux couples x=:i , j^rs— a;,a:=fli 
yz=^ — 1 , satisfassent à l'équation a;*4-aa7j^4-iy*+c^o;il 
suffit que... 
I — oa-H 4&-if<cs30 et que 4 — ^«H- ^H- c = o;d'oîift = i etc=:M— & 

On peut donc assigner des valeurs arbitraires à l'un des coef- 

ficiens a et ^ (*) . L'H^othèse a = o , donne i = 1 et c =—5; 

l'une des équations qui jouit de la propriété demandée , est doac 

5 
a;*4-J'*'^5=o. Soitc=:o; on trouve i=i eta=3 -jdesortt 

m 

.{*) Lorsque des valeurs particulières , des coefficieflis qui resCent ind^W^ 
mines, coqdaisepi à des ë^ua(ioq« contradictoires | ozn doit rejeter c* 
• v»lear9> 
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qae laa couples donoéet satisfont aussi à Téquation. . . 
5 

Les denxcouples a? = i,y=— s;a; = a,j^^= — 1 , satis- 
fesant à. la fois aux équations... 

5 

ces couples donnent deux solutions communes aux équa- 
tiims (1) et (9). 

i54- Pour composer deux équations , entre deux inconnues 
xet.j, qui soient satisfaites en même temps, par des valeurs 
données de x et y. On regarde Us coeffîciens de x et y, comme 
dés inconnues; on substitue successivement dans les équations 
demandées, tous les systèmes de valeurs de x et y qui doivent 
tatisfidre à ces équations. On obtient ainsi, des équations du 
premier degré qui servent à déterminer les coefficiens inconnus; 
h nombre de ces équations est double du nombre des solutions 
communes. Mettant les valeurs des coefficiens , dans les équa-^ 
dons primitives , on a les équations demandées. On ne peut pets 
se donner plus de soluUons communes , quU n'y a de coefficiens 
indéterminés , dans V équation qui renferme le moins de coeffi-^ 
eiens indéterminés ( n^ i-5a ) , car chaque solution fournit une 
équation entre ces coeficiens. Par exemple ; si les équations 
pfoposées sont... 

(i)...x*-+- flary-4-l^«-Hc=:o; (a) . . jut» -+- f?jr* •^gy^-^g^so^ 

les coefficiens inconnus p et q^ ne pouvant satisfaire qu'à deux 
équations , on ne peut se donner que deux solutions communes 
aux équations (1) et (a). Si les deux couples données sonta;=i , 
jf=— a , et ap=a ,y'=^ — 1 ; il suffira d'exprinier que ces va- 
leurs de a: et y, satisfont aux équations proposées. Pesant donc 
3ct=:i ety:=z — a , dans les équations (1) et (s) , on aura... 

(3)...i — aa -H4fc-Hc=o et (4)'--ï -+-4i'— ^7 — 9 = <>• 

La seconde solution commune x==2,y= — 1 , donnera. J 
(5). ..4— îw-t-t -h c = o et (6)...4-+-p— <ï— 9=so* 
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Les valeurs des coefliciens ô , A , c , p , </ , qui satisferont i cet ' 
quatre équations ,"î ouïront des propriétés demandées. Les équa^ 
lions (4) et (6) , donnent pt=r — i et 9= — G. Les trois incon- 
nues a , Â^ c^ ne devant satisfaire qu'aux équations (3) et (5} » 
on peut assigner une valeur arbitraire à l'une de ces inconnues. 
Soit c= — 1 ; les équations (3) et (5), donneront a= a et & = i. 
Les équations demandées sont donc... 

(7) . . .X» H- nxy -4-^> — î r= o et (8) ... X* — 7-* — 6y* — 9 = o.' 

Et en effet; lorsqu'on suppose a;=i et ^=—2, on x=s 
et j^zs— 1 , ces équations deviennent identiques. 

i55. D'après ce qui précède , iZ est toujours facile de comn 
poser une équation entre deux inconnues x et y , qui admeUe 
autant de couples données de valeurs de x et y ^ que l'équation 
contient de coqfficiens indéterminés. Mais on ne peut pas SB 
donner un plus grand nombre de couples ( n® iSa ). Uéquci^n • 
ainsi formée, est satisfaite par une infinité d autres couples, . 
car , chaque valeur arbitraire de Tune des inconnues , conduit à 
une ou plusieurs valeurs de l'autre inconnue. 

i56. Lorsquon a formé deux équations entre x e^y, qui ' 
admettent des valeurs déterminées de x et y , il peut exister - 
Vautres couples de valeurs de x et y, qui satisfont en même 
temps aux équations données; mais (9n démontrera ( n* iSg ) , 
que lorsque les premiers membres de ces équations rContpasde 
commun diviseur , le nombre des solutions communes est tour* ^ 
jours limité. Occupons-nous de la recherche de ces solutions, ^. 
et traitons les équations formées dans lesn°' i53 et ifi4* 

157. 1*"^ Exemple. Pour trouver toutes les solution» com-* *^ 
munes aux équations. . . 

5 
(i)...x» -+-j^*— 5 = 0; (a)...x» -H- a7--<-^» = o...(iiOi53). 

On résoudra l'équation (1) par rapport i x-, ce quidonncn 

a:.-=. V^ 5 — y*, La substitution de c«tte valeur de x dans réqn»- * 

tion (a), donnera j' \/5 — y''= — 2. En quarrant les deux mcm- ^. 
bres, ilvicndraj^*(5— ^')=4. Si Ion résout cette dernier» ^ 
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iqaation^ en regardantj^ comme rinconnue , on troavera3/''=:4 
%ty*=^ 1 ; d'où^ssrfca ety=±: i , Pour obtenir la valeur de x 
qui répond àjr=a , on fera^=2 dans les équations (1) et (2) ; 
ce qui donnera a:*— 1 =0 et a;* + 5 x+4 = o ; la racine com- 
nrane i ces deux dernièrei équations est— 1 ( n^ 146 )• ^^r 
sorte que ^==2, et x= — 1 satisfont aux équations (i) et (a). 
Opérant de la même manière sur les trois autres valeurs dey , 
on trouvera que les équations (i) et (a) , admettent ces quatre 
•dations communes... 

Ce qui s'accorde avec les résultats du n® i53. 
On peut simplifier les calculs précédons , car en égalant les 
valeurs de x^+y^ tirées des équations (1) et (a), on trouve 

m * 

â:=— -. La substitution decettevaleur de a;dansréquation(] )^ 
ionney* (5— j'*)=4; d'oùy=±a et^=±i. La substi- 
tution de ces valeurs de y , dans l'équation x= — - i conduit 

anx quatre solutions des équations (1) et (a). 

i58. a*. Exemple. S'il s'agit de calculer les valeurs de xety, 
qat satisfont en même temps aux équations... 
(7)...«»-4-îi«7r.*.jr« — 1 = 0; (8)...a:*— y* — e^- — 9=o...(noi54); 
on résoudra l'équation (8) par rapport à j:; ce qui donnera 
«= V^y + Sy + 9~y+3 (*). La substitution de cette valeur 
de X , dans l'équation (7) , donneraj^* + Sj' + a = o. On en dé- 
duira jr=—i etj^:= — a. Or a; ==y 4- 3; les valeurs corres- 

(*) La Talenr ar:= — (y-f.3), doit être rejelce , car elle .rëdtiit l'e'qna^ 
tien (7) , à 8 = o. On «erait condait au même résultat en substituant pour 

* sa valeur générale Vj '+ ^H"9> **' Téquation (7) deviendrait. . . 

Pour faire disparaître le radical , on laisserait ce radical seul dans JÙk 

membre ; ce qui donnerait yvx* "f" ^X "♦" 9 ^^ "~^* *~ %^ ""■ 4* El^*"^ 
cha<jue membn! au quarré, on obtiendrait Téquation finalcj^» -»- 3 j^ -f- 1 =: e* 
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pondantes de x sont donc -f-a et-^- 1. Ce qni s'accorda ayec 
Texemple du n^ i54- 

169. Pour apercevoir quel peut être le àe^è de téquoiion 
Jinale qui résulte de t élimination dune inconnue entre deux 
équations et deux inconnues,^ Tune du degré m, t autre du 
degré n ^ on considérera les équations de cette espèce . . . 

(3)...{x-.(a,-|-&,y) } {jT — (a.-t-%)}. . .{*-(fl«-*-*«X*))= o, 

dans lesquelles aub^f a^, b^y etc. , tti,Cî , u^,C^, etc« , sont 
des nombres connus. Si Ton effectuait les multiplications indir 
quées^ on obtiendrait deux équations de la forme des équations 
(1) et (a) du n^ 128. Or on satisfera aux. équations X^) 
et (4) , en égalant à zéro Tun quelconque des facteurs da 
premier membre de chaque équation. Par exemple , en pre- 
nant l'équation x — (tf,-f-ii J') = o , et l'une quelconque des n 
équations x — (ati + ^1 J^) = o , x — («a -J- Cg^y) = o, etc. , on 
aura deux équations entre x, y , qui déteniiineront une sdiir 
tion des équation9 (3) et (4). De sorte que chaque facteur de 
l'équation {3), donnera» solutions des équations proposées! Qr 
des valeurs de o; et y qui ne réduiraient pas un facteur de 
chaque équation à zéro^ ne satisferaient pas aux équation! 
proposées. Les équations (3) et (4) ne peuvent donc admettra 
au plus que m X n solutions communes, L^ équation Jinale en J 
ou en X , ne sera donc jamais dun degré supérieur à m X n (^ 
Examinons les difFérens cas qui peuvent se présenter. 

1 60 . 1 * . Lorsquen égalant à zéro tun quelconque desfacteur$ • 
de t équation (3) et Vun des facteurs de V équation (4) » k* 
'deux équations du premier degré qui en résultent ^ ne sont 
pas contradictoires y on obtient nm solutions des équations 



O On démontrera (n* 5o6) , qae cette propriété couvient k deazéq»*^ 
lions quelconques entre ^ ^ .J^* 



/ 



» . ^ A 
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^1 froposées, et chaque équation Jinale est dit degré mn. Par 
exemple ^ les équations. . . 

si (i).. .X» — a;rx-+-(jr>— i)=o ; (a). . .a:*4-a(j^— 5)x-4-(y'— *o^-l-ai) = o. 

;^| réflolnes par rapport à x , donnent. . . ^ 
De sorte que ces équations reviennent à. . . 

On satisfera donc à ces équations des quatre manières 
mirantes^. . 



Ces ^équations prises deux à deux, donnentjr=iy ^^ = 3» 
jf = A ,^ =34; les valeurs correspondantes de x sont a, 4»^^^ 
5. L'équation finale en y est donc (^ — 1) ( y — 3) Çy — a) 
X(y— 4) = o# ou jr*— lOjr'-l-SS jr* — Soj' + ^4 = o- ^^ ^'^ 
quaiion finale en x est (jc — a) (x — 4) («^ — 1) (^ — 3) = o. 
' i€i • A*. Quand les facteurs combinés deux à deux, donnent 
ies équations contradictoires, les racines de ces équations 
se font plus partie des racines de chaque équation finale , de 
sorte qufi le degré de Péquaùon finale devient moindre que 
mXii* Les équations. . . 

n admettent que mn — a ^ ou a , solutions communes , car 
résolues par rapport à x^ elles donnent. . . 

{*-Cr-^0}{*-(3-H^)}=oi(x-.(y-i)}{x-(6-4.y)} = o, 
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s\ On satisfera donc à ces équations en supposant. • . 

s\ on X =jr -4- 1 , ar=6-H^j oux=i 3 -Hj^, xs=6 -t-j-. 

Les deux premières couples d'équations donnent x = 3 , 
y=a, oux==7,^=4. Les deux autres systèmes d équa- 
tions du premier degré, sont incompatibles , car ils donnent 
I =6 ou 3^= 6. Les équations (i) et (a) n'admettent donc; 
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que deux solutions. De sorte qtie Tequation finale en y est. . J 
^_2) (j^ _ 4) = o , ouy — Gy + 8 = o. 

163. 3**. Lorsque toutes les équations du premier degré, prises 
deux à deux , sont contradictoires , les équations proposées 
n'admettent aucune solution commune. Les équations. . . 

(«I)... jr«— 4/a:H-4)r* — 1 = 0» * ' I 

{a)...x«-.(4/4-5)a:-H a(aj^'-+-5)r-i-3)=:o, ^ 

sont de cette espèce » cai elles donnent. . . 

et les facteurs égalés à zéro , conduisent aux résultats absurdes 
i=3,i=a, — 1=3, — x = a. 

i63. 4^. Enfin , lorsquelparmi les facteurs de tune des éqwt ^ 
fions y Use trouve des facteurs égaux à ceux de la seconde , 
les équation^ proposées admettent une infinité de solutions ^ ^b* '■ 
sorte que P équation finale est identique. Les équations. • . * , 

(lY... (jr— jr)(xH-^— i)(x-4-/-hi)=:o, » 

jouissent de cette propriété, car pour y satisfaire il suffit de poser ;■ 
xz=y. Les solutions qui ne sont pas dues au facteur (^—-y)9 < 
sont fournies par les équations. . ^ 
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Ces équations donnent les deux couples ^ = — i,xî=a> 
3^^=— a, x=i. Les autres combinaisons de facteurs , ^con* 
duisent Â des équations contradictoires. 

1 64. Remarque. On peut observer que les valeurs de 3f çb* ^ 
tisfont à deux équations entre deux inconnues x et y, sont 
qui y substituées dans ces équations, introduisent un fadteat 
commtt/ie/ix. Par exemple, dans les équations (1) et (a) d^.^ 
n* 160, la valeur ^= 1 , réduit les facteurs x — (y+i) 
a:— (3 — j') , à x — 3; de sorte que^==i , introduit le fao-i 
teur {x — fl) dans chaque équation j or = a réduit ce facteur'^ 
commun à zéro ; et par cette raison, les valeurs j^ = 1 , .x= !i| ^ 
satisfont aux équations proposées. Cette propriété condufrl^ 
naturellement au procédé à Taide . duquel on peut éliminet^ 
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ttne incowuer entre deux équations et deux inconnues dun 
degré quelconque. 

}65. Ces préliminaires sufEsent pour donner une idée do 
Il théorie générale des équations. Occupons -nous de cette 
théorie. La marche qui paraîtrait la plus naturelle ^ serait de 
commencer par les équations à une seule inconnue; ufiais la' 
recherche des racines incommensurables de ces équations ^ 
exigeant que Ton sache éliminer une inconnue entre deux 
équations et deux inconnues d*un degré quelconque^ nou» 
1009 occuperons d'abord de la théorie de l'élimination. 

ÉLIMINATION. 

]G6. Lorsqu'on a deux équations entre deux inconnues, le 
wujyen le plus naturel d'éliminer une de ces inconnues , est 
de tirer de l'une dès équations la valeur de l'inconnue que 
ton veut éliminer; la valeur de cette inconnue , substituée dans 
loutre équation , donne une équation qui ne renferme plus 
Çtt'une seule inconnue (n? i5'jf. Cette équation e^tTÉQVkTloS 
nuLE. Ainsi ^ quand on élimine x entre les équations (i) 
tt (a) dun* 167, Y équation finale en y est y* (5 — ^y*) =4- Et 
dans l'exemple du no i58 , Y équation finale est^*-f-2^-+-fl = o. 

167. Ce procédé donnera Yéquationfinale , quand on pourra 
tirer de Fane des équations , la valeur de l'inconnue qu'on 
Teut éliminer. Mais cette opération n'étant pas toujours pos- 
sible (^) , il faut chercher une méthode plus générale. Nous 
ferons d^abord connutre une notation qui jettera un grand jour 
fur ia théorie de Yélimination, 

168. Pour exprimer que 2a valeur d'une quantité dépend 
de celle d'une autre quantité , on dit que la première est 
VOtiCTiOfi de laseconde. Par exemple, dans l'équation j^=j:-f-i » 
h valeur de jr dépendant de celle de x, on dit que y est 

(*) On n^ett pat cacore parvtna à résoudre géacndcment lei ^uatiom qoi 
It quatrièae àtp:4s 
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fonction de jtf , et l'on écrit yz^F(x). Lorsqu'on veuicôH^ 
sidérer dans un même calcul y des- fonctions différentes , Ofi 
les distingue par la forme de la lettre F , et quand des fonc^ 
iions sont composées de la même manière , on conserve lé 
même signe de fonction. Ainsi , F(xy^ f(p^^ et f (x) , déâ-* 
gnent des fonctions différentes de x , tandis que FÇx) et F(z) , 
indiquent deâ fonctions composées de la même manière , Fane 
eux et l'autre ens; de sorte que F (s) est ce que détient 
F(x), quand on, change x en z. Par exemple. . . 

F(x) =x*— I , donne F(z) =«■ — !, Fia) = a»— i, fQ^^ = Q-^ — 

1S9. Pour représenter deux équations quelconques entré 
deux inconnues , on écrira donc. . . F (x,y ) = o , f(x,y)=o. 
Les expressiojisFÇXyy) et{(x, y) représenteront deuxpoly nomes 
composés d'une manière quelconque en x et en y. Lorsqu'à» 
voudra exprimer que l'on aura substitué pour y un nombre 
quelconque C , on écrira. F (x,C) et f (x , C) . Par exemple , ri 
le» éq^ations proposées sont . . i 

(i;... x^-^jr* — 5 = Cl (a) . . . a:» -h x^-f^» =:o...(n« i57)- 

On représentera les premiers membres par F(x,y^ ^^f(p^^) i 
ce qui donnera ... 

Substituant pour jr le nombre a, on aura. . . 

^(x,^) t=:x«-Ha»--r5j /(x,a) ss; X* -♦- - x.a-Hi». 
Faisant x = — 1 , ces fonctions deviendront. ... 

OU I en effectuant les calculs indiqués ... 

Les hypothèses j^ := a , x = — 1 , réduisapt les premifffi j 
membres des équations (1) et (a: à zéro, ces valeurs de ^ J 
et y donnent uaq solution des équations (1} et (a). -] 
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170. En général ^ lorsque x==ùl et y:=^C, représentent une solu-* 
tion des équations F (x,y) =0 , f(x,y)= o; la substitution 
de ces valeurs de x et y, dans les fonctions proposées , 
rend ces fonctions identiquement nulles ; de sorte que l'on a 
F (ie,C) #3 o ; f (*,C) s^ o. Et réciproquement ^ lorsque les 
fypothèsesx = «t, y = C ^rendent les fonctions F(x,y), f(x,y), 
id&ttiquèment nulles , ces valeurs de x et y donnent una 
solution des équations F (x,jy^= o, f(x,y) = o. On dit quo 
fietC , sont RACINES de ceg équations (n* 1128). Ainsi : 

171 . Résoudre deux équations entre deux inconnues xetj^ 
c'est trouver toutes les couples de valeurs dex et de y, qui 
jouissent de la propriété de rendre les deux membres idenn 
tiques. On suppose que les équations proposées ne contien<- 
nent que des puissances entières positives des inconnues , et . 
que tous les tenues sont passés dans le premier membre ; de 
sorte que le second membre est zéro. Il s'agit donc de trou^ 
ye( les valeurs de x et de y qui réduisent les premiers mem^ 
bres à z^ro, 

17a. Ces conventions établies , voyons conimenton peut éli" 
jtdner une inconnue entre les équations. . . 

Si Ton savait résoudre Tune des équations par rapport à 
Tone des inconnues , la substitution de la valeur de cette in- 
connue dans Tautre équation , coj^uirait à Yéquation finale 
(n^ 166). Cette équation donneraiVtoutes les valeurs de Tin- 
connue , et n*en pourrait pas donner d'autres. L'équation qui 
jouira de cette propriété , sera donc Yéquation finale. La 
recherche de l'équation finale offrant des difficultés^ nous 
Terrons» d'abord comment on peut obtenir toutes le^ solu- 
tions communes aux équations proposées. Nous en déduirons 
lecpiation finale. * 

173. Les valeurs de x et de y qui satisfont aux équa- 
ions (i) et (2) , devant rendre les premiers membres iden-^ 
^^^m^nt m^h ( ^* 170 ) , si a: == « et j' =; C, satisfont 
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à ces équations > on aura. . . 

Au lieu de substituer simultanément les valeurs de x -et 
dej^^ on peut mettre d*abord la valeur de^ et ensuite ceUa 
de a;^ les résultats sont .les mêmes. Supposant j^= C , dans 
les équations (i) et (a) , les fonctions FÇx^y) et fÇ^^y), 
deviennent F(x,C) et/(a;,C). Ces fonctions de x sont divi- 
sibles par (x-^ et) y car elles doivent se réduire à zéro^ lorsr 
qu'on met «& au lieu de x (n° i36). Les valeursdej^ quisatisfont 
aux équations (i) et (a), jouissent donc de la propriété , lors* 
qu on les substitue dans F{x,y) et dans fj^x^y) , d'introduire 
un commun diviseur (x— fit), entre les résultats F (a:,C). et 
/(a7,C). Mais une valeur de jr telle que ^, qui n'introduirait 
pas de commun diviseur entre F(x,i) et fÇx^ ^) , ne satisferait 
pas aux équations (i) et (2) , car aucune valeur de xne pourrait 
réduire en même temps F(x, ^) et fÇXfi") à zéro (n® l36 ). Les 
seules Valeurs de y qui puissent satisfaire aux équations 
F (x, y) = G , f (x, y) = , sont donc celles qui substituées 
dans F (x,y) et f (x,y) , introduisent un commun diviseii^ en 
X, entre les fonctions de x qui en résultent; et toutes les 
valeurs de y qui introduisent un commun diviseur en X,' 
sont bonnes ; ce qui s'accorde avec la Remarque du n* i64* 
Par conséquent, si après avoir ordonné les polynômes FÇpç^), 
f(^x,y) , suivant les puissanc,es décroissantes de x, on cherche 
le plus grand cotnmun diviseur entre ces polynômes ; lorsqu'on 
sera parvenu à un restH/î, indépendant de x, toutes les 
valeurs de y , qui satisfont aux équations proposées , rédui- 
ront ce reste à zéro. L' équation K-^z o , donnera donc toutes 
les valeurs de y , qui satisfont aux équations (1) e* (a) • 

174* On peut encore le démontrer de cette autre manièrep 
Si les équations proposées sont. . . 

(i)#. . X* -f- px^ •+- qx* -f* rx •+- s = o 5 (a). . . x^-hp^* 4-4F/c+r/=o.(*) 

(*) Les raisonnemens que nons ferons sur ces équations , seront vp^ 
cuLUs h des équations d'un degré' ^^elconque^ p,g, r,s, pj,q^, r^, État 
di-s fendions de y, qui ne lenfermcut que des puissancet entières positif*. 

Oft 
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On ditùera cr^ ^ etc. , par oi? + «te. ; ce qui donnera un 
quotient Q , avec un reste de la forme oof '^bx'^c. Dans 
la division de x' -|- p/c* + etc. , par aa:*-(- 6a:+ c , on ne* 
parviendra au reste du premier degré en x » qu'après avoir 
calculé deux termes au quotient ; mais pour que ce quotient 
ne contienne que des puissances positives de y ^ il faut , i 
diaqae division , multiplier le dividende par a ; on devra 
donc .midtiplier le dividende x^ +P/ ^ + tlo.^ par a^ 
La division de ûf( a? +p>x* + q/r+r^) , par «x* + bx + c; 
donnera un quotient Q^^ et un reste a^+^z* Enfin, la di-* 
non de a^^^ax^-^bx^^c) par a/x: +&^> donnera un quo- 
tient Qg et un reste R , indépendant de x. Indiquant la preuva 
ie chaque division» on aura. . . 

(D (rH-pjpï ^. etc.) zz (x* 4- T/** + ctc.)Ç 4- («*• +*«••" «)• 

(^..«»(jr> -•- p/r» + etc.) =: (ax* 4- &x •♦- c) Ç, -♦- (fl/r -f- b^) j 
©...fl;^«(tfx« -f- &x -♦- c) = (fl/c -♦- ^ J Ç^ + jR. 

Cela poeé ; les équations (3) » (/Q ^ (5) , démontrent qna 
aixsca et^rs^, satisfont aux équations (i) et (a), ces 
valeurs de x ^ty, réduiront les restes ax*4-&^+c> a/jc+b^ et 
Ri à zéro. Par conséquent , les valeurs dexetj qui satis-^ 
font aux équations proposées , réduisent deux restes consé^ 
CÊitifs quelconques, et par conséquent tous les restes , à zéro. 
Des Videurs de x et y qui ne réduiraient pas deux rester 
consécut^s à zéro , ne pourraient donc pas satisfaire aujn 
équations primitives. On devra donc rejeter ces valeurs. 

lyS. La réciproque est fausse » des valeurs dexetj qui 
réduisent deux restes consécutifs à zéro , peuvent ne pas satis^ 
faire aux équations primitives. En effet , si « = « et jr= C^ 
réduisent <i/r+ 6^ , et R à zéro ; Téquation (5) démontre que 
ces valeurs de x et ^ réduiront a*{aji^ ^ bx-^c) à. zéro ^ 
ax* -^ &x4* c pourra ne pas être réduit à zéro , car yzszC^ 



àt jr \ àe forte qa'en donnant ïtjr une valenr ^elconque , chacnne de cet 
flMictioni 'prend nne valenr d(f terminée et finie. Il n>n serait pat de même 
à les ëgnations (t) et (a) contenaient des dénominateurs en j^ , car une 
fdeor finie de jr pourc«it rendre infini l'iia des coefficiens p, ^9 «te. 

Jlgèbre. T. II, 7 
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peut réduire a^ à zéro^ remontant aux équations {4) ®^ (^ » 
on voit que les .premier^ membrei des équations (1) et (9) 
peuvent ne pas devenir nuls. 

176. Si R désigne le reste indépendant de x; toutes les 
nmleurs de j qui satisferont aux équations proposées , réduis 
vont R à zéro ( tP 174) ; mais parmi les valeurs de y qui 
réduiront R à zéro', il pourra s'en trouver qui ne àonuien' 
dront pas aux équations proposées (n®i75). fc'éqnationt 
/{ = o est donc quelquefois compliquée de facteurs étran-' 
gers ; cette équation n*est donc pas toujours Téquation Cuude 
Cn*î 17a). 

177. Pour reconnaître siune valeur y^di, tirée de t équation' 
R r= o ^ satisfait aux équations primitives F (x^ y) = o et 
T(x,y)=o, on fera yz=C , dans F (x, y) et dans f (x, y). Lorsque 
les résultats, F(x,^), f(x,C), auront un commun divi- 
seur ^ (x), la valeur y = C sera bonne, car combinée avec 
l'une quelconque des valeurs de x , qui réduisent ç (x} à zéro» 
elle réduira F{x,y) ^tf(jx:,y) i zéro. Quand F (x, Q et 
f (x,C) , tC auront pas de commun diviseur en x ,. la valeur 
y~C ne conviendra pas aux équations proposées , car subsii* 
tuée dans ces équations , elle donnera deux résultats qui ne 
pourront pas être réduits â zéro par une même valeur de x 
(nOi36). 

1 7$. Lorsque C, C^ C„, etc., y ^ y^^ y^j etc. ,, étant les racines- de Péqita- 
tion K = ; C , C^ , C^ , etc. , désignent les valeurs de y gui satisfont 
aux équatiorfs proposées , et y, y, , yj,, etc., les valeurs de y qui sont 
étrangères à ces équations ; l'Équâtiou finale en y est,,, 
( y— C ) ( y — C^ ) (y — C,, ) etc. =0. On peut déduire cette équation 
de t équation R 8 o , en divisant R par le produit T y "" >) (j "" >/) e^c, , 
des facteurs qui correspondant aux valeurs^ étrangères de y, 

179. Quand le reste R» indépendant de x, n'a aucuns- 
facteurs communs avec les coefficiens a^ a^.^ des premiers 
termes des dwiseurs ; R = o est V équation finale ; et les 
valeurs de x et de y qui réduisent deux restes consécutifs 
quelconques' à téro , donnent toutes lès solutions des équa-^ 
lions primitives. En effet ; soit proposé d'éliminer x entrç 
les équations (l) et (d) du 'n<*' 174. On sera conduit aux équa^ 
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tiona (3), (4)> (5), du.n^ 174* «tles jBolutions des équations 
(1) et (a) , satisferoat aux équation^. .,.■■■. 

nsaiBt donc de faire voir que toutes les solutions des équa-> 
tiona (6) , (7) et (8) , conviennent aux équafions (1) et ^i). 
Cela li'ofiPre aucune difficulté ; en effet , si' x = « et^ =''^> 
sol^ont.aiix équations. (7) et (8) » il résulte des équations 
(5) que ces valeurs de x et y réduiront , a/ (ax^-l-fta? + c) 4 
zéro. Mai8^^= C ne réduit pas a^ à zéro-, car R et a, , n'ont 
aacmis '|a<^eurs communs ;./ax* -f- bx-^c est donc réduit.. ^ 
léro. Û9.prouiverg de la même manière, en remontant succesff 
sTvêment aux équations (4) et (3), que la couple x^sa ^ y^^^ 
réduit a;^-+Rp>r*-+-9/C + K/ st a^ '{^ ptx? r{* qx^ ^rx -^s 
à séro..,Ceqtui démontra (e principe énoncé, 

180. Une valeur de y ^ tirée de V équation R=0 9 est 
donc' bonne y lorsqu'elle ne réduit à téro aucun des coefficiens 
a, a^jj des premiers termes des diviseurs. 

181. |On verra de la même manière , que lorsque le reste R, 
indépendant dex^ n'a aucuns facteurs communs avec le coef" 
Jkiént du premier ternie de chaque diviseur, les valeurs de jç- 

et de y • qui réduisent deux restes consécutifs quelconques 
R^ , R^^ à zéro ^ sont les mêmes que celles qui satisfont aux 
équations proposées. De sorte que pour résoudre ces équa^ 
tions y il' suffit de calculer les solutions des équations plu4 
simples , Zî^ = o , /{^, = o. 

18a. Les mêjp^es propriétés conviennent aux équatiafns dans 

le^qtàeil^ le- coeJficient.de la plus haute puissance de x, n'est pas 

f l'i^nitéy Oi\ ojHient chaque terme du premier quotient en 

multipliant Ic^ dividende par le coefficient du premier terme 

4a diseur. .. , ■ . , • : î " 

i83.< Qucmd -on connatt toutes les solutions communes à 
deux :équatio!ns -^nlre deux inconnues , il est facile de calr 
culer^ VréquaJtion fin^ qui résulterait de l'élimination de l'un^ 
quelcojtgue 4^fi inconnues entre les équations proposées* £ol 
effet j si les n couples^ ji^ = 4^^^^ =3 Ct^^x^ct^ry-^^^» > * • * ^ 
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ar""Yf„^jf=gn> satisfont aiaéquarionBF(x,j^)=o,/'(j:,jf) 

et si aucunes autres yalenrs de x €t'y ne peuyent sati^ûre 1 ]< 

ces équations; l'équation finale en x sera, ... js 

(x— «,) (a: — rta)(x— «s). - -(a: — «•) = o, ^ 

€tVéquationfruUcenjtsera.,,(j^^Cj)(j'^C»)...(y'^Cm)sso, \ 

I 

' Lorsque C, = C^ > l'équation finale en jr / contient le £ie-« j 
teur (y — C^Y ; et les valeurs de a:> correspondantesà^ ^sCi» ; 
•Dnt 4, et fie*. j 

184* £n général : si p valeurs de x correspondent â jrasC; 
t équation finale en y contiendra le facteur {j^*Cy. D» 
sorte que Y équation finale en x est toujours du même degtt 
que t équation finale enj. 

Appliquons cette théorie générale à des ex^npleSi. 

i85. i*' Exemple, Pour éliminer x entre les éqnatioDft... 

5 

On opérera comme si l'on cherchait le plus grand conumin 
diviseur entre les premiers membres de ces équations. Le divi- 
seur du premier degré en x aéra y a:+ 2 ^ et le reste indépendant 
'de X X égalé à zéro , donnera j^-»5j^' -4-4 =o* Cette équatbn 
sera V équation finale en y , car le reste j^ — 5j^*-)-4 &*& aucims 
facteurs communs avec lescoeificiens 1 et^ des premiers tenuM 
des diviseurs. Toutes les solutions des équations (1) et (a) seront 
donc fournies par les équations 

(3^..jri— 5y»-f-4 = oj (4}..o^j:^si=:o...(a« 181). 

L*éqaation (3) doBne(n''i57 ).*,j^=a,y=--a,^asi , " 
j^:=:«— 1 } les valeurs i:orrespondantes de x, déduites de Téqua- ■ 
tion (iô * '^^^ — 1 r + 1 > ;— a et +a. De sorte que Véquatm 
finale eux y est (x+i ) (x — 1) (or-j-a) (a; — a )=:o,oa . 
j4_5a*4.4=o. Pour obtenir directement cette éqnation,]1 "_ 
euf&rait d'ordonner les premiers membres des équations ( i) et (fl)» 4 
suivant les puissances décroissantes de y. Le reste du premier r^ 
degré en ^, serait xy+a> et le reste indépendant de ^ égalé 4 F 
fféro » donnerait l'équation finale o^— S jf 4*4^= ^* ^ 
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On pent obaerf er qae pour déduire l'équation finale en or , da 

Téquation finale enjr^ il suffit de changer^ dans cette dernière, jp 

en X. Cela devait nécassairement arriver, car x et jf entrent da 

la même manière dans les équations (i) et (a) , (n^ ^44 )• 

La règ^e du n® 177 , conduit plus longuement aux mêmes 
résultats, car pour copnaître si jir= a satisfait aux équations (i) 
et (fl) , on fera jy=â dans les premiers membres de ces équ»« 
tions; les résultats x*— -1 , a:*-|-5x-f*4> ayant un commua 
^viseur x-f-i > la Talenr de jr est bonne ; la valeur correspon*- 
dante de x est fournie par Téquation ar-{- 1=0. De sorte qu« 
la conple jr:=3 , a? =— i > satisfait aux équations (1) et (a). Oïl 
verrait de même que les trois autres solutions des équations pro- 
posées sont fournies par les trcMs couples . . . 
y=-— 2,X5ii;jf=i,x=— a;jp=:— 1, x=+3* 

186. â* Exempte. Si l'on élimine x entre les équations (1) 
et (a) du n^ 1 60 , le reste R^ du premier degré en x, et le resta R 

'indépendant de j&^ égalés i zéro, donneront... 

L^équation ff=o, estréquâtîon finale eny, carie reste/?, 
n'a ancâns facteui-s communs avec les eoefficiens 1 et 5— a^ , 
des premiers termes des diviseurs. Essayant tes <Eviseur^e a4 » 
on varra que les racines de l'équation A=ra, sont 1, a, 3 
^ 4- ^^ vrieur» correspondantes de x, déduites de Téquatioii 
A^taio> sont 3* ^ 1 ^ 4 ^ 3- Ce qui »*accorde avec les résultat» 
du n* i6a. 

187. 3* Exemple. Pour éliminer x entre Içs équations... 

' «» i^ ajrjr-f. (y-« — i) = o ; ar»— (/» H- G^ + 9) == o. . ." (ne i58) ,. 

On avisera x'+^xj^+Qy* — 1), par x*— (jf^+Sy+g ) 
et supprimant le facteur a, commun à tous les termes du 
Teste , on sera conduit à diviser x* — ( j^ + 6^ -f" 9 ) > P^r 
yH-(y*+2F>r+4). Le reste 8 (j^"+3y + a) , n'ayant aucun» 
£ictein communs avec les coeiEcîens 1 et y dès premiers terme» 
des diviseurs , Véquation finale en y sera ( iif*^ 173 ) . . « 
y*-+-3^-t-a=o. On endéduiray=— a etj^=:— 1. LasubstU 
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tutioD de c'es fakurs de^, dans Véqfaaâi(myx^(y^^^9]^4t)' 
donqera xss i .«t xss*. De «otte -que l'équation -finale en- i? 
eera(a?— i)(a:-4a) = o, ou X*— 3ap+a = o. ■ 

188^ 4^ Exemple:^ Si les équations proposées sont... ••'• 

..^. ... t- ^ «•■■.■'-! 

■ • ... ,. -■.»«(•'» 

Je diviseur 4u. premier degré. en ;c sera ^?+i)a:*-7(y*+3y-rU> 
et le r^/ey-f-j2jr y n'ayant aucuns facteurs, çommnns. fi^ec les 
çoelficiens 1 ety^i , du preniier. terfuejdej chaque divifurar; 
^*+ay =Oi8era Yéquation finaU*mj ^ ( n® 179 )> Les yalain 
des iaeofuiu^s ^rontdonc déterminée^ par les équatioqs*.. 1 , 

La première donnejr=o et j^=T- 3. Les yaleiv» cqjrrcspon:- 
iâantes de x , fournies par la seconde équation « sont -^.1 et -h ' * 
Inéquation finale ^en x , est donc. .(a:+i) (x— 1)==0. 

189. 5* ^a?6/n/7/ff. Lonqu'il's*agit (les équatipiias^;..^.,. .. • .'f 

X» — ayx -f- 8 = o i a;? — ajr» -4- i4 =: oj 

2e diviseur du premier degré, enx^çtyx— ^*-|-3,^ejtlereste 
indépendantde x estj^-— JBj'*--9; Ce reste n'ayant aucuns fiio- 
teurs communs aveq les cbefiiciens.iet^ du premier: terme da 
chaque diviseur, I Vf uatfpTi^no/e enj est jf*— .8^—9 =©• 
Les rapines de cette équation sont*+-5,-f- 3,+ Kr^l et— t/ 7—1- 
La substitution de ces valeurs Aey ^ dajos ^'équation. . •- 

yx— y*+3=o, donne+ a,— 2, +4 V/^ et —4 V^^rpour les ■ 
valeurs correspondantes de x (*). VéqiLaûonfihâléVenit:^ est 

donc (x— a) (a?+a)(a:— 44/^)(x + 4ï/^);=iO, ou 

x^+iax* — 64=0. 

- 190. 6* Exemple. Pour donner un exemple du cas où le 

(♦) Pour résoudre rëg[uatiQii f* — 8^* — 9 === o j on regarde j^ , conme 

riaconnue , ce qui douneT"» = 9 tty* xs-7. i j d'oii^ ssdti cty =*£ r *"■* 
On obtient les yaleurs correspondantes de x^ en observant que..*. 

,/^ — : =— V/^^...(no4o). 
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teste itidépendarU dex^ égalé à zéro, n'est pas réquation finale, 
on éliminera xeatie les équations. . • 

(i). . .(X — i)jc» -4-rtr + »)*• H- (3r* 4- J — a) a: -f. ajr = o î 

^e qui conduira au diyisear (y •— i) x + ^y» le reste indien* 
dant de x sera^*— i . Ce reste ayant un commun diviseur (y — i ), 
avec le coefEcient du premier terme de chaque diviseur , Téqua- 
tion j^— 1=0, peut contenir des valeurs de^ étrangères aux 
équations proposées. Et en effet; les couples qui satisfont à ces 
équations , doivent convenir auxéqvations... 

(3)...jr» — is»0 5 (4)...(jr— i)x-f.ajr=o. 

L'équation (3) donne jf=+ 1 et^=— i . La valeur + 1 , de 
y, doit être rejetée , car elle réduit l'équation (4) à a=o. Lsl 
râleur— »i de j^ est bonne, car elle ne réduit à zéro aucuns d«s 
coeiHciens des premiers termes des diviseurs ; faisant ^=r—- 1 ^ 
dans l'équation (4) » la valeur correspondante de x sera — i . De 
sorte que les équations (i) et (2) n'admettent que la solution 
coniiQnnej^=— 1 ^ x^=^^^i, L* équation Jinale en y est donc 
j'-l- 1 =0 , et Yéquationjinale en x est x-|- 1 = o- 

igi . Si l'on élimine x entre les équations du n^ 161 , le reste 
indépendant de x et le reste du premier degré en x ^ égalés à 

zéro . donneront... 

• ' ■ . \ ■ ' ■ 

On en déduira les deux couples y = a,x=3;j'=4>^=7» 
L'élimination de x , entre les équations (1) et (2} , du n"* 16a , 
conduit à un reste numérique; ces équations sont donc contra- 
dictoires , car les valeur^ ^^ y» V^^ conviennent aux équations 
proposées, devraient réduire ce reste à zéro. Enfin , si Ton veut 
un exemple , du cas où les équations admettent une infinité de 
solutions communes, on éliminera x entre les équations (1 ) et (a) 
dn n* i63 j à cet effet, on effectuera les multiplications indi- 
quées dans les premiers membres de ces équations ; ce qui don- 
nera... 

(3) . . . x^ -hyx^ — (i -t-r*)^ + Cr — r') = ^ » 
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La recherche du plus grand commun diTÎâeor entre ces £0116^ 
tions de xety , conduira à un reste indépendant de x qui seul 
identiquement nul. Ce qui indique , que la valeur de jr est indé^ 
terminée. Et en effet ; les premiers membres des équations 
proposées ayant un facteur communx— ^, on satisfera à cet 
équations en donnant des valeurs arbitraires à y, tt prenant 
x=y. 

iga. La recherche des racines des équations F{x^ ) =: o ,/"( x^ ) != e » 
se réduisant à déterminer les valeors de l'une des inconnoes cpii introduis^ 
un commun diviseur fonction de Tantre încdanue , entre F\x^) ^f(*iy)p 
on devra profiter des simplifications suivantes : 

193. Lorsque parmjiles restes successifs , on apercevra un faeteurrf 
commun à tous les termes de l'un de ces restes ; on eherchex^L /es vaUuft 
de % et de y , qui réduiront ce reste à zéro. On prendra eaUeê dé eei 
valeurs qui satisferont aux équations proposées» Pour obt&iir Mt 
autres couples , on supprimera le facteur P dans le reste oit ^ f^ 
trouve, et l'on continuera a diviser les restes successifs les wns pàf 
ies autres , en ayant soin de supprimer les facteurs que ' Pon pomrfê 
découvrir dans chaque reste. Parvenu au reste indépendant de tuMê 
des inconnues , ce reste et le reste précédent , égalés à zéro , donnent 
des valeurs de x ety, parmi lesquelles on choisira celles qui eoni^ttl^ 
nent aux équations primitives. Les valeurs de x ety , ainsi déterminéetf 
donneront toutes les solutions des équations proposées. Çmand UMê 
valeur de x ou de y réduira plusieurs restes consécutifs h eérOf poat 
découvrir la valeur correspondante de Vautre inconnue , on remonHM 
au premier reste qui ne sera pas réduit à zéro. Ce reste égalé k xérOf 
donnera la valeur demandée* Voici des exemples, qui présentent dtf 
simplifications de cette espèce. 

ig4> Premier Exemple, Pour obtenir les solutions des éqaatîons 



». •« 



(i)... P^ix^-h^yx' +2jrCr— a)ir-f-(/*— 4) = »$ 
(»). . . Qsnx*'^ ^yx -h (ty* — 5y ■+■ a ) s: o. 

On divisera /> par Q ; le reste ^ = (jr — a) ^ -f- (/• — 4)> «ntauipl 
le facteur ( j^ •— a) , on essaiera les valeurs de x et j^ qui satisfont anS 
équations. . . 

j^— a = o , a:* -f-aya -♦- (a^"» — 5x"-|- 3)= o. 

^ = a , donnera jt* -f- 4^ =: o ; d'oii jr = o et x=<— 4* ^^ ^^°' couplet 
satisfont aux équations (i) et (a). Pour obtenir les antres couples , on divi- 
sera i2', par jr— a j le quotient sera a:-f-.(^-f- a). Divisant Ç, par x .«f- (^H-^)» 
le reste sera jr* — 5/-#- 6. Les équations y^ — 5yH-6 = o,jr-f- (^-^-a)^©, 
donneront y T^a, a: = — 4î.7' = 3,ar = — 5. Ces deux confies satisfont 
ans équations (i) et (a). Les valeurs de x ^^^ donc^ -f-a» -t*3> -4-a,-f% 
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^ kl tileui CMicspondantâf de x » aont o , —4* ^9 — 5. Vé^uation jpnalm 
«i jy est donc... 

(r-a) (J'^-^») (r-a) (r--3) = o , on (3), . . jr4--^s+3<y«— 44^ 

ElVéifnationjfmaU 091 z , est.. . 
(«— o)(x -f4)(*+4)(*4' 5) = o , ou (4)...*4-f-i3 x»+56x« 4-80 jf ssOé 

.Qimd on âii^îne x onjr entre les équations (i) et (3) , sans supprimer 
les faetenn communs contenus dans les restes » on parrient à Téquatiom 
(3) on à rëqnadon(4). 

195. Second Exempte. Si let équations proposées sont. . . 

(a), . .jtM-3Cy— 1)*»+(^«-^ — I )jc4.(jr3— 3;-«— ^ H- 3 ) = o. 

On désignera les premiers membres par P et Q ^ et divisant P par Q , 
h jreete dn second degré en x sera. . . 

ir=— 60r + i)x«+a4 (f-h i)x— îl(/'4-3/«^-Iîy-^-9^ 
Le facteur (^ + 1} cet en éridence dans les deux premiers termes; il est 
donc naturel d^examiner si (/•♦-i) divise j-» -♦- 3f ■ -f- 1 1/ -f- 9- Or jr =; — . i 
réduit oe quatrinome à zéro. La division par j^ + 1 réussira donc (n» i36j. 
làhyputhèeex = •— i , réduisant If à zéro , pour obtenir les valears eorrei- 
pondantca de x, on ferajr ae — i dans Q ; le résultat égalé à zéro sera 
*(«• — 6x -t- 8} = o ; on en déduira ,x = OyX =4» x ^ ^, Les troia 
iplea jr =— I ,x = o;^ = — i, x = 4;^=— i » x = a , satisferont 
ëqnatioDa (1) et (a). Pour obtenir les autres couples , on supprimera 
le fiwtenr — a (^ + 1 ) , dans jR^ ; ce qui conduira à diviser Q , par 
3br« — lax-f- (^» 4. a^ -«- 9). Le reitedn premier degré en x sera. . . 
jr= Sjr (jr-^a)x — lôfC^-f'a). Ce reste contenant le facteur fy(jr-*-a) » 
on calcnlera les valeurs de x et dej* qui satisfont aux équations. . . 

jr(jr-fa) = o;3x« — iax + (jr«4.a/-J-9)=o. 

y=Oy donnera x=: i etx =3;^=:— a, donnera x:=i ctx=:3.Coa 
couples satisfont aux équations (i) et (a). Supprimant dans Bf, le facteirr 
%r^-#-a) , on sera conduit à diviser 3x» — lax + (;r« .4- a jr H- 9) , par C*— «j- 
hsreete enjr sera jr»-f ajr — 3. Les équations jr«4-ajr — 3 ^ o , x— a=o, 
détermineront deux coo|4cs^^=i ^ x=:a ; fiss .*-3 , x=:a , qui satisferont aux 
équations (i) et (3). Les équations (i) et (3) admettent donc les neuf couples... 

jfs=-.i,x^=o;jr==-.i,x = 4;jr=s^i,x=:a$jr==o,xssiS/=o,x=:3) 
r=— a,x=i;jr = — a, x = 3i y = — 3L, x=:aijr3:i,x = 3. 

L'équation finale en y est donc. . . 

lr-^0 (r+OO+o Cr^) (r-o) (^-f.a)(y+3) o-i^) (r^i) := o^ou,. 

(3)... j^ + sir* + 3or» +4ajr«4-3^-.38y*— 4yï«iar^ = »* 



/ 
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■ Et en effet, qnand on ëlimine x , entre les ëqpation» (i)^ et (û) , MVf 
f apprimev les facteurs contenus dans les restes , on parvient k Tëquation (3^ 

196. Lorsque le reste indépendant de x, est un nombre , le$ 
équations proposées sont incompatibles ^ car les valeurs àey, 
qui satisfont à ces équations y doivent réduire le reste indépen- 
dant de X à zéro (h* 1^4 )• ï^es équations (1) et (3) , du n* i6a,* 
sontde cette espèce , car le reste indépendant de x est q4' Aucûno 
iraleur de^ ne pouvant réduire ce reste à zéro • en donnant iy 
des valeurs quelconques , réelles ou imaginaires , dans les pre- 
miers membres des équations (1) et (2) , les fonctions de a? qni f 
en résultent n'ont jamais de coiijmun diviseur en x. Une même 
valeur de X ne peut donc pas réduire ces fonctions à zéro. Les 
équations (1) et (2) sont donc contradictoires. Pour lever tons 
les doutes , on met les équations (1) et (2) , sous cette forme... 

(3) . . .(jr — aj)* — 5(a: — 2j) -f- 6:= o, (4). . .(x — aj)» — 1=0. 

L'équation (4) , donne (x — 2^)=±: 1 ; ces deux vajcursde 
X — Qy , substituées dans l'équation (3) , conduisent aux r.é8»l- 
tats absurdes 2=:o » 12=0. De sorte qu'aucunes valeurs réjôllei 
ou imaginaires de x et de ^ , ne peuvent satisfaire «n même 
temps aux équations proposées. Ainsi , chacune de ces équatioQS 
admet une infinité de solutions , mais aucune des solution^ qb ' 
l'une des équations (1) et (2) , ne satisfait à l'autre. Et en effet» 
si l'on représente ( x-^^ay ) , par z ; les équations (3) et (4)» 
deviendront... 

(5)...»»-^5«-h É|=:o5 (6). ,.18»,— 1=0. 1 

Les polynômes (z? — Sa+G), (.a*-^i.) , n'ayvit pas,.d» 
'commun diviseur, aucune valeur de s ne peut les réduire m/ 1 
même temps à zéro ; ( l'équation (5) donne «=2 , a=3 , et Imî J 
racines de l'équation (S) sont + i et — 1 ). Les équations^Ç}^ 
et (G) , n'ayant aucunes solutions commij^nes, si l'on remplaçeii^ 
par une fonction quelconque de x et y, on obtiendra deux équa- 
tions entre x ety , qui seront absurdes , car elles n'admettront 
aucunes solutions communes. 

197. En gênerai y pour former Jeux équations contradictoires ( ilsufi 

fit iPégater h zéro deux fonctions de z qui n'' aient pas de eommt^ 

diyiseur. Mettant pour z une fonction quelconque de x et y ; lès rrf* 
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^KÊÊMaU fcmiront de Ui propriété demandée. Par exemple , les polynômes 
t* — 5s-t-6y 2* — 5s +4* n'ayant pas de commaii divitenr , ai 1 on met 
jt*.— y* — I an lien dez , les résnltats égales à zéro y donneront deux équ«- 
dons hkconpaiîbles. Et en effet , si l'on effectue Pélimination , le reste indv- 
pe&dant de l'ane des inconnues , sera un nombre. 

1,98. Quand les équations proposées contiennent im commun 
diviseur I}, fonction des inconnues ^ la seule conditionTy:=xo , 
satisfait aux équations données ; de sorte que les équations 
atkf^Ment une infinité de solutions. Les équations (1) et (a) 
da Q* i63, sont de cette espèce y car en effectuant les multîpli-' 
cations mdiquées , et Résignant les produits par P et Q,on 
trouve, . . 

(3). . . P «rar» -hjrx» — <y -m; X -f (r — ;r<)= o; 

(4). . . Q= x» — yx- — (>■> 4- 6r-f 9)'-^ (y^-hSj'-hSûr)^^' 

Divisant P par Q , le reste R\ est. .. 

JT ;=:^jf + (^ -f. 4) X — (r' + 3r» * 4)- 
La division de Qy* par If , conduit au reste.** 

Posant j^+3^+a=o; on en déduit^=— iety=— rfl* 
Lasnbstitation de ces valeurs de^, dans/i'- =0 , donne'. . . 
ac^j>-a=oeta:*-|-a?-a=o. Les racines de ces équations ^ sont 
— 1, •+•»,— a et + 1. Ces quatre couples satisfont aux équa- 
tions proposées. Pour trouver les autres couples , on divisera A' 
par (x— j^) ; le reste eny, sera identiquement nul ; de sorte que 
Pet Ç contiennent le facteur (x — y). On satisfera donc aux 
équations proposées^ en dôBiiant des valeurs arbitraires kyet 
prenant a: =j^. ' 

Si Ton veut connaître les solutions qui ne sont pas dues au 
ficteuT X — y , on supprimera ce facteur dans jP et Ç ; ce qui 
ooodaira aux équations... 

Les valeurs de jr qui satisfont à ces équations sont — a et— 1 ; 
les valeurs correspondantes de x sont + i et -H s (n^ 187)- 
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igg. Enfin , ûp^q^p^eiq,, dësignant des foncdoiit qaÛBaoqfÈtê^ 
•n veut élimiiier x cntr« les ë^uaiions^. » 

iitk dÎTÎscra x*-fl'x-+^, parx^-f-p/H-^/î Itrcs£e sera (p^pJxH'd 
la division de (;? — ^ J» (-*»+ ppc-^ qj par fp —pj j: -f. (<l^<li) » " 
un TMle il indépendant de x* On trouyera. . . 

(3) . . . il =s ^« + (p/ — pp, — a<7,)^ 4- &?• — PP/'4-^/)fr 

Lorsque il nWira ancnn fact^or commnn avec (p—Pi)^ l'< 
finale en jr sera R = o , et les yalenrs de x et j^ , qui satisfont ânk 
tîons (i) et (i), seront données par les équations... 




r 



(3).. il = o, ... (p— pjx-f-fiy— ^/> = o...(n» tSi). 

Quand A et fp — py) ne seront pas premiers entre eus, Téqnation Jlssa^ V^ 
pourra donner des valeurs de y étrangères aux équations proposéta. Dmw ^ 
«e cas , on déterminera les bonnes valeurs de jr par la méthode da n* tlJ* jjg 

Si l'on compare les équations (i) et (a) da n^ i85 , avec les, éqoatioaft ^ 

{î)et(2)duno jg9,ottautap=:o,</=j^« — 5,P;= -r> ^/'"^ r*» *• < 
réquation (3) deviendra . . . ^* — Sy*^ -1-4=0. v 

aoo. Ces exemples suffisent pour faire voir comment on pent calcnks f- 
les valeurs des inconnues qui satisfont à deus équations entre draxineo»*^ 
nues. Mais afin de ^prévenir les difficultés^ oous allons eiaiiùiMi' ka dîff^ " 
vents cas qpi peuvent se présenter. 

aoi. Quand les équations proposées sont de^ la forme 



'•t* 



^i'^ 



ao». JE^ premiers membres ne pevcent auoir un commun 
.indépendant <& z, car ce commun diviseur' devrait diviser ki 
I et I , des premiers termes (ire sect. n« 6aD ) 'j ce qui est impombli* 

ao3. Lorsque dans la recherche du plus grand commun diviseur 
entre P et Q, on parviendra à un reste R indépendant de x; jt R , 
H*est pas identiquement nul y on sera certain que P et Q, r^ ont pas 
de commun diviseur, £n efiet ; le commnn divisens entM P et Ç -ne 



. {*) L'équation (i) est Téquati^n générale du degré ut entre xetj^(ne i8)* 
"Et Péquation (a) est du degré n. Nous désignerpns les premiers membre» 
de ces équations par P ctQ, et noua aopposeipiis lit =à#i 9 onm^n*iA^ 
•oefficiens de x et jr seront dès-oombrca connar. 
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téire indépend a nt de » ( n» ac»)', et le reste R nVtant pat nnl , il n^exisM 
f|M de commiin diviseur en te-, car ce commnn divisear devrait diviser ]« 
|Mte il y q[Di est indépendant de âr; ce qui est impossible. 

904. Analysons les diffërcns cas qni peavent se présenter, et supposons tfuû 
\kvaieur de j gui réduit le reste R, indépendant dex , h zéro , n« 

§e à iéfo aucuns des coefieiens du premier terme de chaque divi^ 
Iwêt (*). Cette-valeur de y seraèonne (n* 180). Il s^agit de trouver 1« 
idenr c oi j esp ondante de x. 

905. I* Qumud le rené R eontienH, y , Péquation R ^ o, donne touteè 
lêt valeurs de f qui satisfont aux équations proposées (n9 j*]^)^Sijr=^Cf 
tiàmi R à lérOf pour trouver la valeur do x correspondante , on pourrait 
MJiatîtnnr cette valeur de jr dans P et Q ; cherchant le plus grand commun 
£viaeiir d^ entre les fonctions de x, qui en résulteraient, TéquatioU 
4l=:Oy donnerait les valeurs de x correspondantes à ^:=C (no 177)* 
Haïs on peut rikéger ces calculs. En effet ^ pour obtenir le reste R indé- 
pendant de X , on a ordonné P et Q par rapport 2i x , et Pou a divisé P par 
Ç, ce qa\ a donné un reste AMe laibrme iix"-»-|-*x»-*-f- etc. On a ensnitd 
ë/mé tf • Q par il', ce qni a donné un reste R", de la forme a/c»-» -♦- etc. j 
b division de a/if par R", a conduit à un reste R" de la forme a^'*"^-^etc. 
0« sorte qu'après n— i divisions tout au plus , on est parvenu à diviser Tun 
par Tantre , deux restes de cette forme -^•(u^'x» -♦• B'x-^ C) etAx -h B ; 
ie qni a donné le reste R , indépendant de x. Lorsqu'on met C au lien de 
^, dans P et Q , la recherche du plus grand commun diviseur d , entre 
ks fonctions de x qui en résultent , conduit ans mêmes calculs , avec cetto 
Mdc diffiérenecy que dans tons les restes, C remplace y. Il suffit donc, 
pour obtenir directement le commun diviseur </ , de substituer la valeur 
de jr dans les coefficiens ^ et J9, du diviseur Ax -hRy V^ cette substf- 
tntion jA^B deviennent des nombres a', b", et a"x H- b", est le commun 
diviseur demandé. Faisant a'x -h 6" = o , la valeur de x qni en résulte , est 
telle qpî répond à y:=C ^ car l'hypothèse y ssC, réduisant R à zéro et 
ne rendant nrnls aucuns des coefficiens du premier terme de chaque divi-* 
leur, la substitution de cette valeur de y dans P et dans Qy donne des 
fonctions de x « qni sont divisibles par a"x 4- b'\ Ces fonctions sont donc 
dé la forme Jf fa^'x -♦- A"; et liTÇa^x -f- b**) ; la valeur de x tirée de l'équa- 
tion îarx -f* 6' = o , réduit donc ces fonctions de x à zcro^ les valeurs 

b" 
jr=sC,x=:«— ^> sont donc bonnes, puisqu'elles réduisent P et Q k 

:EéK> (n« 170). Ainsi, dans Texemple du no 157, an lieu de substituer les' 
valeurs «f- a , — a, -♦- 1,— i ,de^, dans les équations proposées, on effecr 
tuera ces substitutions dans le diviseur du premier degré en x , qui 

{*) Qnasd cette condition ne sera pas reinplie, on aura recours à la 
i^laduià® 177. Cette règle suffit pour Uyn toutes ks difficahcs. 
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cstx^ ^« à. Les rétnltats égalés à z^ro, donneront "»t, 4- r , ^ a'et 4- 9 9 
pour les valeurs de x correspondantes li celles de ^. 

306. Quand sf et h" sont des nombres i,-^ est un nombre «, ei Ist 

a 

valeurs z = «t , y = C , satisfont aux équations proposées. 1 

307. Lorsque a" ^tant un nombre ^ h" jest zéro y la valeur de X 
est zéro» Les hypothèses x = o , jr=»C , devant réduire P et Q k séco » 
si Ton fait d'abord j:=o , dans les épations (i) et (3} du n*aoi , les Talenis.i# 

(3)... (p^qjr^ry»-^ -♦- îr")>(4)-«{P/-*-^<r -*" 0^* + ••••*- «cT*)» 

que prendront P et Q , devront ^tre réduites à zéro, par l'bypothèse j^ =xC; 
ces deux polynômes en y seront donc divisibles par jr -« C , de sorte que 
pour reconnaître si 2=0, satisfait aux équations (i) et (a) , il n^ 
de chercher le plits grand commun diviseur d", entre les pofynomm 
(3) et (4); les valeurs de y, correspondantes àx = 0, sont les ràcinei 
de Véquation . v . d''^po. Par exemple , dans )es équations. . . 
^ "*" (y* — >)=<>> x* -t- xy« 4- \y^ — I ) = o ; le plus grand commoi 
diviseur entre^»— i et jr»— i, étant jr — • i , la valeur dejr qui correspoiul 
àx = o, est y:= t. 

ao8. Si t^ et b** étaient nuls, le reste a^x -^ &', serait nnl de lû-méme; 
le commun diviseur serait donc le reste précédent, dans lequel on sursit 
mis C an lieu de jr. Par cette substitution , A^, Bfy Q , deviendraient dtf 
nombres a', b*, e^, et le commun diviseur dy serait a'x* -¥ Vx 4- e\ ^ 
diviseur égalé V zéro , déterminerait les valeurs de x correspondante! ^f=i* • 
Quand a'yV ti </, sont nuls, le commun diviseur est, le reste précédcat| 
ce qui donne trois valeurs de x; et ainsi de suite. En général : 

aoQ. Pour trouver les valeurs de x correspondantes ii jssC , on fait js^ 
dans les restei successifs à partir du dernier', le premier reste quin^est pai 
réduit à zéro , est le commun diuiseur» Les valeurs lie x correspa^ 
dantes à y s:^ C , sont celles qui réduisent ce commun diviseur à Méro» } 
Et -par conséquent, si le commun diviseur ne contenait pas K, la valeaf j 
Q de y y ne satisferait pas aux équations proposées. Cette règle ne penC 
être en défaut que pour les valeurs de^ qui réduisent h zéro le cosfi* 
cient du premier terme de l'un des diviseurs (n^ ^^^)^ Dans ce cas, M 
doit vérifier si les valeurs obtenues pour x etjr , satisfont aux équations pco* 
posées {jiP 170). 

a 10. Lorsque h" étant un nombre^ 9f est zéro y le commun ditnâtmt 
^"x -h b'' se réduisant au nombre b^, aucune valeur de r ne peut. léduin 
ce commun diviseur à zéro. La valeur ^ =r C, qui rédnit R & zéro , ■• 
satisfait donc pas aux équations proposées. On v,oit ,dpnc que des valeurt 
de y qui réduisent le reste R à zéro , peuvent ne pas satisfaire mmM 
équations proposées. Ce qoi s'accorde avec le principe du n^ 176. 

an. 30. Quand le reste R, indépendant de -x, sera un nombre Vf 
aticons^akor dt y ne p^UYHK&C nÙuict c« rest« k Késoi <9 metcaiu d« 
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Mmbrei qndconqinflt ponr y dans les équations (i) et (3) da no 201 , les 
polynômes P, , Q^ , qui en rësulteront , n'^auront jamais de commun divi« 
senr .fonction de x \ car la recherche du commun diviseur entre ces poljT 
jiomes , conduira toujours au même reste numérique iV. Aucune valeur de 
ar ne réduira donc en miâme temps P^ et Qy à zéro ; les équations (i) et (a) 
feront donc incompatibles. De sorte %^'aucun9s valeurs réelles ou imagi' 
ttàires , tUxet y , ne pourront satisfaire en même temps aux. équationM 
proposées* Ces équations expriment alors des conditions contradic» 
ioires'y c'^est'h-dirm ^ qu'aucunes des valeurs de t et y qui satisfont h Pune 
des équations , |ie peuvent satisfaire à Vautre, On a vu des exemples 
de cette espèce , dans les équations du premier degré, et dans le n^ 163. 

3ia. 3o. Enfin; si le reste R était iâentii/uement nul , lies polynômes 
P et^Q auraient un commun diviseur D , indépendant de toute valeur 
particiiUère de x tt y» On aurait donc... 

. /> = D^y 5= o ; Ç = DT^ o. 

On satisfait & ces équations en égalant S et T à zéro , ou en posant 
Dirro j ce qui fournit ces deux syjstèmes de solutions: 

Premier Système. . . «^ = o et 7*= o. Deuxième Système. , ,D =0. 

L'ensemble des solutions de ces ileux systèmes , donnera toutes les 
Valeurs de x et de y qui satisfont aux équations (3) et (4). Discutons 
ces diverses solutions. 

I 

ai3. Quand S et T seront des fonctions de x et de y, on cherchera le 
echàiAiln diviseur entre ces fonctions j ce qui conduira à un reste JS> indé- 
pendant de X, Ce reste ne sera jamais identiquement nul , car «^ et 7* 
a'oat pas de commun diviseur. Opérant alors d'après les' principes établis 
ftaOtea n*» ao5 ^ ..., an , on déterminera toutes les valeurs de x et de ji' qui 
satisfont aux équations 4$ =s o , T^o. 

aî4. Lorsque S et T ne contiendront pas y, les équations S=o,T=o , 
leront incompatibles , car «j^ et T n'ayant pas de commun diviseur^ aucune 
Tdeur de x lie pourra réduire en même temps S cl T^ zéro (n» i36). 

ai5. Si le polynôme S ne contenant que x, T était fonction de X 
•i y ; on prendrait une valeur de x, dans Péquation t^ = o ; la substitu- 
tion de cette valeur dans Téquation T= o , donnerait une équation en y 
^ déterminerait les valeurs correspondantes de y, 

ai6. Passons au second système. Toutes les valeurs de x et de^ qui 
xédoiseiit D & zéro , rédqisant P et Ç à zéro , Véquation D = o , donne 
^fM infinité de solutions des équations (i).et (a). Examinons ces solutions. 
' 917. Lorsque D contient x et y , on peut donner des valeurs arbitrairct 
^ Pane des inconnues j et Péquation Z> = o , détermine les valeurs cor> 
nspondantes de l'antie inconnue j de sorte que x et y ont une infinité 
d» valeurs. Les équations (3) et (4) du n» iq8 , sont de celte cspèrç. 

aiî^ Lorsque D est indépendant de y, les vaHnrs de x , tin es de iVqu."- 
lioa aso-, sati^fom aux équ«iioos (i) et (a) , quel qus «oit y* Qn peut 
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donc donner des Taleun arbitraires k y. De spMa que X est détéfUÊSmép^ 
et y est indéterminé» * 

a 19. D ne fyeut être une fonction de la iêule inconnue "f^ eu .ki 
équations (i) et (a) du n^ aoi , n'ont jamais d» commun difîscar hM^nr 
dant de JT ( no aoa ). ^ ^ ; 

Ce qni précède offire l'analyse complète des racines dis éqoaâoiif (i) al (iff ^ 

dn n* SOI. • * j 

aao. Quand les équations proposées sont dés fonetionê ^Vêioompm È 

de z et j, de la forme,. • m 

P= px» -H ^jc*^» 4- . . . -4- s JT 4- f SB p; ^ 

Q = p/e» -♦- 9/t»-|f -♦-... -*-*>•-♦- «^=: o. 

Xes polynômes P et Q peuvent avoir un commun diviseur T» iimII' | 
pendant de z. Pour trouver J^ on cherche le commun diviseur entre te i 
fonctions de jr exprimées par p t q y . . . s , « , /'/y ^y 9 •••>'/ » *y (!'• ■««*•# 
n? 6q5 ) {*)> Lorsque ces fonctions n'ont pas de commun dÎTiseurt ") 
les polynômes P et Q n'ont pas de commun diviseur , ind^pendifll ^ 
de X et les raisonnemens à faire pour résoudre les équations propo* 1 
cées, sont les mêmes que pour les équations (i) et (a) du n* aoi.^LiOrsqiM ! 
les coefficiens de or, ont un commun dirisenr K» ind^endant do Xf «^ 
P et Q sont de cette forme. . . .. 

Les polynômes P^^Q^, n'ayant plus de commun diviseur mdépcndiHl > 
de JT , on les traitera comme les équations (i) et (a) du n» aoi ; ce 4"'**] 
donnera des solutions des équations P =sOy Ç = oj et les valeun 4^ JT 1 
tirées de l'équation Vsz o , combinées avec des valeurs aibitrairesde x p^ 
fourniront les autres solutions des équations proposées. 

/sa 1 . Si l'on réunit tout ce qui précède , on sera conduit à cetto 
règle générale : Pour éliminer une inconnue x entre deux équof^ 
tions à deux inconnues , P = o , Q = o. Ordonnez P et Q jfar 
rapport aux puissances décroissantes de V inconnue x^ que vous 
voulez éliminer. Cherchez le plus grand conmiun diviseur enifm 
P etQ; continuez les divisions Jusqu'au reste R^ indépendaai :, 
de X , et préparez les dividendes de manière que les quotiens n$ 
renferment que des puissances positives de y. L'équation R=Q| . 



(*y On suppose que p, q ^ « , etc. , ne renferment que des puissanect ^ 
entières positives àe y \ si les inconnues entraient dans des dénominateurs, o< . 
commencerait par faire disparaître ces dénominateurs. On verra ( n» ^So ) « . 
cofedinent oa doit opérw l|nqa« les équatioM proposM contiennenc des 
radtca«:(, 

^ donnera 
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èannefa toutes les valeuts de y, qui satisfont aux équations 
jfroposées. Cette équationpourra contenir des valeurs de y étran- 
gères aux équations P==0| Q=o . // sera toujours possible d'en 
déduire V équation finale y par les méthodes exposées dans les 
articles précédens. Mais lorsqu'on n'aura pour but que de 

i\ trouver les valeurs de x et de y qui satisfont aux équations 
proposées y on évitera de calculer ïéquationfinale , en substituant 
les valeurs de y , tirées de t équation R =o , dans les restes suc-- 
cessifi à partir du dernier. Les valeurs de y , qui introduiront un 
commun diviseur en x , seront bonnes ; on obtiendra les valeurs 
correspondantes de x, en égalant ce commun diviseur à zéro. 
Et lorsquune valeur d£ y , qui réduira R à zéro , n introduira 
pas de commun diviseur fonctionde x , entre P et Q, cette valeur 

\ de y devra être rejetée. Aiasi, pour éliminer x entre les équation» 
du premier degré:. . 

On divisera a^Çax-^by — r) , par ax-^^by — c; le reste 
indépendant de x sera (a' b — ab')y+(ac' '-^a' c)', V équation 
finale en y, sera doncf.. 

La valeur de y , déduite de cette équation , substituée dans 
l'éqaation (a) ^ conduira à la valeur correspondante de x. Ce 
qui donnera les formules connues... 



e 



sr 



X = 



cV — hcf ^ _^ ac -— c af 
ah' — ha' ' ^ "" aV-^hS' 



On peut éviter la recherche du plus grand commun diuiseur 
les premiers membres des équations proposées. En e£fet j soient 
u^l kiëq[iuitîonfl... 

(i). . .-x* -4- px-^ ^ =^ O9 W» . . x' -f- p^* -+- q^-h r^=o , 

lesquelles Pt^ f p,, q,9 0> sont des fonctions données de jr. Si 
(r — - m,) désigne le facteur qni doit être commun aux premiers membres de 
ces équations , on pourra supposer. . . 

s 9 aetb seront des coefficicns indcternûnçs. Si Ton égale les valeurs de 

jilgèbre. T. II. 8 
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A- — «t , déduites drt ëquatlons (3) , l'équation qui en réiiiltera drm étiiL ' 
identique ; ce qui donnera ( n* i35). . . 

Eliminant s , a,h^ entre cet quatre équations , lie jësnltat sera. . . 

Cette, équation déterminera tontes les valeurs ait y qui satisfont anx ëqoatioD» 
(i) et (îi). Si j^ = C est une racine de Téquation (5) , on divisera a:M^Jr+Ç» \ 
por la valeur de x + j , (**) , qui répond à^ = C , et le quotient éf^é à zéro 
fournira la valeur correspondante de x. Cette méthode d'élimination est 
due à Euler. Si Ton compare les équations (i) et (a) du n® ig4 y au équa- 
tions (pi) et (i) y du no 333, on aura... 

F/= aj jq,= 3jr (^ — 3) jr;=jr.-.4;p*3jr; 9 = 2^»— 5y + a. 
Et la substitution de ces valeurs dans la formule (5) , donnera . • . 

y^ — 9/^ "^ ^X* — 44r ■*" ^4 = ® > pour requation -finale emjrî ^ V^ 
s'accorde avec le résultat du n^ I94> 

333. Pour déterminer les valeurs de x , y » z » qui sàUsfoni aux ^ 
équations ... î 

(i)... F{x,r,z)=zo', (2).../(x,jr,a)=pj (3)... 4>(x,jr,*) = e. : 

On éliminera successivement 2 entre les équations (i) et (3) , et entre le» ' 
équations (i) et (3). Ce qui donnera deux équations eu j: et^ , que Ton txaî*-./ 
tera d'après les méthodes précédentes. Par exemple, si les équations "pro- ', 
po^'es sont. . . 

(4) . . . x-f^+a — 6=0 , (5) . . .a* — X*— ^*— 4~<> j (S) • • ««^-f-^iy— y"— 7 = 0. 

On éliminera successivement z entre la première équation et la deuxième, ■ 
et entre la première et la troisième j ce qui donnera. .. 

(7)... (x — 6)jr — 6x4-16 = 0; (8)... (3x — i3)j^-f-(x» — iax+2g}£=:o» 

Eliminant j^ entre ces deux demûè^s équations ^ Péqiiaiion finale tmm 
sera. . . 

(9). . . X* — igx -h 18 = o. 
X =: I , satisfait à cette équation. Pour trouver les valeurs coReq^ondontt» : 

(*) Le procédé du no 331 , conduit à la même équation finale. 

(♦*) Les équations . (4) donnent... «= ^^/"•^^^''^^^\ 1 



D* A L 6 £ B R Ë. Il5 

ètyetilt*, on lên jr ^ i dam les équaiioas (7) et (8) ; ce qoi donnera 
jr s= 3 9 sopposant x = i ec^ = a , dtnf rëqoation (4.^ , on trouvera zxb 3. 
Coi Taleurs de x , j^ , s , satiifont aux «fquaiions proposées. EgaJanc à ze'ro 
k quotient de U division de x^ — 19^-^ 18 > par x -^ i , on obtiendra Jet 
dtnz autres racines de Tëquation (9) ; et Ton en déduira Oscilement les 
valenn correspondantes de j^et de 2. De sorte que les équations (4) , (5) , (6) p 
admettent trois solotions. On ^errait, comme dans le n^ 169 , que lorsqu'on 
éHminm (m — i) inconnues , entre m équations et m inconnues » le degré 
de Péqmation finale est tout au plus égal au produit des nombres 
qmi musrquent les degrés des équations proposées. 

Cet exemple suffit pour donner une idée de la manière dont on peut 
résoudre m équations tTun degré quelconque entre m inconnues. Les 
pcnonnea qui désireront de plus grands détails , pourront consulter la 
lliéorîe générale des Equations de Bezout et le Mémoire de M. Bret > ii^* 
icré dans le i5* cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique. 

Résolution des Equations numériques. 

2Ui4* Ce qui précède donnant le moyen de calculer l'équation 
finale qui résulte de l'élimination d'une inconnue entre deux 
équations et deux inconnues , nous sommes conduits à chercher 
comment on peut résoudre une équation d'un degré quelconque 
à une seule inconnue. Nous avons obtenu des formules générales 
pour résoudre les équations du premier et du second degré ; 
nous Terrons par la suite qu'il existe des formules analogues 
pour les équations du troisième et du quatrième degré. Mais 
lorsque les équations passent le quatrième degré , on ne cannai^ 
aucune méÈhode générale pour les résoudre ^cest-^-^ire qu'on 
me sait pas exprimer les racines au moyen Jts co^fficiens. Par 
exemple; dans l'équation du cinquième degré. . . 

X» ■4- px^ -f- qx^ -f- rx* + *x -♦•«=: o, 

00 conçoit que les valeurs de x , dépendent des coefficiens 
P» 9f ^9^9 ^t ^^^ ^^^ ^ ^^ coefficiens variant , les valeurs de x 
changent ('^). Mais on n'a pas encore pu découvrir l'expression 
dex, en fonction àep,q ,r,s,t. 

En efivt , si nne même valeur x = at, pouvait satisfaire aux équation».. 
x»4-px^-f-9x5-|-rx»-f-*x-^ï=o, x*-f-pjr* + 7^*-f-rx«-f-*Jr-|-f =0, 
qui ne diff^ent que par le coefficient de x' j en faisant xs=« et retranchant 
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aaS. Lorsque les coefficiens de x, sont des lettres, réqUàtîon 
est littérale, et quand ces côeificiens sont des nombres yVéquaL^oa 
est numérique. Il existe des méthodes générales pour résoudre 
les équations numériques de tous les degrés. OccupoD&-noii8 de 
la résolution de ces équations. 

3a6. Pour suirre une méthode àiialytiqab, sam interrompre le fil dei 
raiionnemens , nous tracerons d^abord la route & suivre , en indiquant ks 
principes nécessaire* a la résolution des équations numériques, Nous 
démontrerons ensuite ces principes; nous les appliquerons à des exempkii 
m nous terminerons en donnant des Int'thodeS' abrégées pour approcher 4ei 
valeurs des racines incommensurables. 

3(^7. Une équation peut contenir des racines commensuraèlet ou m* 
contmensurables y réelles ou imaginaires ( n^ i3o ). // est naturel de 
commencer par les racines commensurables , car la recherche des racines 
est d^autant plus simple , que le degré de Téquation est moins élevë, et les 
racines commensurables sont celles qui doivent s^obtenir avec le plus de faci- 
lité. Les racines commensurables peuvent être entières ou fractionnairea. On.% 
e»t donc conduit à essayer des nombres entiers et fractionnaires pris athî- 
^rairement. Mais on diminue le nombre des substitution» en ramenant l'é^Ba- 
tion h n^ivoir qœ des cocfficiens entiers et Tunite pour celui du premier 
terme (n^ oaS) ; dans cet e'tat , Téquation n^a aucune racine fractionnaire 
(n® 939) , de sorte qu^il suffit d'essayer des nombres entiers. Pour n'aivoir 
à substituer que des nombres positifs , on peut transformer réqnïitton eti UnA 
autre dont les racines positives aont les racines négatives de la propoaée 
(no a3o). Afin d''assigner le nombre des substitutions à faire, on détermino les 
limites des racines (n^ ^^o). La difficulté est ainsi levée> car en enayant 
tous les nombres entiers compris entre ces limites , on est certain d'obtenir 
toutes les racines commensurables de Péqnation proposée. Mais le nomBce 
des essais pouvant être considérable, on observe que les racines commen-. 
•urables doivent divi Ar le dernier terme (no a4^) i ^^ "^^'^^^ ^^^^ suffit d*9iayar 
les diviseurs du dernier terme. EnGn, on diminue le nombre des iobilî- 
tutions en donnant des caractères généraux pour reconnaître qaels sont 
ceux des diviseurs qui sont racines (n^ 393). 

Cela posé, si«, C , % /" j etc. , désignent les racines eommensurablei' dfl 
l'^équation pro[M>sée 2C:zz o, lé polynôme A'' sera divisible par Jeafactenii 
ix — a), (x — C), (x — >),etc.^no i36). Ces facteurs pouvant entrer plnsienfi feii 
dans X,on déterminera les exposans n , nf, n" , etc. , de ces facteurs (n^aSa}* 
On diviserai, par (x — a}"X(x — C)»' X etc.; le quotient V, égaléàxélOy. 



les résultats Pnn de l'autre, on aurait (q — //)â|) = o ; ce qni est impOisiMe^ 
(puisqu'aucua des facteurs (q -* q') et ei^, u^cst ég;il à zéro. 
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âon«era nne équation 1 qui ne contiendra que des racines incommensurables 
Cl imaginaires. 

Le polynôme K, peut renfermer des facteurs égaux et des factcu» iné- 
gras. On les séparera ;n* 049). Ce qui donnera deux polynômes 7>^ et Ç^ , 
dont Tun contiendra les facteurs égaux de V cflcvcs «H la première puis- 
sncey et Pautre les facteurs inégaux. De sorte que toutes les solutions de Vé* 
quatkm jP==o, seront donnces par les vr£uatioos plufc simples, />y=:i, Q/^o^ 
Ces équations ne contiendront que de:i racines incommensurables et imagi- 
niiret ' inégales. Nous verrons ensuite (no a54 et a55) comment ou peut 
simplifier la reclierche des facteurs égaux de V. 

La. question sera ainsi réduite ^ trouver les racines éTune équation nu^ 
mérique , qui ne renfermera que des racines incommensurables et imagi" 
iMÛVf inigalet. Pour résoudra cette équation , on observera que lorsque 
deux nombres substitués dans une équation , au lieu de l'inconnue , 
ionnent des résultats de signes contraires , il existe une racine réelle 
entre e&t deux nombres (n^ 260). On pourra donc essayer les nombres 
entîen i , a , 3, etc. , et lorsque deux nombres p cKq donneront deux rcsul- 
laïf de signes contraires , on sera certain qu^il existe une racine réelle a , 
eptie p et q. Essayant un nombre r , compris entre p et 47 , on aura un rc^ 
aaltat de signe contraire à l'un des précédens ; si p et r sont les deux nombres 
firi ont donné des résulta» de signes contraires , on en conclura que \ik 
falenr de a tombe entre ces deux nombres , et continuant à opérer de lu 
même manière, on approchera d'aussi près que l'on voudra de la racine a 
(3* exemple dn n^ i5o). Mais quoique deux nombres donnent des résultats 
de même signe , on conçoit qu'il peut tomber des racines entre ces nombres 
(no 968 } i on doit donc chercher h substituer des nombres qui fassent apper* 
cefoir tovtet les racines. A cet effet, on calcule uue quantité J" plus petitt 
qoelaplns petite différence entre les racines de la proposée ( n» 273 ) j substi- 
tuant des nombres qui diffèrent de J", il ne peut tomber qu^une seule racine 
dlUe denx substitutions consécutives , et Ton démontre que lors- 
^'il en tombe une, on en est averti par deux réi»ultats de signes con* 
ttalret (n* 17a). Pour n^avoir h substituer que des nombres entiers, on 
tmaforme Péquation en une autre , dans laquelle les différences entre les 
Itcmes sont plus grandes que Tunité (n® a8i). On calcule les valeurs entières 
approchées des racines incommensurables et les propriétés des fraciipps con- 
tiones donnent le moyen d'approcher autant que l'on veut de ces racines. 
Connaissant les valeurs approchées des racines incommensurables des équa- 
tions />^ =5 o , Q^ = o , on détermine combien de fois les Cacicurs réck de D, 
entrent dans J^(n<>a5sk). Le problème est alors romplettemen» réso]u^; 
car on est parvenu h déterminer la valeur et le nombre des racines réelles d^ 
V^^IÎOD primitive. Démon^rpns les principes qup i^ou$ veuoxxs d'énoncer. 
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Démonstration des principes qui servent de fondement 
à la résolution des Equations numériques. 

as8. On peut toujours transformer une équation en une autre 
dans laquelle le coefficient du premier terme étant l'unité^ les 
coefficiens des autres termes soient des nombres entiers. Pour 
cela^ il suffit, après avoir fait disparaître les dénominateurs 
(i'*. section y n** ago et 231) , d égaler T inconnue à une noù^ 
i^elle inconnue divisée par le coefficient du premier terme^ En 
cfFet ; lorsqu'on aura chassé les dénommateurs , le résultat aéra 
de la forme... 

^, ^, C, . . . , 7*, 7^ étant des nombres entiers. Soit xm'^. ; îl sera 

facile d'assigner la valeur que l'on dpît doiuier à Yindéternûnée 
z (^) , pour ramener l'équation en j^ à la forme demandée , car 
on aura... 

Multipliant tous les termes par z"*'' ^ il viendra... 

Supposant z=^, le coefficient du premier terme sera runitéi 
et les coefficiens des autres termes seront des nombres enticn* 
Ce qui démontre le principe énoncé. Par exemple^ airéqnatioa 

5 7 5' 

était — oc^ — -^xA — :; = o; on multiplierait les deux mem- 
la a4 16 *^ 



\ 



{*) On peut regarder z comme une indéterminée ^ car on n*M ^ptS 
deux équations entre les trois inconnues z, y, z. L'âjuation prOpOiéB 
Hetermine x^ et donnant h z une valeur arbitraire^ on aara jrssj». Em 
f^éne'ral , lorsque dans l'équation ^ (x) .= o , on suppose x = f (y , z) ; /*■»•• 
des quantités y , z , est indéterminée , car réqnatlon ^ (x) = o , âétetBO^ 
nant x , les inconnues y et z ne doivent satisfaire qu'à la aeole équatioa ^ 
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bres par 4^ ^ qui est le plus petit dénominateur commun 
(^. n^aio); ce qui donnerait aox* — i4^+i5=Oi et 

Hypothèse jc=^ , conduirait à l'équation j^* — i4y4-3oo=o. 

Cette dernière équation serait de la forme demandée. 

339. Quand le coefficient du premier terme d'une équation 
étant rwiité , les eoefficiens des autres termes sont des nombres 
entiers; aucune fraction ne peut être racine de cette équation.m^ 
£n effet; soit l'équation .... 

dans laquelle les eoefficiens p, 9,. ..,5 ,£, sont des nombres 
.entiers; si la valeur de x pouvait être une fraction irréductible 

- ; la substitution de cette valeur de x, dans l'éqoation (1) , con- 
duirait a l'identité... 

-z 4- P — -4- a -f. . . . -^t - -4- < ds o. On endeaDiraic. . . 

Mais la fraction - est irréductible ; la fraction — .l'est donc 

a a ' 

aussi (i'* sect. n*G62); d*ailleur8,p, ^,. .,5,f,a,i, m, étant 

des nombres entiers f le second membre de l'identité (a) est un 

nombre entier. Une fraction irréductible serait donc égale à un 

nombre entier; ce qui est impossible. Un nombre fractionnaii'e » 

mis à la place de x , ne satisfait donc Jamais à l'équation (r). 

Par exemple; l'équation x* — 5 a;+ 6= o, ne peut avoir aucune 

racine fractionnaire ; et en effet ^ les racines de cette équation 

8ont-+-aet+3. 

a3o. Problème. Transformer une équation en une autre, 
de manière que les racines de cette nouvelle équation soient 
égales à celles de la proposée prises avec des signes contraires. 
Soit l'équation ç(x)=o ; en désignant par z une racine <Juel- 
conque de l'équAion demandée , on aura x= — a. Substituant 
donc — a au lieu de x , dans Téquatioa Ç'(x)= o ; le résultat seta. 
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réquation demandée. Par exemple; }es racines de TéquatiOR 
x'^-^-x— G = o , étant +3 et —-a ; si l'on pofee x :=— » , on 
■obtiendra une transformée 2*+9-^6s=:o^ dont les racinei 
seront— 3 et +2. 

a3i. ProblÈM£. Déterminer la limite supérieure et la Umite 
inférieure, des racines d'une équation quelconque ^*). 

^39. Pour calculer la limite supérieure des racines posidveê 
ae l'équation... 

on cherchera d'abord quelle est la valeur de x qui , rabsti^ 
tuée dans le polynôme x'^+p.r *"""'+ etc., donne nécessaire- 
ment un résultât positif. Avec un peu d'attention , on voit que 
le cas le plus défayorable serait celui où tous les ooefiicîent 
p,q f » ',s ,tf seraient négatifs et égaux au plus ^ grand , car 
alors la partie ségatire augmenterait et la partit positive dimi- 
nuerait. Désignant donc par n » le plqs grand coefficient négatif^ 
il sudira de trouver une valeur de x qui rende le polynôme 
(a:"*— nx"""*-^. . . — tix—ti), positif. Cette valeur est facile 
à déterminer , car on a... 

x* — «4r«^' — ...^/ix-^-naitsar'" — n (j»«-» ^ ar»-> -+-... «4-* -f- 1) 

et l'hypothèse a;=nHh i » réduit la valeur de ce polynôme & 

- ou a + 1 . 
n 



(*) Par limitç supérieure des racines positives d^ine équatinn y on entend 
un nombre plus grand tpie la plus grande racine positive de cette e'quation ; 
et la limite inférieure est on nombre plus petit que la plus petite racine 
positive. Ainsi , les racines de Tequation x>-— 5x-h6 = o, étant -4- 3 et-H 3 î 
tout nombre plus grand que 3 , pourra être conside'rë comme la limité supé-* 
rieure , et tout nombre pioindre que a , sera la limite inférieure des racines. 
Qn verra par la suite que ces expressions çont vicieuses \ mais elles sont 
consacre'es par rhabitude,et d'ailleurs on peut les employer sans crainte, lors- 
qu'on en a fixe' le véritable sens. On doit observer que le^demier terme d'une 
.équation, fait partie des coefi^ciens ^ /car x^ ét$mt égal à Tunité, ce dernier 
terme est le coefficient de j:^« 
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s33. ht plus grand coefficient négatif, pris positiuj/sment 
H augmenté de funité , substitué pour x dans le polynôme , 
x*4-px"'~'+. . . .+ 8X+t , donne donc toujours un résultat 
positif. 

aS4^ n est actuellement facile de prouver que toute valeur 
de X, plus grande que (n+i)f donne un résultat positif d'autant 
plus grand que x est plus grand. Ea efFet ; Ma... 

«•— 11*— »—... — nx—nrjaar- l'-^Q-H^ + ••"^î^"*"î^) V 

liais pour x= 71 4-1 > chaque membre étant positif ^ le poly- 
aomefiT- 4-..«+ -;;î Ji eit moindre cpie l'unité ; d'ailleurs x 

augmentant, au-delà de n+'i,la valeur de f — '"^"'*'* '"^^^ 

diminue; 1 —n{ -+-»+• •+--.I reste donc positif, et 
augmente ; or x" augmente en même temps } le produit 
X* < *•"'*(-+••• + *„} >, augmente donc.Ce qui démontre 
le principe énoncé. 

435» L'hypothèse a;r=:ii4-i » rendant nécessairement le poly- 
nôme x"-tî:>a?""*+. . .+jx+^ positif (n" a33), et les valeurs de 
X {dos grandes que n-f-i > donnant des résultats positifs d'autant 
plus grands quex est plus grand (n^ a34) > aucune valeur posi- 
tive de X , plus grande que n-f- 1 > ne pourra réduire ce poly^ 
nome à zéro. L'équation (i) n'a donc pas de racine positive plus 
grande que (n+ 1 ) ; ni égale i (n+ 1). La limite supérieure 
des racines positives de cette équation est donc égale à (/t+ 1). 

a36. Ainsi ^ la LIMITE supérieure des racines positives d^unê 
équation , est égale au plus grand coefficient négatifs prisposi^ 
tivementet alimenté d'un. La limite supérieure des racines posi« 
tives de l'équation x*— 7X+ iO'=o> est donc 7 + 1 ou 8 ; et 
en effet, les racines de cette équation sont -f"^ et -f~S. 

337. La limite inférieure des racines positivées , se déduit faci" 



" 
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lement de la iimite supérieure ^^ cslt en supposant x=z ^; dans 

... . ' , ^ 

réquation (i) , on obtiendra une transformée en^, dans laquelle > 

le plus grand coeiTicient négatif pris positivement et augmenté 

d un^ sera la limite supérieure des valeurs positives dejr (n*a36); 

la substitution de cette limite dans l'équation x= - , donnera 

la limite inférieure l des valeurs positives de x , car x est d'au- 
tant plus petit que y est plu^ grand. Par conséquent , si ri dé- 
signe le plus grand coefficient négatif de la transformée enjf , 

on aura / = ^r-, — • La question est donc réduite à déterminer 

la valeur de n', au moyen des coeificiens de l'équation (i). 
Cette équation est de la forme ... 

(i). . .*» -4- . , .-+- jPx"^»" -f-. . . — /ix"»-*.-*- . . .d= « = o (*). 

Mettant - au lieu de x, réduisant et ordonnant; la trans- 

y 

formée en^, sera... 

Les coefliciens de Téquation (2) sont des fractions qui ont 
pour numérateui^ les coefficiens de l'équation (1). Le plus grand 

coefficient négatif de l'équation (a) est donc -^ ou -^i^.Lors- 

que le dernier terme de l'équation ( i ) est positif, j-r est le plus 
grand coefficient négatif de l'équation (a) 5 de sorte qiie n' est 
égal i -. On a donc... 

r < - + 1 ; d oh V < ' , - > — : — » a: > ■ . ■ 



(*) P désigne le plus grand de tons les coefficiens positifs , n représente 
le pins grand coefficient négatif et ±: t est le dernier terme. On n*a écrit 
qne ces termes , parce que les antres ne servent pas dans la recherche de la 
iimite inférieure des racines positives. 
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Qtumd le dernier terme de l'équation (i) est négatif, le plus 
grand coelficient négatif deTéquation (3)^ est — -- ; on a donti 



••• 



ii38. La limite inférieure des racines positives d'une équation 
est donc égale au dernier terme , divisé par ce dernier terme 
augmenté du plus grand coefficient de signe contraire au der-^ 
nier terme. Ce dernier terme et le plus grand coefficient , soit 
positifs soit négatif, doivent être pris positivement. De sorte 
que la limite , ainsi déterminée , est toujours moindre que /'u- 
mté, 

s3g. Pour calculer les limites des racines négatives de téqua^ 
ûon x*+px"»^'+ etc., = o. On fera x= — t \ les racines posi- 
tives de la transformée en z étant égales aux racines négatives 
de Téçuation en x (n° a3o), les limites des racines positives de 
téquation enz,seront les limites demandées. Mais la substitutiotf 
de— -2 au lieu de x> ne change pas les grandeurs des coefficiens 
de Téquation en x , car il n*y a que les signes de ces coefficiens 
qui puissent changer. Par conséquent ; 

a^b. Lorsqu'on fait abstraction des signes , la limite supé^ 
neure des racines positives et négatives d*une équation quel^ 
conque, est égale au plus grand de tous les coefficiens augmente 
dun y et la limite inférieure de ces racines est égale au dernier 
terme , divisé par ce dernier terme augmenté du plus grand de 
tous les coefficiens des autres termes. Ainsi , dans Téquation 
x*-f-3x — 10=0, lesracinessont moindres que 10 + 1; elles 

sont plus grandes que — -j-=. Et en effet elles sont -f- a et — 5. 

a4t- PROBLÈMf. Etant donné le polynôme x'^+px^"^ 
-f-qx*"^-f-. . + sx+t ; déterminer une valeur de x qui rende 
nécessairement le premier terme plus grand que la somme de 
tous les autres. Le cas le plus défavorable est celui où tous les 
termes qui suivent x"^,sont affectés du plus grand des coefficiens. 
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abstraction faite des signes. Désignant donc ce plus grand cocffi'^ ' 
cient par c , il suffit de trouver la valeur de x qui donne.. ., 

jf" > cx"^» -^ cx"^* -I- ... -^cx+c. On en dcdnit. . . ' 

ar*(x — i) — c(x" — i)' w x*(x — i — c)^c ^ 

^— 1 i i i. >o: — ^ ■ >o. 

X I ' X I 

l 
L'h3rpotlièsea:=c + i > satisfait à cette dernière inégalité ^ T 
car le premier membre se réduit à Tunité. La valeur de x qid '■■ 
rend nécessairement le premier terme d'unpolynome, plus grand i 
t/ue la somme de tovs les autres , est donc le plus grand de tout' ' 
ies coeffitiens ( abstraction faite des signes) , augmenté d'un^ 
Remarque. Si le coefficient du premier terme était plus grand 
que Tunité ; la même substitution rendrait à plus forte raison 
le premier terme plus grand que la somme de tous les autres. 

D'après les règles précédentes; lalimite supérieure desracinea 
positives de l'équation x^ — 5 a:* +7^+2=0, est 5-|-i; la 

limite inférieure de ces racines est —r-p i et en faisant abstrao* • 

tion des signes des racines , toutes les racines tombent entre 

2 

7+1 et . La valeur de x qui rend nécessairement le pre- ■ 

mier terme plus grand que la somme de tous les autres est 7+1* 

â4^. Les racines commensurables d'une équation, divisent 
le dernier terme de cette 'équation. En effet ; les racines çom«- 
nensurables de l'équation x'^+pjc"*^* +• • • +'JfJP+^=o ^ 
étant des nombres entiers ( n° aag ) ; si le nombre entier a est 
racine de cette équation^ on aura... 

Mais fm,a,p, ..,,Stt, sont des nombres entiers ; la valeur 

de - est donc un nombre entier. La racine a divise donc le der- 
nier terme t. Ainsi 1 les racines commensurables de Téquatioa 
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»*•*-'• 5 07+6=0, divisent le dernier terme 6, car ces racinet 
âont+*et+3. , 

^4?. La recherche des facteurs égaux éCuii polynôme repose 

sur une propriété des fonctions que nous allons faire conn^tre. 
Lor5<|ue dans le polynôme... 

a:" -♦- par*-» -+- <7a:»-» -f- , . . •♦- #jc* 4- fx ■4- M ^ 

. On change xtn x-|-2> ce polynôme devient... 

(x -+-«)•-+- p (ar -+- «)*•-» -4- ^ (x .-+- a)»-» -+-..•4- 5 (a: -+-»)*-♦-« (x -h z) -hii. 

Elevant le binomè (a?-|-£) aux puissances indiquées ^ et or- 
donnant par rapport aux puissances ascendantes de z^ le résultat 
est de la forme... 

vu jrrff 

• . a a. 3 

Les valeurs de X^ X!, X", etc. , sont... 

J'=jiia:"-"-f-(in— I ) pa:"-"-!- (m — a)7a-"-î-f. . . . -f- 25a: -f- 1 , 

I*==w(iit"— i)a:»->H-(TO— i)(i^— 2)px»-3+(m— 2)(m--3}7x"-H-...-f-Mî«f«. 

s44- La comparaison de ces valeurs, de X ^ X\ X", etc. ; 
conduit à des remarques importantes. En effet ; X est égal au 
polynôme primitif; la valeur de Xf peut se déduire de celle de 
X, en multipliant chaque terme de X par F exposant de x dans 
ce terms et diminuant C exposant de x d'une unité , car d'après 
cette règle ; le premier terme af", de X, donne mx"*""' pour le 
premier terme deX'; le second terme pa:"*~* , de X, donne 

(/n^-i) p x"^*, pour le second terme de X' ; ; le terme 

ix'deX, donne nsx pour le terme correspondant de X'*, le 

terme tr» de X, donne i^tx^, ont , pour le terme corres- 

J pondant de X' ; enGn , le dernier terme u de X , ne donne pas 

l de terme correspondant pour X' ; car u étant égal à ux° , le 

terme correspondant de X' est o X u JC~* , ou zéro. 

Si Ton compare X" kX\ on verra que la valeur de X." se 

déduit de celle de X' diaprés la loi qui a sen^à déduire X* deX; 

', le polynôme X!" se déduit de X!' d'après la même loi ; et ainsi de 

suite. De sorte que les fonctions X'', X", X**, etc., se déduisent 
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de la fonction X > suivant une loi constante» Cette propriété 
a fait donner à ces fonctions le nom ûe fonctions dérii^4$^. X' est 
la fonction dérivée, de X, et X" est la fonctiih dérivée de X % 
mais X' était déjà la fonction dérivée de X\ X" est donc la fonc- 
tion dérivée de la fonction dérivée de X. On dit^pàr cette raisoD^ 
que X" est la seconde fonction dérivée de X. D*aprè8 ces con* 
ventions; X" spra la fonction dérivée de X", ou* la seconde fonc- 
tion dérivée de X^ , ou la troisième fonction dérivée de X} et 
ainsi de suite. On en déduit cette règle générale : 

245, Lorsque dans un polynôme JL , de la forme. •• 
x"'+px"*"''-f-. . •+sx*+tx+i^> on met x+z au Heu dex) U 
résultat. . . 

(x-h z)" ^-p (x-hz ;"•-' -*•...•+ s(x-hz)«-f-t(x-f. z) +u , - 

ordonné suivant les puissances ascendantes de z, est,, m 



X-f-X'z 



z' 



a. 3 



Le ternie X, indépendant de z^ est le polynôme primitif; le 
coefficient X\ de la première puissance^de z, est la fonction dé* 
rivée de X; X" est la fonction dérivée de Xf ; X," est lafinC' 
iion dérivée de X" ; et ainsi de suite. Pour obtenir lafonctiof^ ^ 
dérivée d'un polynôme ^ il suffit de multiplier chaque terme i» , j 
ce polynôme par l'exposant de x dans ce terme , et de diminuêf 
l'exposant de x d'une unité. Les termes indépendans dexâad ] 
censés multipliés par x^ , les fonctions dérivées de cH 
termes se réduisent à zéro. Par exemple ; dans le polynomi 
x^ — 70:* + 80; — 3;ona.^ 

Mais d'après la .règle générale , lorsqu'on remplace x pat 

(x+z), le polynôme Jï devient X+ X'z-i «• + etc. ; 

par conséquent, si l'on change x en (x+z) , le poljniome 
a:^— 7x*+8x— 3 , doit devenir... 

(x3-.7x»Th8x-3) -f (3x>-i4a:-f-8)« 4- - (6»— ï4) «« + -ij (a. 3)«»* 



■ 
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Et en effet; si Ton effectue les calculs par la méthode ordi- 
naire , on verra que ce dernier polynôme exprime le développe- 
ment de (x+zy—j ix+zy+S {x+z)—5. 

aj6. La théorie des fonctions dérivées , niciice toute Fattention des 
&hre» ^ die sera d^une grande utilité dans cet ouvrage , et nous vccruiis par la 
sûte qu'elle sert de fondement au calcul différcnticL 

!i47' -^^ d* éviter des répétitions inutiles, nous prévenons 
que nous indiquerons toujours les fonctions dérivées par des 
▲CCEliâ mis au-dessus et vers la droite de la lettre qui désigne 
la fonction primitive. Pour passer d'une fonction à sa fonction 
dérivée , il suffira d'ajouter un accent à la fonction primitive. 
Ainsi y P' désignera la fonction dérivée de P; 1^ désignera la 
troisième fonction dérivée de F. et en général , XCO désignera la 
fonction dérivée de Tordre r de la fonction X. De sorte que dans 
XCO , la parenthèse indiquera que r n'est pa!s un exposant. Voici 
des exemples... .*! 

P= x3 -ax, donne P" = 3x* — a, P"=6jc,/>"' = 6, i>'"=o. 

r^y' — i, donne J^=ax-, r" = a, l^" = o, ?^'=o,ètc. 

Zss »•, donne Z'=s»ii«"^»}Z''==m(m— 1)«*^« ; Z*'=w(/n— i)(m — a)z»-5;... 
... 5 ^C»— 0=m(m — i) (m— a)...3.2S5ZC'")=TO(m — i) {m — a).. .a. i;Z("H-»)::^o. 

IjCS accens placés en bas des lettres n indiqueront jamais des 
fonctions dérivées. Ainsi ^ D^ ne sera pas la fonction dérivée de 
27; X^, X^f X^ , etc. , ne seront pas des fonctions dérivées 
de X} etc. 

948. Problème. Le polynôme x'"+px"»~'4-qx"»-*+. . . . 
«M-tx-J-u , contenant desfacteurs du premier degré , égtiux et 
inégaux^ décomposer ce polynôme en deux autres, dont Cun ne 
contienne que les facteurs inégaux dit polynôme proposé , et 
dont r autre ne renferme que ses facteurs égaux, élevés à la pre- 
mière puissance. Si les facteurs égaux du polynôme proposé sont , 
(a? — «eyet(a>— C)*; et si les facteurs inégaux sont (a: — a) 
et (a; — b) , on aura (*)... 

(i). . . jc"»-h;>x'»-» •+> . . .-I-JX» "htx + u^ (x— *)»• (x— C) ' X (x— fl) (x— 5) 

(*) Afin de simplifier les calculs , on n'a considère' que deux facteurs de 
chaque espèce; la démonstration serait la m<3me si le nombre des facteurs ctâit 
UiiTércBK. 
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II s'agit y connaissant le premier membre de cette identité ^ 
d'en déduire les valeurs des deux produits (^X'-^a) (x — b) 
et(a: — flt)(j:— C).Pour abréger , nous représenterons le pre- 
mier membre de l'identité (i), par X Cette identité étant vraie 
quel que soit x , on peut remplacer x par x-^z (*) ; ce qui 



{*) Pour d^ouvrir comment on a pu être conduit à remplacera parx'+s» 
on considérera le polynôme x^ •+• px* ^qx-^r. Si les factedrs de ce poly* 
nome sont (x — a), (x — b) et{x — c ), on aura. . . 

X* -I- px* + ^x + r = (x — tf) (a: — à) {x — c) j 
r=: '^,abc j ^ ^: «fc -+• ne + fcc 5 p = — (a + fc -f-c) . . «(n* ifa»}. 

Lorsque deux facteurs (x *- a) , (x— &) , seront égaux , a sera ëgalà ^^ 
et les coefficiens, r et ^ auront un commun diviseur a. Si la récipro^fl 
était vraie , c'est-à- dire qu'il n'y eût de commun diviseur entre r et q qM 
dans le cas des facteurs égaux , il en résulterait un moyen facile de recon- 
naître l'existence de ces facteurs, car il suffirait de chercher le commua 
diviseur entre r et q. Mais cette réciproque n'est vraie que lorsque les 
racines de l'équation (i) ... (x — a) (x — b) (x — c) =0» sont premièrei 
entre elles ; car si l'on avait a = m«t et . & = n a , les coefficiens qetr auraient 
un commun diviseur «t , et cependant les facteurs ( x — a), (x — b) , (x— e)» 
pourraient être inégaux. Toute la difficulté est donc réduite à rendre lesraqpes 
premières entre elles, sans changer les différences entrp ces racines. Bonr satis- 
faire à ces deux conditionSjil suffit de prendre pour inconnue les facteurs (a-^x), 
(b — ^x), (c*— x), car à cause de la quantité algelirique x, les binômes {or^t), 
(6— x) , (c — ^x) , n'ont aucun facteur numérique commun , et lee difiëienea 
qui existent entre ces binômes sont les méislks que celles qui existent entre a,», 
h, c. Désignant les nouvelles racines (a — x) , (b — x), (c — x) , pars 1 la , 
transfonnée sera ( n<* lag). . . 

^z-Ca-x)} ^z-^(b^x)} (sr-(c-x)}=:o, 

ou... (x+z — a) (xH-« — i) (xH-« — c)aE:o. 
Effectoant les multiplications , on sera conduit à un résultat de celte fiMfiM«* 
it 4- Qz 4. Pz* -f- z3 =: o j et l'on aura (n* i^oi). . . ^ 

il =— (a— x) (&— x) (c— x) = (x— fl) (x^b) (x— c) = x'-f-pjt"+9x+f« 
Ç = (fl-^) (b^x) -4- (fl— X) (c— x) -h (*— x) (c— x). 

Quand les racines a, b, c, seront différentes, R et Q n'auront peede 
facteur commun , et lorsque a sera égal à & ^ les polynômes Ç et H aorent j 
^ le facteur commua (x — à), La réciproque sera vraie. Mais ponr fonner 

donne. .« 
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(a)...(x4'«)'"4-A>(*-4-*)"^« + ... 4- «(« + *) + « 

Si après avoir effectué les déyeloppemens indiqués^ on ordonna 
chaque membre suivant les puissances ascendantes de £ ^ les 
Goefliciens des mêmes puissances de z seront identiques (n^i35)-l 
L'égaKté des'termes indopendansde a:, conduirait à l'identité (i)^ 
car il snfiSrait de supposer szko. Cherchons donc le coefficient 
de la première puissance de z. Dans le premier membre de l'i-* 
dentité (a) » le coefficient de la première puissance de 9 , est la 
fonction dérivée X' de X ( n^ a4S ). Pour déterminer le coeffi- 
cient de la première puissance de z ^ dans le second membre da 
Tidentité (9), on regardera les quantités (x— ce+z) , (x — ff-hs); 
comme des binômes dont les premiers termes seraient (x-— « ) 
et(x— C). Développant par la formule du binôme ^ ontrou<«. 
Yva>*» 

(x — « -f< s)''s|a {* — *)»• 4. r (x— «)»^« t -h etc. j 
(x— C-f.«)*43{* — O' + 'C* — 0*"' « H-eic. 

Le second membre de Tidentité (a) deviendra donc... 

Qa obtiendra le coefficient de là première puissance de z ; 

jéliit le produit indiqué , en multipliant , dans chaque facteur , 

«efficient de cette première puissance par les termes indé^ 

idans de z dans les autres facteurs; la somme de ces produits 



itti4 



eiiifc> il suffit de changer x ea x, -^-«ydaiis Péqaation (1)4 Pac 

ity pour découvrir si le polynôme x'+pz^^-qz+r» «oit'cnt 

fmeUws égaux , i7 MufU de changer x en x '+» z, et d^ calculer 

le réstUtat , le terme R indépendant de z, ainsi que le coeficient 

de la pren^ière puissance de t ; suivant que R et Q auront un corn» 

diviseur ou n'en auront pas, le polynôme proposé contiendra 

tfaetmsrs égaux » ou n'en contiendra pas.. Les mêmes pi^opn<$tâ coq- 

& un polynôme qnelconqat , on voit eommcnt on « été conduit aua^ 

du n« 2^9, 

Algèbre. ï. IL 9 
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sera la somme des termes affectes de la première puissance de £. 
Indiquant donc ces multiplications^ on trouvera que lé coeiE- 
cient ^ ^ de la première puissance de z ^ est. . • 



{ 



r(a:— «}'-» (:r— C)' (x— a) (x — ft) + s (x— C}»-« (x^*)»' (xw^)(^e^) 
-f- (x— «)»• (x — C)'(x — tf)-f-(x — «)»-(x — C)'(^— ^)- 



Si l'on examine la forme des termes qui composent la fonction 
X', on verra que cette fonction est exactement divisible par 
(x— *y~* (a? — C)*""* ; elle n'est divisible par aucun des £a€teiirs 
(a:-— «y, (x— C)', {x — a) , (a:— 6) , de X, car chacun de ces 
facteurs manque dans un seul terme (^). X' est donc de la fonne 
P><s{x — fiiy^^Çjt — C)*-* ; et le polynôme P nest divisible par 
aucun des facteurs (x — a) , (x- — C) , (x— a) , (x— b), de X. 
Les coefficient de la. première puissance de Zy dans chagae mem- 
bre de l'identité (s), devant être égaux , on aura... 

JS* r= mx"»-« -f.(TO— i) f»x"»-» 4-, . .-f* r =|q (x —«)»-» (x — C)*-» x P- 
Mais par bypothèse ... 

JITzza^H-px»»-» 4- «yx"»-» +. . .-|- <x -f- w 4= (x— *)'"(x — C)*{x — fl){x-4^ - 



Comparant ces identités et remarquant que JP et X sont pre- 
miers entre eux , on voit que le plus grand commun diviseur 
entre X et X^ est (x — a)'""'X (x— C)'^*. Désignanjt ce commiui ■ 
diviseur par £> ^ on aura. ... ^ 



(''*} Lorsqu'une quantité d , ciiViie exactement toutes les parties iTifa' j 
somme excepté une , on peut en conclure que à ne diuis€^ pas la joaiA'>j 
Eb efièt y désignons la somme par «^ ; si la somme des pardetf diTttiUM] 
d, étant Ay \si partie qui n'est pas divisible par d est J9; nous aiuroiis. .« 

•^=v^+2?;d'oîiiîll^ = J.; , 

Si S poaTait être divisible par d^ comme A t%x divisible par cf , la diff^ - 
rencc ( S-^A) seraif divisible par d; B serait donc divisible pai d^ cetpi^^ 
•oBtn rbjpothèse. S n'est donc pas divisible par d. 



I 
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Divisant A'pir D et désignant le quotient par Q , on aura... 

Représentant le plus grand commun diviseur entre Q et Z> ,' 
par D^ , il viendra . .'. 

D,=z(x^ «)(x — C)5 d'où Ç=:i>,x(x — a) (x — i). 

Enfin , divisant Q par D^ et nommant Q, le quotient , il en 
.résultera... 

h "^ ^' = (^"^) (* — *)• 

Le problème est ainsi résolu , car Z7^ est le produit des facteurs 
égauxdeA" élevés a la'première puissance^ et Q^ est le produit des 
facteurs inégaux de X, On en déduit cette règle générale : 

a4,q. Pour décomposer un polynôme X, en deux facteurs 
Sont r un ne renferme que les facteurs égaux de IL à la première 
puissance, et dont t autre ne contienne que les facteurs inégaux 
de X. Calculez ( n^ Q/fS ) la fonction dérivée X', de X. Cette ^ 
fonction dérivée contiendra les facteurs de X élevés à une puis" 
sance moindre d'une unité (^). Cherchez le plus grand commun 
^viseur D , entre X et Xf-, ce commun diviseur sera le produit 
des facteurs égaux de X élevés à Une puissance moindre d'une 
unité. DivisezXparD; le quotient Q contiendra les facteurs 
igtau^ et inégaux de X > élevés à la première puissance. Calculez^ 
fepbts gran4 commun diviseur D^ entre Q e^ D ; ce plus grand 
commundiviseur sera Vun des polynômes demandés^ car il expri^ 
mera le produit des facteurs égaux de X, élevés à la première 
puissance. Enfin , divisant Q par D, , le quotient Q^ sera le pro- 
duit demandé des facteurs inégaux de X. Lorsque X et X! n'au^ 
ront pas de commun diviseur fonction de x^ vous pourrez en 
conçlwfe que X ne renferme que des facteurs inégaux; car si X 
cootenait des facteurs égaux, Xet X' auraient un facteur 



f'I' {*) U en résulte que Us facteurg inégaux d^X n* se trouycnt piuê 
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commun (n^ ^49)' Q^^ond Q^ne contiendra pasx, cetaindi-» 
ijuera que X n'apas de facteurs inégaux. Par ezenqjile; soit I# 
trinôme a;^— a7Jp+54 ; on aura... 

X^=, x^ — 37x4- 545 ^=3x* — 37 43 3 (jr*— g). 

Le plus grand commun diviseur Dy entre Xet X^^ sera (a>— 5}.' 
Le facteur (a:— 3) entre donc deux fois dans le trinôme proposé. 
Divisant a;^-27x+54, par (a;-3), le quotient Q8er9a:*+5a:>-i8, 
Le plus grand commun diviseur D^^ entre af-4-3a>— -18 et 
(07-3) , sera(x*3) . Divisant x*-|-3«3C-i 8, par (a?-3), le quotient Q^ 
sera (x4-6) ; on aura donc... 

Z)^=:(x— 3)ctO, = (x4- 6). 

^x — 'S) exprime le produit des facteurs égaux de x'— -A7j>-|^4 
élevés à la première puissance ; (jH-^) est le produit des £eic-* 
teurs inégaux de X. Et en efiet, or^— -â7x+54 est le prodoit d« 
(a:— 3)% par (x+6). 

Si le polynôme était jr' — 7X -f- 6 ; sa fonction Aévvrée serait 3x* — 7. 
Ces deux polynômes n*ayant pas de commun diviseur, on en conclnraic 
que jt^ — 7x + 6 , ne renferme que des facteurs ine'ganz. Ces facteuit aotfC 

( JT — i) , (x — a) , (x 4-3). 

â5o. Tous les facteurs d'un polynôme sont une fois de moins 
dans lapremière fonction dérivée de ce polynôme ( n^' 2249 )• 

225 1 . Lorsque Ton connaît les facteurs d'un polydome , il est 
facile d*en déterminer le nombre. En effet; si l'on connaît le 
facteur (a>-— a) du polynôme X, et si r désigne l'exposant incomiR 
de (r — a) dans X^ le principe du n^. aSo » donnera^.. 

X = (x — *)»• iWj^ = (jc — *)»•-« iV; X'* = (x— <i)r-* Pi... 

. . . j arc»--») = (a: — *)T5 X(-)= f^. 

Les pol3mome^ M, iV, P, . ., 7^, ^, ne contiendront pas le ' 
facteur x — et ^ et l'hypothèse x=:ut réduira ces polynômes à dee 
nombres, car ils ne renferment ique des puissances entières posi- 
tives de X, Mettant donc s^au lieu de x^ les fonctions dérivées 
X',X*,.. ,XC^-0, seront réduites à zéro et XCO deviendra un 
nombre. X'occe/il r^de la première fonction dérivée qui ne sera 
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pas réânite a zéro, par l'bypotlièse xz=ûl , indiquera donc coli- 
bien de fois le facteur (x— <e) entre dans le polynôme X* On en 
dédait cette règle générale : 

aSfl. Connaissant un facteur (.r— -«) du polynomeX , pour 
déterminer combien de fois ce facteur entre dans X , il suffit 
de calculer les fonctions dérivées X.\ X.", etc., de X; supposant 
z=s « ^ dans ces fonctions dérivées y f ACCENT de la première 
fonction dérivie qui ne sera pas réduite à zéro , indiquera com- 
bien défais le facteur (x -^ et) , entre dans X. Le trinôme 
x*— ajx + 54 , est divisible par x — 3 , car x =3 réduit ce 
trinbhe & zéro (n* i36). Pour déterminer combien de fois le 
facteur (x—3) entre dans le trinôme proposé , on repré* 
aenteracepoljmome par X,et calculant les fonctions dérivée» 
•Dccessiyes de X, il viendra. . « 

Supposant x =3, on trouvera.X = o, -Y'= o , A" = 18. 
Y! accent a , de la première fonction dérivée qui a'est pas ré^ 
doite à zéro, indique que X contient deux fois le facteur (x — 3): 
L'hjpotbèse x=i — 6, donne X = o et -X'rsSi. Le fac- 
teur (x-f- 6) n'entre donc qu'une seule fois dans X. De sorte 
que x* — fl7x+ 52( est le produit de (x — 3)», par (x + 6)v 

353. Appliqoons cette tihëorit générale & des exemples i 
i*'' Exemple. Poar découvrir si Péguation . . . 

(i}..x*— 4^^— i5x'-4-io6x*— ig6x4-iM=o=:X 
m 4eê racines égales ; <m caknle la fonctio» déiÎTée A7 de Jf, ce qoî donne. ^ 

5jc<— 16a:*— 45** •♦•aiax— ig6=-r- 

Le ptos gnmd common di?iteiir enti#^et 27 étant x* — 4^-4-47 ou (x— a)*; 
lepotjnome Xctt divisible par (x— <a)'. Le quotient x*+^^ — 15, égale ft 
téro, donne xs=3 et x= —5. On a donc. . .Ar= (x — a)* (x — 3) (x H- 5). 

De sorte qne Féqnadon (i) , contient deux racines inégales + 3 , — 5 et trois 
lacîiMs égales à -f-a. ^ 

a* Exemple» Poor trouver les racines égales de réqnation. . . 

«s^ 1^7 ^ 38^^6^%_ 55^jp4 ^.^^^3 4. ,o56x>— 33r9x«f> ai6o=o , 

on cherchera le pins grand eoBkmuia dÎTiseiir D, entre JT et X" et Ton troarsHi 
Usa**— 7x«-f.i6« — 12* 
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La division de ^par J9,. donnera un quotient. . • ' 
Ç=«»— 5x4 — i3jcî4-65x»-f-36x— i8o. 
Le plus grand commun diviseur D^ , entre QtxD ^ sera » . . 

I>=x>— 5x+6; d'où ^=Ç),=:xî — 19X— 3o. 

2),:=:o, donne x=3, x=:3j et si l'on essaye les dtviseun de 3o, on Tcm 
queTëquation Ç^=ro^ donne x=5,x== — 3,x= — 3. Qierchant combiea 
de fois les facteurs égaux (x — 2), (x — 3} , se trouvent dans X^ on verra que. . . 

-X'=(x— a)3 (x— 3)> (x-f-î) (xH-3) (x— 5). 

d54> Le principe du n<* a5o, donne le moyen de simplifier Ut reeherehô 
des racines égales. Pour fixer les idëcs , nous supposerons d'abord. . ^' 

jr=(x— *)5 (x— c)» (x—fl). 

Le plus grand commun diviseur D, entre Xet ^,sera (x— «)* (x— C). Cal- 
culant la fonction dérivée /X de J9, le plus grand commun diviseur. J, entre 
D et Z)', sera (x — <t). On aura donc. . . 

rf=r(:c— a)j./>=(a:— *)» (x— C)i ^=(a:— *)' (jc— 0" (jc— a). 

Il est facile de déduire de ces équations les valeurs des racines inconnues 
«t, C et a. En effet j l'équation d=o , donne x=« ; or d' contient une seule 
fois le facteur (x — et) , Det X le contiennent donc deux fois ; X renfepne 
donc (x — «)3. Egalant à zéro le quotient de la division de />» par (x— «)*,jcm 
trouvera x=:C. La fonction dérivée X^, contient une seule fois le lactear 
(x — C), ce facteur entre donc deux fois dans X- Divisant X, par (x — «)'(x— C)*, 
le quotient (x — a) égalé à zéro, donnera x=:<i. De sorte que la recherche des 
facteurs de Xn'exigcque la résolution de trois équations du premier degré. En 
général , lorsque tous les exposans des facteurs de X sont différens , il 
suffit , pour trouver ces facteurs , de résoudre des équations du premier 
degré. 

Quand deux facteurs ont des exposans égaux , la recherche de cesfac" 
leurs conduit à résoudre une équation du second degré. Par exemple j si 
j'on a. . .;r=(x— ct)4 (x— C)4 (x— «). 

Le plus grand commun diviseut />, entre X et X, sera (x'— «t)^ (x — C)'. 
Calculant la fonction dérivée ZX de X) , le plni grand commun divifeur d , 
entre Z) et Zy, sera (x— «)> (x — Q». Prenant la fonction dérivée cT de J, It 
plus grand commun diviseur S' entre d et tf^ sera (x-^«) (x— C). Enfin, le 
.polynôme i" et sa fonction dérivée J^, n'ayant pas de commun diviseur fonc- 
tion de X , les facteurs de ^ sont inégaux ( n® a49)* ^^ résolution de l'équation 
du second degré ^"1=0, donnera x=«tetx=C.Il est facile d'en déduire leg 
facteurs de X'^ car «T contenant une seule fois les facteurs (x — a), (x — C) ; les 
polynômes <2 et D* renferment deux fois ces facteurs; Z> et JT*^ contiennent donc 
trois fois ces facteurs -, X contient donc quatre fois ces facteurs. Divisant 
JTpar (x — «)4 (jr — C)4 , le quotient égalé à zéro, donnera x=a. 

a55. Eugénéral, <i un pofy-nomeX contient, a facteurs (x— «), (x— *J> *^o 
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ëfectés de rexjmsant p ; hjacteurs (x— C),(x — CJ/etc, affectés de Pexposan 
9; etc.; les facteurs (z— «}, (z — «J, elc, , dépendront d*une équation du 
degré a j les facteurs (z — C) , (z — C) , etc. , dépendront d'une équation du 
degré h i et ainsi de suite. Par exemple j soit. . 

Jr=(*-«)ï (x— C)î (x— >)> (x-û) (x— À). 

Le plus grand commim diTÎsenr D, entre Xet 27, est (x— «)« (x— C)* (x— >) ; 
le plus grand comman diTÛeur dy entre D et ly , est (x — a) (x— C). Le poly- 
nôme il et sa fonction dërivée cT, n'ayant pas de commun diviseur, les fac* 
leurs de d sont inégaux ( no 349)* L'ëquation du second degré d=zo, donne 
x:=« etx =C. Connaissant a et C, il est facile d'en déduire les facteurs de JIT. 
En effet ; IX renferme une seule fois les facteurs (x«-a), (x — C); Z> contient 
èoac deaz fois ces factenrs. Egalant à zéro le quotient de la division de JDpar 
(x^— «}* (x— C)*y on tronyera xrs^^. Le plus grand commun dirisenr D, entre 
Xet JT, renferme donc les facteurs (x — *)• , (x — C)» , (x — y) j le polynôme 
X contient donc les facteurs (jt^-*)î , (x— C)'> (' — y)* > '« quotient de la di- 
vision de X par (x— *)' (x — C)' (x— >)», sera (x— «) (x— ^). Ce quotient 
ip^ à séro, donnera x=:a et x=:&. On sera ainsi parvenu à décon\Tir que 

In facteorf de X sont (x— *)' , (jc— 0' » (^"t""^)* » (^ — ^) > ('—*)• De sorte 
^rëqnadon X=o, a trois racines égales à a , trois rarinrs égales h C, deux 
nrînw égales à >, etideux racines inégales a et b. On trouvera de cette ma- 
nière, que le polynôme. . . 

z>«-^4x9— Sx*— 48x7-^i8xS.|.iaox'-f-gax4— iiix^— io3x>-f-36xH-36, 

m le produit des facteurs (x— 1)* (x-|-i)^ (xH-îi)> (x— 3} (x-f3). 

956. Hgmarque, Une équation du premier degré , dont les cocfficiens sont 
léela et commensnrables, ne pouyant donner qu'une valeur réelle et commcn* 
saraUe de rinconnue , et la racine > étant donnée par une équation de cette 
espèce, y est nécessairement réel et commensnrable. Les radnes ae^et C, peu- 
vent être réelles ou imaginaires , commensurables ou incommensurables, car 
dies aont données par nne équation du second degré. 

957. En général , lorsque Vexposant de (x — «) dans X , étant p , aucun 
autre fadeur de X n'est affecté de l'exposant p , le facteur (x — d), dépend 
d^aute équation du premier degré; de sorte que tt est nécessairement rt':et 

efeommefffursMe. Par exemple^ Xnt peut être de la forme(x^-3) x (x — f/iî)^ 
et ctt el&l, si l'on effectue les multiplications , on trouvera , pour^lT, un poly" 
nome dont les coefficiens seront incommensurables, et Von suppose toujours 
que le» eoeficiens de x dans X , sont réels et commensurables (n* 129). 

958. Ponr GonTaincre de rutilité delà méthode du n^ a54 , ou cherchera le» 
factears du polynôme. . . 

(^•.•X=x«o— 4x94. 5x«— 8x7 -f-iox«-f. io.T^-H8x5-f5x> 4-4x4-1. . 
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Le plas grand commun divUenr D y entre XetJT sera. . . 4 

Leplasgrand commun diviseor d, entre Det IX, sera. . . 

(x«-t-ï) on (x~V^^i)(x-fV/— i}. Le polynôme D contient donc le IkeMtti 

(x— V/IIï)*(x+V'^)*, on (xS-i)*' Dimant Dpar (x«-|-i)», oa ▼€!» 
que... , 

.Z>=(x>-#.i)» (ar« — ax*-0. 

^ renferme donc le facteur (x* ;f- 1)' (x* — ax — * i)* . Mab ce dernier poif» 
nome est du même degré que JT; on a donc . . X=: (x* -f- 1)' (x* — ax — i)*. - 
Si Ton égale successivement les facteurs de 2[k zéro , on troaTerâ que. • . 

De ^rte que Téquation (i) contient trois racines égales à— V^— i , trois 
racines égales à H- V---Î > deax racines égales à i*— ^/â et deux racinM égales 
il i-f*r 3* Les valeurs approchées des racines incommensarablea sonC...* 

-0|4i42i36 et +at4i43i36^ car y 2^=si^i^i^2i36 etc. 

Dans cet exemple, le procédé du n^ a49> conduit à des calcuk trèt-oonpli* 
qiiés. En efiet; d'après ce procédé , on divisera ATpar Z>; ce qui donnera nn 
quotient Q=x4 «-ax^'-ax—i ; le plus grand commun diviseur XX, cntn 
J)eiQf sera x 4 -* ix' — ox — i . Le polynôme ZK étant le produit des facteurs 
^gaux de 2l élevés à la première puissance y et Q exprimant le produit des 
facteurs égaux et inégaux de ^T élevés à la première puissance; on voit qoe ATne 
contient que des facteurs égaux. Pour trouver ces facteurs, on devrait résoudre 
l'équation x^ — 3x' — ax— i =0 ; ce qui présenterait des difficultés. 

a59. Quand on applique la méthode du n* a58 , au polynôme 

ar^ •— 3x4 .-^ax'-f-Gx^-f-Sx-f- 1 ; on trouve que les facteurs de ce polynôme, 
•ont (x-f- i) et (x* — ax — i)». ' * 

s6o. Lorsque deux nombrçs, substitués dans une équation 
à la place de Vinconnue , donnent deux résultats de signes 
contraires y une des racines de cette équation est comprise 
entre les nombres qui. ont donné des résultats de signes con* 
traires. Cette x<^ine est donc réelle. £a effet : 

1* Quand les deux nombres substitués seront positifs, 
on désignera la somme des termes positifs par P , et la somme 
des termes négatifs par N; Téquation proposée sera de la 
forme P— iV = o ^ et la valeur de l'inconnue x , qui donnera 
P = iV, sera une racine de Téquation. Or P et N ne coih 
tiennent que des puissances entières et positives de x. Con- 
cevant donc que les valeurs de x croissent d*une manière 
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continne ^ les valeiirs de P et de iV croîtront également d'une 
manière continue. Cela posé; si x =s-f-p » donne un résultat 
positif y cette valeur positive de x rendra P plus grand que N, 
et sia:=-f- 9 donne un résultat négatif^ ponr cette valeur 
positive de Xf P sera plus petit que N, Soit p'^q ; si x 
croit d'un manière continue , depuis p jusqu'à q \ N et P 
croîtront d'une manière continne , et ces accroissemens seront 
tels , que iVqui était plus petit que P, pour a;=p, deviendra 
plus grand, lorsque x sera égal à ç. Il y aura donc une valeur 
de X , comprise entre p et q , pour laquelle A^ sera égal à 
P ; il existera donc une racine réelle entre p et q. Par exemple, 
les hjrpothèses j;=d|a:=:;4> réduisant le polynomex" — Sx+iS, 
à4-*3età — 1, il doit exister une valeur de x entre a et 4 » 
qui réduira ce polynôme à zéro; et en effets x = 3, 
rédoit j:* — 8x + i5 à zéro. 

a* Sipetq désigncuit des nombres quelconques , positifs 
ou négatifs , les hypothèses x = p , x = q , donnent des ré" 
suUats de signes contraires , dans l'étpiation, , . 

(i). . . X» -^ px»-« ^- ^x*»-» -f- ... -h *x« -»- fcc -f- «= «• 

En. représentant par r une quantité positive quelconque , 
plus grande que les valeurs absolues (*) de p et de ^; (r — p) 
et (r — 9 ) , seront positifs . Faisant donc r — x=zy , et substi* 
tnant pour x sa valeur r^^y ^ l'équation (1) conduira à un 
résultat de cette forme. . . 

Mais en vertu de la relation r— -x=^, qui lie les équa* 
tioos (1) et (a), faire x^sip et x=:q dans l'équation (1) , revient 
à supposer^ =r-*pet^=r — q y dans Téquation (a). Ces 
dtnx valeurs positives de y substituées dans l'équation (2) , 

CO^ (*) Ptr valeur absolue d^nne qoaiitiié , nom entendrons toujours la valeur 

QqJê ^ nue quantité' abstraction faite des signes + et — • Ainsi , les yalturs «bso- 

■ 1 J *Ki dis qaaaUiés -f 5 » — 7, -h 3 , tont 5, 7 et 3. 
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donneraient dose deux résultats de signes contraires; 9 exista 
donc une valeur de y entre (r— p) et (r — ç), (i*); par exempk 
ei p est plus grand que q , on aura... 

f' — pKy ^^ r — q'>y» On en déduira... 

r — j^<f»ctr — ^jr^ç ; donc jf <p ei*>^. 

Il tombe donc une valeur de x ^ entre p et ^. Ce qui dé- 
montre le principe énoncé. 

261. Lorsque p e^ q désignant des nombres positifs , les 
hypothèses x= + p, x= — q, donnent deux résultats <b 
signes contraires , il est toujours facile de déterminer le signe 
de la racine qui est comprise entre -{- p et — q ; car en suppo* 
sant x =0 ^ on obtiendra uri résultat de signe coittraire à l'iia 
des deux précédens , et la racine sera comprise entre zéro e* 
celui des nombres -f- p e^ •— q qui aura donné un résultat de 
signe contraire à celui que F on obtient en faisant x=o. Par 
exemple^ les hjrpothèses x =+2, x = — 3 , réduisant le 
trinôme x^ — x — 6 , à — 4 età-f-6, une des racines de 
l'équation a;* — x — 6 == o , tombe entre + a et — 3. Pour 
déterminer le signe de cette racine, on fera a:= o; ce qui 
réduira le premier membre à — G; les hypothèses x = o, 
•^ = ■— 3 , donnant deux résultats de signes contraires , la 
racine est négative , car elle est comprise entre zéro fit— 3j et 
en effet, cette racine est — a. 

262. Quand aucune valeur réelle de x ne peut réduire le 
polynôme x*" + px*"""* + etc. , à zéro , on est certain quei^ 
mettant des nombres quelconques au lieu de x , les résvltsp 
seront toujours de même signe / de sorte que le polynôme 
ne pourra jamais changer de signe. ïln eflFet , si deux nomte» 
substitués pour x , donnaient des résultats de signes contrairei » 
il existerait une valeur réelle de x , qui réduirait le polynoBt 
à zéro (n"* afîo) ; ce qui est contre Thypothèse. Le principe 
•îst donc démontré. Par exemple , les racines de l'équationj 
or* — SX + 2 = o , étant imaginaires , aucune valeitf 
réelle de x ne peut réduire x* — ax+^^zéro; ce poly^ 
nome ne doit donc jamais changer de signe , lorsqu'oi^ VàfX 
des nombres quelconques au lieu de x. On peut s'en coa- 
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Itincre , car j:» — ajr>|-3 est égal à la quantité (x — i)*4" '» 

fui est toujours positive quand x est réel. 
qS5: La réciproque est fausse , car des polynômes en x 
^ifui ne peuvent jamais changer de signe , sont quelquefois 

réduits à zéro par des valeurs réelles de x. Par exemple ^ 
ie polynôme x^ — ax-f-i > ne peut jamais changer de signe, 
car il exprime le quarré de x — i , et cependant l'hypothèse 
9^1, réduit ce polynôme à zéro. 

s64« *^^ éiant donné un polynôme en x , // existe toujours 
«ne THileur de x qui réduise ce polynôme à zéro , un polynôme 
du degré m sera décomposable en m fadeurs du premier 
dsg;ré. En effet ^ soit le polynôme x"* +pjc"~* + ^^c. Dési- 

gaona ce polynôme par A^; si Thypothèse a = a, réduit X à 
ikp^X sera exactement divisible par (x — a,) ^ ( n<» i3G) ; le 
[quotient sera du degré m— i ^ et Ton aura. . . 



jc*-|-px'^»4. etc. , :^(x— fl.) (x*-» +;>**'•-* H- etc. ). 

Si la valeur de x qui réduit x*""* + p, x"*~* + «te, à zéro , 
l«to«y on aura. . . 



*■-' -ffPiJf»-* -f- etc. , fîf=(x— a,) (a«-«-hp,x"— ' -f- etc.) ; d'oîi. . . 
a"S-f'Jr"~'-Hfx'»-*-hetc., 4i(x-^,)(x— fl,;i(x"-»-f-;>»x'"-^-h etc.)— 

Continpant ces décompositions , on parviendra à. . . 

^=*"-fpjç*-'H"yx'»-» + etc. , 4= (j:— a,) (x— a.) (.i— aj). . .(x— a«). . 

Ce qui démontre le principe ûnoncé. 

lS5. Les hypothèses x = a, , x = Ca , x:=z 03 , • . . , x'=amt 
t le polynôme X à zéro , on voit que si toute équation 
ne racine , l'équation du degré m aura m racines. 
l66* Quand les seules valeurs réelles de x, qui réduisent le 
me x" +px'"""* + ^x"*"* +etc. , â zéro , sont o. , b ^ 
l'y ce polynôme est de la forme (x^ — a) (x — b) 
X-— c) . • . (x — l^P y et P désigne un polynôme qui ne 
être réduit à zéro par aucune valeur réelle de x. De 
qu'en substituant des nombres quelconques au lieu de 
-1 > '^ polynôme P ne changera jamais de signe (n® afîa). 



s 



n •• • 
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5*67. Lorsque deux nombres p et q àotnpfennént un 1 
impair de racines ^ en substituant ces nombres danitéquai 
lieu de l'inconnue > les résultats sont de signes contrai 
quand les nombres p et q comprennent un nombre pair de f 
ies résultats sont de même signe. (On ne doit pas oubli 
zéro doit être considéré comme un nombre pair). En 
les racines réelles deTéquation proposée étant a, byC, 
et P désignant le polynôme qui ne peut être réduit 
par aucunes Valeurs réelles de x', l'équation ^ra d( 
forme. . . 

^(x— a) (x-^b) (x— c) (x— </) etc. , =0. . .(ii« afl6)« 

Faisant successivement a: = p et 07 = ^ , désigna 
résultats par R %t S , et observant que ces substitbtio 
neront pour P deiîx nombres P^, P^, de mêmes signes (i 
on aura. . . 

P, X (p— ff) ifh^b) (f)— c) (p— rf) ctc , = i? ; 
P„ X {q—a) {q-^b) (q-^c) (q~d) etc. , = S. 

Cela posé : si les seules racines qui tombent entre p 
•ont a^ 6^ c; et sip est moindre que q , qn aura. . . 

Le produit (p — a) (p — ft) (p — c) sera négatif, 
produit {q — à) {q — i)(^— c) sera positif. Mais lej 
facteurs seront deux à deux de même signe , car si (j[ 
et ( <7 — - <{ ) ^ par exemple y n'étaient pas de même si 
r^ine d tomberait entre p et 9 ; ce qui est contre 
thèse. D'ailleurs , P ^ et P ^ sont de même signe ) les i 
/2 et <S seront donc de signes contraires. On voit qi 
condition sera toujours remplie , lorsqu'il tombera un : 
impair de racines entre petq, car dans R et S, les i 
qui contiennent ces racines étant deux à deux de sign 
traires , et le nombre de ces facteurs étant impair^ 1< 
duîts de ces facteurs seront de signes contraires , i 
et S', mais tous les autres facteurs j pris deux à deux. 
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Le signe , car si cela n'était pas , la racine contenue 
I deux facteurs qui seraient de signes contraires , tom« 
atrepetf ,ce qui est contre Thypothèse^ les résultats 
y seront donc de signes contraires. On prouverait de 
le manière que dans le cas où les nombres p et 9 , 
nnent un nombre pair de racines ^ les résultats R etS 
\ même signe ^ car alors le nonj^re des facteurs qai 
it de signes , dans R et «9 , étant pair , les produits 
\ même signe (ire sect. n^ 4^5). 
La réciproque est vraie. En effet ; quand les hypo" 
=? p > X = q ^ donnent deux résultais K et S de signes . 
'es, les nombres p et q comprennent un nombre impair 
nés , car s'il en tombait un nombre pair , les résul« 
it S seraient de même signe (n* 1267) . ^^^ ^^® raisoa 
>le > lorsque les hypothèses x = p ^ x = q , donnent 
\Utats de mêmes signes , il tombe un nombre pair de 
entre pctq (*). 

Quand les deux nombres que ton substitue ne com* 
t pas de racines , les résultats sont de même signe , 
) étant un nombre pair , il tombe alors un nombre pair 
nés entre les nombres substitués (n"" 267). On peut 
rs démontrer directement ce principe , car les nombres 
lés ne comprenant pas de racines^ deux facteurs cor- 
lans quelconques (p — ft) , (9 — ft) , sont alors de 
ligne ; les produits A et «S sont donc de même signe. 



ipeat démontrer directement cette réciproque. En effet ^ quand x=p 
r donnent deux résultats Re\S à.e sigues contraires , il faut qu'an 
mpair de fecteurs changent de signes dans les produits Re\ S ; ot 
sont de mêmes signes ; il y a donc un nombre impair de facteurs 
■ — 69 etc., qui changent de signes. Par exemple; les trois facteurs 
— &) (JT— c), changeront de signes ; de sorte que les facteurs (/>—«), 
p— c) , étant négatifs, les facteurs (</—«), (g^h), (q — c), seront po- 
. trois racines Uyb, c, tomberont donc entre p et 7. Par une raison 
5^ lorwxac x=p et x=7 donnent deux résultats RtiS àt mdmes 
D nombre pair de facifiirs (jr— fl) , {x^h) , etc. , ch«ug«nt de signes ; 
dotà« on noiabre pair de racia«« «P1t« f «W* 
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370, Remarque. Les propriétés des n^' 2)67 > a6S el 
subsisteraient sil'équationproposéecontenaitdfis racinesé 
car les rabonnemeDS que nous avons employés^ ne so 
latifs qu'au nombre des racines qui tombent entre les s 
tutioDS. Par exemple , si Téquation proposée étaat 
forme ... 

(jT— «tf) (or— fl) {x-'h) (x— c) (ar— ^ =0, 

• 

aucune des racines inégales b ^ c y d , ne ^tombe entre } 
lorsque p et ^ comprendront deux racines égales à a, les 
thèses x = p, x=^g , donneront deux résultats R et 
même signe. £n effet, on aura. . . 

(fh-a) (p—a) (p^b) (p--c) (p— rf) = R 
Cl (ç— fl) (q-^a) {q—b) (q-^) {q--^d)^S. 

Les deux produits (p — a) (p—à) , (^ — a^Ç^q^-^à) , 
positifs ; mais (p — c) et (ç — c) seront de même 
ainsi que (p— d) et (^— d). Les résultats /i et 5 
'donc de même signe. 

271. Lorsqu'un polynôme enx^ qui ne renferme qi 
facteurs inégaux , ne peut jamais changer de signe en 
tant des nombres quelconques au lieu de x ; ce polj 
ne peut être réduit à zéro par aucune valeur réelle 
£n effet, si un nombre a, mis au lieu de x dans le polyno: 
réduisait ce polynôme à zéro , on pourrait toujours ti 
une quantité i" assez petite , pour qu'aucun autre noi 
compris entre (a — ^) et (a + ^), ne pût réduire X à 
les nombres (a + ^) et (a — ^) ne comprenant que la 
racine a, de l'équation Xz=i o., en mettant successiyemen 
Xy les nombres (a + ^) et (a — <^), au lieu de Xy 1 
sultats seraient de signes contraires (n° 267) ; le polync 
changerait donc de signe; ce qui est contre Thypothèsc 
'principe est donc démontré. On prouverait de la mém< 
nière que cette propriété convient aux polynômes , dan 
quels tous les facteurs du premier degré sont affectés d 
san's impairs* 

m 
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fl^a. Quand deuod nombres ^^ et q^ diffèrent dune quantité 
moindre que la plus petite différence entre deux racines quel^ 
conques d'une équation (*) ; il ne peut tomber qu'une seule 
racine entre ces deux nombres. Lorsqu'il en tombe une , ces 
deux nombres , mis à la place de finconnue, donnent deux 
résultats de signes contraires (n<> 267 ) , et quand les nombres 
substitués, ne comprennent pas de racines y les résultats sont 
de même signe (n® ^69). En elTet, si deux racines quelcon- 
ques a et & pouvaient tomber entre p et q \ en supposant , 
o^p, b^a tXq^ b , on aurait. • . 

La différence entre q et p serait donc plus grande que la 
diSTérence entre les racines a et 6 ; ce qui est contre l'hy- 
pothèse. Il ne peut donc tomber qu'une seule racine entre 
fttq. 

aj5. Problème. Déterminer une quantité plus petite que 
b plus petite différence entre deux racines quelconques d'une 
Mw^n qui lia que des racines inégales. Si T équation pro- 
est. • . 

|>i désignant deux racines quelconques de cette équation 
:ft et s^^ on aura. . . 



;il s*^ffr9L de calculer une quantité ^, moindre que (z' -^ z). 
on sait trouver une quantité moindre que la plus petite 
d'une équation. Le problème serait donc résolu si l'on 
former une équation dont les racines fussent égales 
i(»,^»). Posant donc a^ — z=j^, la question sera réduite à 
înler Téquation en y. Cela n'offre aucune difficulté , car 



(*) Oa n*a ^rd qu'aux valears abselaet des différences entr<; les nftines ; 
tionà que la jUu$ petite d^énnçM de9 raeines est positiwti. 
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ayant trois équations entre z^ z^et y, on peut en déduire 
V équation Jinale eny, A cet effet , on substituera dans TéquE' 
tion (3), pour z^ sa yaleur (z+y)\ ce qui donnera un résultat 
de cette forme. . • 

(4)...Z + Zy + j^V + jj3Z'>' + ..-f^-=o.-.(n«a45). 
Les valeurs de Z, Z\Z", etc. , seront (n** a45). . • 

(5). . . Z = s»»-f-p«"»"* '•hqzf^* -f- . . . -(-^«•-f-te -f-M. 

Z'=:imz"*"' + (m — i) p«*-* -f. (m — a) ^a"-* -f, . . . -f. aj«-f"<- 

Z"^m(m-^ i)2'»-»-Hi?i— i)(m— a)pa"»-5H-(i»— a)(i»— 3)9«'»-H-. •+»»• 

Eliminant s entre les équations (â) et (4) , on obtiendra 
une équation en ^ , de la forme. . . ^ 

(6). . . -r'+Pyr"' -f-^^r*^" -4- . • • + «^-f*M^=o« 

Désignant la limite inférieure des racines de cette éqoa^ 
tion par /, la quantité / sera moindre que la plus petite diffé- 
rence entre deux racines quelconques z^ et z de Téquatioft 
en X ('^). Le problème est donc résolu. Examinons la forme 
et les propriétés principales de Téquation (6), et suppoaonfr*, 
la dégagée des valeurs étrangères de^, (n** 176). 

274. Pour déterminer le degré de F équation (6) , on obser- 
vera que^ sera susceptible d'autant de valeurs qne(s;-— s); 
mais en mettant successivement pour z et z^ chacune des rt^ 



{*). Le calcul de la quantité ^ étant nëccssaire à la rësolotion de VétpÊF ' 
tion (i),il faut obtenir «T, par une méthode indépendante de la iinjinimi . 
des équations. Mais la formation de Téquation finale exige la résoladon d*iiM . 
^équation. On ferait donc un cercle vicieux, en cherchant l'ëqa^tioii.fiiilb 
en y. Ainsi, on se bornera à éliminer z par la méthode du n® aai $ le mSi 
indépendant de 2 , égalé à zéro , donnera Téquation (6). Cette ëqoatioii poumln 
contenir des yaleurs étrangères de^; mais comme elle renfermera , en outnj^ 
toutesjes bonnes yaleurs de^ , la quantité «T moindre que la plus petice ndoit^ 
de Péquation (6) , sera h plus for(c r«us0U noiiuke que la plus petite diffcreiict'^ 
^ ](4Ôa<Qi de réquatioq (i}. | 

cacineil 
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Adncfftide Féquation (i) , on obtiendra m* valeurs de (z,— -2), 
car »^s=a , donnant y ^la'^z, si l'on met successivement 
dans Cette valeur de jr ^ chacune des m valeurs a,bjC,^. . 
kféB%, on obtiendra les valeurs. . . 



Chaque valeur de z^ donne donc m valeurs de y ; l'une de 
ces valeurs est zéro. Les m valeurs a , b , c, k, de z^, four- 
niront donc m* valeurs dey^ et m de ces valeurs seront zéro. 
L'équation (S) , qui résulterait de l'élimination de z entre 
les équations (a) et (4), aurait donc m^ racines; elle serait donc 
da degré m*. L'équation (6) contenant m racines égales à 
xin , le premier membre de cette équation serait divisible 
juy* (n« 145 ) I et la division effectuée conduirait à une 
équation du degré ^ m*— m ou m(m — 1 ). Représentant 
a(n— 1) par n , cette équation serait de la forme. . . 

Cela posé; en divisant le premier membre de l'équation (6) 
]|irj^, on a supprimé les m différences (a -—a) , (&-— 6) , 
F(c^c) 9 etc. y entre chaque racine et elle-même^ Téqua- 
\%osk (7) , qui en résulte , ne renferme donc plus que les di& 
fimiceada— i), (fr— -a), {a^^c) , (^c^^a)^ etc. , entre 
[tae racine quelconque et toutes les autres. L*équation (7) a 
mça le nom d^iquaùon aux différences. On peut l'obtenir 
tement. En effet ; la valeur de Z étant nulle , d'après 
rcqaadom (à) , l'équation (4) se réduit à. . . 

SI Ton divise tous les termes par Qy — * o ) ^ ou par jr , on 
lera les valeurs de y qui sont égales a zéro ; le ré'- 



i V^ contiendra conc que les valeurs de y pour lesquelles ;: 
Jfgèbre, T. IL . 10 
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n*e8t pas égal à z ('^). Eliminant donc z entre les équation! 
(a) et (8),réquation finale f(^)=o, sera Véquadon aux dif- 
férences 9 car elle ne donnera que les valeurs de y pour les- 
quelles z^ n'est pas égal à £ ^ de sorte que les racines de l'équa^ 
tion ^ (j() = o , seront les différences entre une racine quel- 
conque de.Féquation en x et chacune des autres. On en déduit 
cette règle générale : 
2175. Pour calculer r équation aux différences de F équation,. 

Calculez les fonctions dérivées Z\ Z", TI'\ etc., de Z^ et 
suhsiMuez les valeurs, de ces fonctions dans F équation. • • 

(8). . . Z'-f-iz-yH- ~3 ZV-»- • • -f-y— ' = oJ**). 

Le résultat de ^élimination de z entre les équations (a) 



(*) Gela «st assez ëTÎdent. On peut d'ailleurs le démontrer de la naiiîifv ^- 
soiTante. Si dans Pëquation (8) , Xy pouvait être ëgal à p , l'faypotbèMjr=:o m 
satisferait à cette équation ; Z' serait donc nul^ une même valëBr sasa, té» '.- 
dairait donc Z et Z' à zéro jZ et Z^ seraient donc divisibles par z^^m^ mais ^ 
en désignant le premier membre de Téqaation (i) par X, on toïi que* pov ^ 
dédain JT de Z , il suffit de changer zenx, dans Z; les polynômes JTct JC . 
secaîeni donc diTÎsibles par (jt— a); X conriendrait donc le fajcteor (x^r^a)* ; . 
l'équation (i) aurait clone des racines égales ; ce qui est contre l'hypethise. Lt 
principe est donc démontré. 

(**} Nous avons supposé que-toutes les racines de l'équation (i) étaient iné- 
gales. Si cette équation avait des racines égales, on pourrait les déterminer aa 
moyen des équations (2} et (8). En e£fet ; jr étant égal & «'— x , si l'on suppos* 
z =s a dans les valeurs de Z , Z^ Z* , etc. ; Z sera réduit à zéro ; et les m— l 
racines de l'équation (8) > seront (^— a) , (c— a) , (<f— a) , etc. Gela posé : 



Quand , . , , ,,, ^ , 

TtetXt f ri* auront pas de facteur commun , car aucune des racines (&—<«) ^ 
{c'^f etc., n'étant alors nulle , l'équation (8) n'aura pas de racine' <%ale k 
zéro; l'hypothèse ^sro, ne pourra donc pas satisfaire k cette équation; k 
valeur axssa , ne réduira donc pas Z^ à zéro ; Z^ ne sera donc pas divisibU 
par (z"^o). Qn prouyerait de même que les binômes, a— 6, a-* c, etc. 
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et (8)) sefa t équation demandée. Par exemple, ai Téquation 
proposée est. . . 

(4) . • . x> — I ix> H* 3ijr— • ai se o. On aura . . . 
(5)...Z=s'— ii<*-«-3is— ai=oj Z'r=34*-«3a2-^3i. 

L*éqnation (8) deviendra. . . 

(6)...(3£> — aax-f-3i)H-(3z— ii)/^j»=so. 



âiriMRmt Z et ne dÎTiseront pat Z'; de sorte que Z ei Z^ n'auront aucun 
iaciewr commnn. 

QÊumd VéqwuUion (1) contiendra des racines égales, Z et Z' auront un 
facteur commun. Par exemple j lors(|ue let racines a et & seront ^ales, la 
valeur (6— «} àty, sera nulle; IHiypothèse z^a réduira donc Z et Z' à 
x^ ( n' 145). Le commun diviseur entre Z et Z' sera donc s— a (n* i36). 
Qunidréqnation (1) contiendra trois racines égales a , 6, c; les deux racines 
•{^-^i}y (c-^«) » de réquatioil (8), seront nulles; l'fajpothèse <rsa réduira 
donc Z^Z' etZ*' k zéro ( no i45 ) ; le plus grand commun diviseur de ces trois 
polynômes, sera donc (2-— a); et ainsi de suite. 

Réciproquement , lorsque Z et Z^ n'auitine aucun facteur commun , 
téqmation (1), ne contiendra pas de racines égales, car Z' nVtant alors 
dinnble par aucun des facteurs (x^^-a)^ ('b— 6} , (a— c}» etc. ^deZ; les bjpo- 
dbètea a;=a ^ z=b, a= c, etc. , ne pourront pas réduire Z^ à zéro; Téquation (a) 
n'anndoncpasde racine égalais zéro ; aucunedesdifférenice8(6— a), (c— o^yCtc, 
ne sera donc nulle ; les racines a , & , c , etc. , seront'donc inégales. On prouve* 
raii de m^me que les facteurs communsàXet Z' seulement 9 font tleuxfoi^ 
daneJtf que les facteurs communs hli^T/ et It* , seulement , sont trois 
fois tians Z , et ainsi de suite. Mais les facteurs de Féquation (i) se déduisent 
de ceux de Z , en changeant dans ces derniers z en x. Les propriétés précédentes 
donnent donc k moyen de trouver les racinea égales de l'équation (i). Par 
«xemj^ ; si l'éqaation proposée est: 

JT^sx* — 4'^**i^''-^io6x*— 'igSorH-iaosso. On aura... 
Z ==»' .. 4^4 — iSz^ ^ 106 j»* --* igISa H- X30. 



It comme dans le no a53 , on trouvera que le plus grand commun di^ 

tiaenr D, entre Z etZ', est z* — 4M-4 ^^ (^ — a)'* ^^^ pl°^ grand commun di- 

.viseur entre D et Z** étant (z^a) , et (2»r-a) ne divisaiit pas Z*, le seni facteur 

commun qai exibte entre Z ,Z' tiZ**, estz— a; de sorte que Z contient le 

facunr (z-*^)'. Tous hs autres facteurs de Z sont inégaux, pour «bccnir ces 
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Eliminant z entre les équations (5) et (6) , le résultat. ^ J 

jera Y équation aux différences de l' équation (4). On par- 
viendrait plus directement au même résultat en éliminant x 
entre les équations. . . 

I 

Lés racines de l'équation (4) sont +^»4"3et + 7> '^ 
différences entre ces racines sont donc +6, +4*+^»""^* 
-—4 et — • a ; les racines de Téquation (7) doivent donc être 
dbSf ik 6^ dt:^\ et en eEfet, chacun de ces nombres, mî» 
au lieu dé y , réduit le premier membre de Téquation (7) à 
zéro. Les racines de Téquation (7) étant deux à deux égales 
et de signes contraires; si Ton changeait +y en-— ^ , les 
racines de l'équation (7) ne changeraient pas; les termes 
de cette équatioi^ ne doivent donc pas changer ; cette équa« 
tion ne peut donc contenir que des puissances paires dejr. 
Nous allons démontrer que cette propriété est générale. 

276. L'équation aux différences ne renferme que des puds'^ 
sances paires de y.^ En effet ; si une valeur de y est (a^— fr) ; 
une autre valeur de y est (ft— a) ou-— (a-^fr); toutet 
les valeurs de^ sont donc deux à deux égales et de signet 
contraires; les racines de réquatioiven^ , ne doivent donc pas 
changer lorsqu'on change -f-^ ^^'^y r ^^^^^ équation n^ 
peut donc renfermer que des puissaiices paires de^ ; elle est 
donc de la forme. • . 



factean , on divisera '2 par (s— >3)) ; le quotient z*'^^it'^i5, é^slé à z^ro y 
donnera »=3 et «=—5} de sorte que Z=(a— a)' («—3) (»+5). Changeant 
z en jr , on aura les facteurs de X. Ainsi, T^nation proposée, contient trois 
racipesëgales à-fia,et deux racines inégales 4^ et — ^5. Ce qui s^accorde arec 
les résultats du n9 a53. Cet exemple suffit pour faire yoir comment les pro* 
priétés dii n® 374 1 peuvent servir à déterminer les racines égales des équatioas« 
Le proc^d^ du n«a55wi celui qui conduit aux calculs les plus simpl«*- 
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Posant ^'=<;, réquation (g) deviendra. . 

2177. Les racines de l'équation (10) sont les quanés des dif- 
férences entre\e% racines de l'équation en x ; l'équation (10) 
ae nomme Yéquation au quarré des différences, 

A78. Les coelSciens des équations (9) et (10} étant les 
mêmes ^ les limites des racines de ces équations sont les mêmes 
(n* i^S). Désignant donc par l, la limite inférieure des racines 
positiTes de l'équation (9} ^ on aura. • . 

i<jrel /< u, Mail v=iy^ 5 donc /< /» eil/?<j^- 

Les quantités l et l/2 sont donc plus petites que y ou queî 

»^— «. On peut donc prendre indifféremment l ou \/ l,pour 
la quantité ^ plus petite que la plus petite différence entre 
les racines de téquation en x. Mais la valeur de /, déter* 
mia4e d'après la règle du n* a38 , étant toujours moindre 

que runité, on aura i>/ ; d'où />i /'et \/J'^l. Usera 

donc avantageux de prendre ^2 pour la quantité t' moindre que 
la plus petite différence entre les racines , car les nombres à 
snbstitaer, pour trouver les racines incommensurables ^ devant 
différer de la quantité ^, on aura d'autant moins de substi- 
tutions à faire que J^ sera plus grand. La quantité \/l, pou-* 
vant être incommensurable, oit réduira la valeur de l en déci- 
maies j on extraira la racine quarrée de la fraction décimale 
qui en résultera , et ton s'arrêtera au premier chiffre décimal 
significatifs on pourra négliger tous les autres chiffres , et 

prendre cette approximation pour i" y car \^ l étant moindre 
que la plus petite différence des racines de l'équation eux ^ 

une quantité moindre que y l jouit à plus forte raison de 
la même propriété. On devra se rappeler que , la quantité f", 
ainsi calculée , est poindre que la plus petite différence des 
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racines positives et négatives de l'équation en x (*). On 
fait abstraction des signes des difFérences. 

279 . Quand on change les signes des racines d^une équation , 
r équation aux différences, et l'équation au quarré des différent 
ces, ne changent pas. £n effet \ siaetfr désignent deux racines 
quelconques de Téquationproposée ^ (a — 6) et (i— a) sont 
tieux racines de Téquation aux différences ; lorsqu'on change les 
signes des racines a et b , les différences des racines —« a et *— fr , 
sont encore (a— i) et (6— "O); €t conune on en dirait 
autant des autres racines , le principe est démontré* Par 
exemple , si pour changer les signes des racines de Téqaation 
oc^ — iia:*4- 3i X — *ai = o, on met — a:^ au lieu de a: , h 
transformée sera xl -(- iix^ -|-3iar|-(-ai =0. Pour ces deux 
équations^ Téquation aux différences , sera l'équation (7) 
du n® 376. 

a8o. Les propriétés démontrées dans le n® 378^ conduisent 
à cette règle générale : Pour obtenir une quantité t moindn 
que la plus petite différence entré les racines d^une équations 
calculez C équation aux différences (n* ^75). Déterminez la 
limite inférieure des racines de l'équation aux dfffértnceSf 
(n'^aSS). Réduisez cette limite en décimales; prenez la racine 
quarrée du nombre décimal qui en résultera , et arrêtez-vous 
au premier chiffre significatif; le résultat sera la valant , 
de ^. Par exemple^ si l'équation proposée est... 

(1)... x' — 7X-fi7=:o. 

L'équation aux différences sera.. . 

y*-r4y*+44y^*— 49=®' • • (n»a75). 

Lajimite inférieure des racines de cette dernière 



{*) On a calcnl^ une quantité S', moindre que la plus petit» Ttknr ; 
positiTe de/; mais les Yalean de 7- sont deux à deux dgalet et do tipMi -. 
contraires \ par conséquent lorsqu'on fait ahstraction des signes des Taleart 
de f^ la quantité l est moindre que la plus petite des digiretiMtt 
positives o^ négatives , des racines de l'équation en x. 
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Mra(n* a58) ■ Jr. ' . , ou o,i ; la racine quarrée de 0,1 , est 
^ 49 T 44* 

0,3 e.fc. ; on a donc ^=: o,3. De sorte que Ton peut prendre 
0,5 pour la quantité plus petite que la plus petite différence 
entre les racines de l'équation (1). 

Pour n*aToir à essayer que des nombres entiers , on résoo-* 
dra le problème suivant : 

2181 . Transformerune équation f (x) =zo,de manière quê la 
pbyf petite différence entre les racines de la transformée , soit 
plus grande que twdté. On calculera une quantité t^ moindre 
qne la pins petite différence des racines de Téquation propo- 
sée. La Taleur de / sera réduite en décimales {p9 aSo) » et 
sera moindre que lunité ( n"" fl38). Si le premier chiffre 
décimal aignificatif de f vaut a dixièmes , le chiffre des 
unités de. 10^^ sera a} de sorte que a sera moindre 
qneio/^.Mais^enposant^rsioxet désignant par d la plus petite 
différence des racines de Téquation en a: » la plus petite dîffé* 
rence des racines de Téquation en y , $ereiod ; or t" est moindre 
que d^ 10^ est donc moindre que lod; a est donc moindre 
qne lod!. Le nombre entier a sera aonc moindre qne la plus 
petite différence des racines de Téquation en y. Substituant 

donc pour x , sa valeur ^ , dans Téquation proposée , la 

transformée en y jouira de la plropriété demandée , car la 
plus petite différence des racinev.de cette équation, sera plus 
grande qne le nombre entier o. Par' exemple » soit l'équation 
a? —7 X 4*7 = o; la quantité t'y moindre qne la plus petite 
différence des racines de cette équation , sera o,3 (n^ a8o). 
De sorte que a sera égal i 3. Posant^ ss lor, la trans- 
formée en y sera j^-— 7ooy 4" 7000 = o , et la plus petite 
différence des racines positives et négatives de cette dernière 
équation ^ sera plus grande que 3. x 

Nous avons supposé que le premier chiffre décimal signi-* 
ficatif de la valeur de t", exprimait des dixièmes ; si ce pre- 
mier chiffre représentait des centièmes ^ ou des millièmes^ 
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ou etc. ; on ferait^ = loôx^ou^ =: loooor, ou etc. ;etl« 
reste du calcul serait le même. 

382. Remarque. Les principes des 71"' 272, ûy5^ aji^^tàSo^ 
281 , ne sont pas applicables aux équations (fui renferment 
des racines égales , car la plus petite différence des racines de 
ces équations étant zéro , il n'existe pas de quantité pins 
petite que la plus petite différence entre les racines. Or le calcnl 
des racines incommensurables exige que l'on substitue det 
nombres qui diffèrent d'une quantité moindre que la plus petite 
diffùrence entre les racines ; il est donc indispensable , lors^ - 
qtion cherche les racines incommensurables dune équation , 
de séparer cette équation en deux autres qui ne renferment que 
des racines inégales (n° a49)' 

a83. Lorsquune équationne contient qn une seule racineréelle 
positive, il suffît , pour trouver la valeur entière approchée de 
cette racine, de donner à F inconnue x, les valeurs o^ 1 , a» 3^ etc., 
jusquà la limite supérieure des racines positives. Car denx 
substitutions consécutives ne pouvant comprendre qu'une seule ' 
racine , Iprsque les résultats seront de même signe » on sera ^ 
certain qu'il ne tombe fiucune racine réelle entre les deux 
nombres substitués ^ et lorsque les deux nombres substitués 
comprendront une racine ^ on en sera averti par deux résul- 
tats de signes contraires (n^* nSS et 367). Le plus petit des 
deux nombres entiers qui donneront des résultats de signes 
contraires, sera la veUeur entière approchée de x, 

984. Lorsque la plus petite différence des racines dune 
équation est plus grande que [unité ,, il suffît, pour trouver leè 
valeurs entières approchées des racines positives , de substituer 
les nombres naturels ^ depuis zéro jusquà la limite supérieure 
des racines positives. On trouve autant de résultats de signet ^ 
contraire^ qu'il y a de racines réelles positives dans l équation 
proposée. On obtiendrait les valeurs entières approchées des 
racines négatives , en donnant à V inconnue les valeurs 
^^^^ 1, — a, *-3 , etc, , jusquà la limite supérieure des racines 
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négatives. On démontrerait ces propriétés comme celles du 
n. fi83. 

a85« Connaissant la valeur entière approchée d'une racine 
incommensurtdfle positive , calculer la valeur de cettt racine 
mwc B7I degré d'approximation donné ? Soit l'équation... 

Si une valeur entière approchée de x , est ce ; cette valeur de 

X tombera entre a et <t-|* i • On aura donc... 

• 

y 

La substitution de cette valeur de x dans l'équation .(0 » 
donnera une transformée en^, de la forme... 

L*éqaatîon (a) devant contenir une racine réelle positive plut 
grande que l'unité , si Ton cherche la valeur entière approchée C 
de cette racine^ on aura... 

tm 
00 

La substitution de la valeur de jr, dans l'équation (2), donnera 
nne transformée en s ^ sur laquelle on opérera comme suv les 
équations (1) et (a) ^ et ainsi de suite. La valeur de x sera alors 
; exprimée par une fraetion continue , et la méthode du n^ ia4> 
donnera le moyen d'approcher de la valeur de x d'aussi prèsqu® 
[Von voudra. 

a86. Quand Véquation (i) ne renferme pas de racines corn- 

muimrables^les racines des transformées en y, en z , etc, , sont 

fairement incommensurables , car si cela n*était pas, l'é- 

m en x aurait des racines commensurables ( n*" 107 ) ; ce 

I qui est contre Vhypothèse. 

187. Lorsque l'équation en x sera préparée de manière que 

^plus petite différence de ses racines soit *plus grande que tu- 

(n^aSi ), i/ ne pourra tomber qu'une seule racine entre 

tetee-l-.] ; l'inconnue j^ n'aura donc qu'une seule valeur ppsi- 



\ 
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tive plus grande que l'unité ; il suffira donc , pour trouver la 
valeur entière approchée C dey , de donner ày , dans l'équa^ 
tion (a), les valeurs i , sl,5, 4»^ ^^ > ^^^i depuis Punité 
jusqu*à la limite supérieure des racines positives de réquation 
en y. On trouvera nécessairement deux résultats de signes coii' 
traires; tous les autres résultats seront de même signe, et C sera 
le plus petit des deux nombres qui auront donné des rétnltati 
de signes contraires. On opérera de la même manière sur les 
transformées , chacune ne pourra contenir qu'une seule racine 
réelle positive plus grande que l'unité. 

d88 . Quand la plus petite différence des racines de V équation ] 
en X* ne sera pas plus grande que l'unité , il pourra tomb^ ; 
plusieurs valeurs de x entre a et ct+i ; Téquation (a) pourra ; 
donc contenir plusieurs valeurs positives dé y plus grandes que 
Tunité 5 on sera donc forcé , pour trouver la valeur entière ; 
approchée dey , de calculer Téquation aux différences de Té* 
quation (s). Il en sera de même des autres transformées. Quand : 
y aura plusieurs valeurs plus grandes que l'unité , chacune de J 
ces valeurs donnera une valeur de x, comprise entre « et je-f- 1, 1 
et Ton devra opérer séparément sur chaque valeur dey, 

a8g. La résolution des équations numériques de tous les 
degrés pouvant se déduire des principes précédens ^ nous allons 
appliquer cette théorie générale à des exemples. Nous cherche* 
Tons successivement les racines commeQsurables , les racines 
égales et les racines incommensurables. 

Recherche des racines commensurables. 

sgo. Nous avons dit (n* 22^7) que le procédé le pins iiatiiid 
pour trouver les racines commensurables d'une équation, s^riK 
d'essayer les nombres entiers et fractionnaires; mais ce procédl 
«erait impraticable ^ car le nombre des essais serait illimité. Ok 
diminue le nombre des substitutions en ramenant l'équation 1 
n'avoir que des coefEciens entiers , et l'unité pour coeffidefli 
du premier terme (n*2a8). Dans cet état, l'équation ne pei^t^ 
avoir aucune racine fractionnaire ( a^ âag ) \ il suffît donc d*es- > 



- 
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ayer des nombres entiers: Mais le nombre des essais ponvairt 
toe considérable, on détermine les limites des racines ( n^ a4o) 
it Ton observe que les racines commensurables devant diviser 
\t dernier terme ( n® 2^0) , il suffît d'essayer les diviseurs du 

iemier terme qui sont compris entre les limites des racines. 

Ainsi f pour calculer les racines commensurables de l'équation 

i jp 

i 'T-" gy* + ^^y — 6 = 0, on posera ( n* aa8 ) , ^ = -; 

k transformée sera x^ — - gx* -)- s^Sx — - a4 = o; si Ton essayé 
\ ks diviseurs du dernier terme , on reconnaîtra que les racines 



X 



di l'équation en x, sont + 3, +3 et 4- 4* Or y zSti-; 



A 



2 3 4 
les racines de l'équation proposée sont donc -, - et -: 

5191. Les diviseurs du dernier terme pouvant être nombreux 
(11*73), on a cherché une méthode abrégée pour distinfçuer 
les diviseurs qUi sont racines. On y est parvenu de la manier» 
suivante. L'équation proposée étant. . (1 ) . .x'+px*-f"7^+''^=o \ 
^^Pi^» ^> désignant des nombres entiers; les racines com- 
mensurables de cette équation sont des nombres entiers (n'aâg). 
Si le nombre entier a est racine de l'équation (1) , on aura.. . 

On en déduira successivement... * 






L'identité (3) dit que - cbi^ être un nombre entier : cette 

condition sera toujours satisfaite ; puisqu'on n'essaye que les 
\ diviseurs du dernier terme. L'identité (4) exprime que le nom- 

•m 

bre entier--, augmenté du coefficient q, de la première puis- 



lis £ L É M E N 8 

sance dex, doit donner une somme exactement divisibU par 
Enfin, il réfulte de Tidentité (5) que Te dernier quotient ^ 
mente du coefficient p, de x% doit donner une somme i^go/e 
^<t. On devra donc rejeter les diviseurs qoi ne satisfexont 
à ces troift conditions. Les diviseurs qui satisferont à ces 
tions seront racines , car la dernière identité ayant alors lieu « 
on pourra en déduire Tidentité (a) > qui exprime que « est 
cinederéquation(i). ' > .3 

ag2. Remarque. La division de a:'-4-pj:*+qfx+''> P*r (^J^-^)! 

donne le quotient x*+(p + *)^+ (**+?«+?) ^* ^^ 
«t^-|-p«»-|-^ce+r. Lorsque a est une racine deTéquation (1)9^ 
reste ùt?^pet*-^qai^r est identiquement nul , et le quotient de^ 
la division de jc'^+px^+qx'+'r , par (x — «e) , est exactement^ 
x*+(p-He)x4-(«*-f-p«H^)> mais en vertu des identités (4)^ 

G+') r . ^ 

et (3) , ce quotient devient X* ^jd—- . Les qnotiens >i 



. a-^') ... . . .• J 



«' « 



; pris avec des signes contraires , expriment dona4 

les coefEciens de x* et de x^, dans le quotiei^ de la division de' 1 
^-{-px^+qx+r, par (x — ae). Des raisonnemens analogues pou- 1 
vant être faits sur une équation d*un degré quelconque » et les ^ 
résultats étant de même forme , on peut établir cette règle gé* 
nérale : 

à fi. Pour reconnaître si un diviseur a du dernier terme dune 
équation du degré m , est racine de cette équation ; diuisez ce 
. dernier terme par ce; ajoutes^au quotient q^ , le coefficient de la 
première puissance de V inconnue x^ di¥isez la somme par ttj le 
quotient doit être un nombre entier q^; ajoutez à q^ leco^eient 
de x^ et divisez la somme par et; le quotient doit être un nombre 
entier q^. Continuez à opérer de la même manière; lorsquevous 
serez parvenu à ajouter le coefficient de x"*'' , la somme devra 
être égale au nombre ce , que vous essayez , pris avec un signe 
contraire. Tout diviseur qui satisfait à ces m conditions , est 
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tmne , et les diviseurs qui ne satisfont pas à ces conditions , 
)ioivênt être rejetés. Quand un terme manque dans l'équation , 
wm restitue ce terme avec le coefficient zéro. Il est inutile de sou'» 
acttre à ces essais les diviseurs -f- 1 et^^i^du dernier terme , 
emil est plus simple de faire x==-f-i et x= — i , dans F équation 
fieposée. Lorsque e, est une racine, le quotient de la division du 
membre de t équation , par (x — et) , est, . . 



Ainsi y pour reconnaître si -|- 4 ^^^ racine de l'équation 

f'-flX^-Gjc-S^^o j on divisera - 8 par -f-4> '^ quotient sera- a ; 

^tant à ce quotient le coefEcient — 6 ^ de x^ la somme -—8^ 
liriiéa par +4> donnera le quotient -—a 5 ce quotient augmenté 
ni coefficient — 1, de x* , donnant une somme —•4» 9^^ ^^^ 
l^plf an nombre que l'on essayé , pris avec un signe contraire ^ 
oa en-condora que -t"4 ®^^ racine^ et le quotient de la division 
de x*-— ajB^— 6jp-— 8 9 parx— 4> *^^^^+^^+^*- ^^ quotient 
égalé i zéro ^ donnera les deux autres racines — 1 ±: V^-— 1 • 

994* Lorsqu'on applique la règle du n? agS, on dispose les 
calcnls de manière à essayer tous les diviseurs en même temps. 
Ver exemple ; pour trouver les racines commensurables de Té- 
foition^-— 7X-f-6=so; on observera que le terme en a:* man- 
quant, le coefEcient de ce terme est zéro ; de sorte que Téquation 
peut être mise sous cette forme aPdo.ox^ — 707+6=0 ; 

à Ton essaye les diviseurs de 6^ en plus et en moins « on sera 

conduit an calcul suivant-: 



Dwidendeê 
Dimewê 
Quotiens €f 

Quotient tf" 



+ 6 


+ 6 


+ 6 


+ 6 


4^6 


— 6 


— 3 


— a 


+ a 


+ 3 


— I 


— 9 


— 3 


+ 3 


-1- a 


— 8 


--9 


—10 


-4 


— 5 




4-3 


+ 5 


— a 





•^6 
— I 



Dansée tableau, la première ligne contient le dernier terme 

ijU seconde ligne renferme les diviseurs du dernier terme. 

\t le dernier terme par ces diviseurs , on a placé dessous 

laotiens; ce qui a donné la troisième ligne Ajoutant à ces 



^ 
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quotienSf le coefEcient — -7 , de x, on a écrit lea tommes coim« 
pondantes , dans la quatrième ligne. Ces sommes diyisééi ptf 
les diviseurs du dernier terme , ont donné les quotiens contomij 
dans la cinquième ligne. Les sommes — 8 et — -5 , n'étant piq 
divisibles par -—6 et par -f- 3 » on en a conclu , que ces dJnufnwj 
n'étaient pas racines. Ajoutant aux quotiens placés dans la cbM 
quième ligne, le coefficient de a^^ qui est zéro^ les sommsi 
sont +3 , +5 , — ^, — 1 5 les sommes -+-5 et —a pétant re^ecn 
tivement égales aux diviseurs du dernier terme pris avec des 
signes contraires, on on a conclu que *— 3 et -f-a , étaient dsf 
racines de Téquation proposée. Pesant x^z-^i et x 1 1 , oc 
verra que la troisième racine est égale à Tunité. Ponr former h 
quotient de la division de a^-^x^S, par Qx>+S), on prendra kl 
valeurs de ç ^ et ^^dans la seconde colonne verticale dn tableanjj 
ce qui donnera ^^— a et ^^=3. Le quotient demandé saqj 

donc a — Sx+JC*. ^ 

a95. On trouvera de la même manière , que les racines com^- 

mensurables de l'équation, j 

ar*— ajc* — 17X' -^4© *'-♦• 3o jc — 72 = 0, 

sont «4-^ et — 4* I^e sorte que lie premier membre de Téqu^ii 
tion (1) , contient les facteurs commensurables (x— 3) , (pOrhO^ 
Pour déterminer les exposans de ces facteurs (n^aSa) , ondéi 
signera le premier membre par X ^ et prenant les fonctiofljl 
dérivées , il viendra... 

L'hypothèse a:=3, donnant A=o, A^'ssso, AT^ssgS; le fac- 
teur a?— 3 entre deux fois dans X(n?25%). L'hypothèse a; s— ^ 
donnant X=o et 2i^=SS6 ; le facteur (x+4) n'entré qs'uni 
seule fois dans X, Le polynôme X est donc divisible pai 
(x-3)*(j>+-4), ouparx'-aa^^-iSx-f^Sj le quotient égalé izérc 

donne x=dz y a , pour les deux autres raoinesde l'équation (1] 

ag6. En général, t équation proposée étant Ji^=:o; oncalcu 

leva toutes les racines commensurables et, C, y, etc. , de celi 

équation , par la méthode du n^ 3g3 ; on déterminera ensuite h 
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txposansit^fi^.y^, etc., des facteurs (x— a), (x— C),(x— ;>), etc. , 

(n^flSa). Ondi\fiseraXpar(X''--af'*(x''-^^(x — >')^S etc. ; 
désignant le cuotient [Hir Y; /s question sera réduite â résoudre 
t équation Y-:=:o , qui ne contiendra plus que les racines incom^ 
mensurahles et imaginaires de t équation proposée. Cherchons 
OM racines. 

JReçherche des racines incommensurables. 

297. 1a2Lrecherche des racines incommensurables d'une équa- 
tion y = o , exigeant que i*on connaisse une quantité moin- 
dre que la plus petite différence des racines de cette équa- 
tion ( n^ 27a ) , on ne pourrait pas résoudre l'équation proposée, 
n elle contenait des racines égales , car alors , la plus petite 
différence des racines étant zéro ^ il n'existerait pas de quantité 
moindre que cette plus petite différence. // est donc indispen^ 
sable , défaire dépendre la résolution de l'équation Y=:o , de 
celle d'une équation qui ne renfermerait que des racines iné-^ 
gales ( n^ a8a ). Pour y parvenir ^ on décomposera le polynôme 
Y, en deux autres D^ et Q^ , dont l'un ne contiendra que les 
facteurs éf^aua: de Y, élevés à la première puissance , et dont 
tautre ne renfermera que les facteurs inégaux cfe Y (n^ a49 )• 
La question sera ainsiréduite à résoudre deux équations l> ^^=0^ 
Qj=so ^ qui ne renfermeront que des racines incommensurables 
^t imaginaires inégales. 

398. Pour résoudre tune quelconque de ces deux équations , 

V équation D^pso , par exemple ; on cherchera d'abord les racines 

incommensurables positives de cette équation. A cet eff^, on 

calculera une quantité S , moindre que la plus petite différence 

des racine* de l'équation proposée (n^ ^75). On transformera 

cette équation en une autre f (y;~o, dans laquelle les diffé-^ 

rendes entre Uk racines seront pus grandes que t unité (^n^ aSi). 

Si le nombre entier a , représente la quantité plus petite que la 

plus petite différence entre les racines de la transformée, onsub-* 

tituerapour l'inconnue y, les nombre a entiers , o, d, a d, 3 d, etc., 

jusqu'à cequon parvienne à un nombre qui ne soit pas moindre 



\ 
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que la limite supérieure des racines positis^ès deViqtiàUon eiij\ 
ce qui donnera autant de résultats de signes contraires que Pé^ 
quation proposée contient de racines réelles positives» Ou 
cherchera ensuite les valeurs entières approchées de y , et 
la règle du n% âSS , donnera le moyen de calculer la valeur de 
chaque racine avec autant d'exactitude que ton voudra. On 
trouvera de la même manière les racines négatives; il suffira de 
poser y. i g ; la transformée en z sera F (z)=:o ; substituant 
pour l'inconnue z , les nombres o , d , âd , 3 d^ etc. , jusqu'à la 
limite supérieure des racines positives de l'équation en z^ on 
obtiendra autant de résultats de signes contraires » que l'équation 
en z contient de racines réelles positives. On calculera les 
o/aleurs entières approchées de ces racines ^ et la règle du 
2)^ 5285 y donnera les valeurs positives de z , avec autant d'exac^ 
titude que Von voudra. Les valeurs positives de z seront Us . 
racines négatives de l'équation en y. Connaissant les valeurs 
réelles de y, on en déduira les racines réelles de l'équation Dz=zo, 
et la règle du n^ ii5'2, donnera le moyen de reconnaître combien 
de fois les facteurs réels de D^ entrent dans Y. Enfin, on résoudra 
l'équation Q^=o , et l'on sera ainsi parvenu , à trouver la valeur 
et le nombre des racines incommensurables de l'équation Y=o» 
On pourra résoudre F équation Y=o^ par la méthode Junf a55. 
Appliquons cette théorie générale : 

299. i**". Exemple, Si l'équation proposée est.., 

(i)... ^=x**- ax* — 6x' -f* aijc» — aix-f« 73=0. 

On cherchera les racines commensurables de Téquation (i) ; 
par la méthode du n^ 293 , et Ton reconnaîtra que le premier 
membre est divisible par (x -— 1 y, (p? 262) ; le quotient sera 
a;' — 7j: + 7. L*équation . . .(2). . .a^— 7 x + 7 = Y= o, 
ne pouvant plus contenir de racines commensurables , on en 
cherchera les racines réelles incommensurables. A cet effet, on 
décomposera le polynôme x^ — ^7^+7 «n deux autres , D^ et Q^ , 
dont l'un ne contiendra que les facteurs égaux dé Y, élevés à la 
première puissance^ et dont Tautre ne contieadra que les facteurs 
inégaux de Y{ n^ 249 ) • La fonction dérivée de x^ — 7-^+71 étant 

r-r 
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%x^^^f et ces deux polynômes n ayant pas de commun diviseur , 
bn en èonclûfa que oci^ — 7^+7 ne contient pas dé facteurs 
igaux (n^a49)* ^^ ^^^^ 9^^ Y équation (4) n'a çue des racines 
inégales. 

Ponrdéterminerles racines incommensurables de CéquationÇ^ i ), 
Qnbalcnlèra une quantité ^moindre que la plus petite difFérence 
detncines de cette équation. On trouvera ^=:0f3 (n^ 2280). 
Ibsant lox z=zy ^ la transfornlée sera....f 

(3) . . .jr' — 70Ojr -4- ^000 =2: o. 

La quantité moindre que lapins petite difFérence des racines 
)KMitiyeflde Féquation (3), étant lo^, ou 3, et la limite sup4« 
tieure des racines positives de cette équation étant 701 , il suffira 
feisayer les nombres o,3,6|9,ifl, .., 70a. On reconnaîtra 
^e réquation (3) a deux racin^ positives; Tune tombe entre 
lA et i5 » l'autre enti'e 1 5 et 18. Pour trouver les valeurs entières 
l^roch^es de j^^ on essaiera les nombres i3^ i4> 16 , 17, et Ton 
verra que les deux valeurs de j^ tombent, Tune entre 1 3 et 14 » 
Vautré entfe 16 et 17; 

Pour approcher de la première racine, on ferajr^i5-| — ; 
L'éqaatidn (3) deviendra ... 

(4)- ' • 97r/ — '93 r/ +39^/-^ ï =r o- 

L'équation (4) ne pouvant contenir qu'une seule racine réelle 
plus grande que Tunité ( n^ 287 ) , on trouvera la valeur entière 
approchée àey^, en essayant les nombres naturels 1 , a , 3, etc. » 
(n^ â83 ). Orjf^i et yp=ia, donnent les résultats — 56 et 
«(^i la valeur entière approchée dej^^ est donc égaleàTunité. 

Soit Jf ;£=!-{ — • La transformée sera... 

y» 

(5)... 56jr^î+56r„«-98r/,-g7 = o- 
Les hypothèses ^,r=i et y^ = a , donnant les résultats... 
— 83 , +379; la valeur de j^^ tombe entre i et a. Posant. . . 

I jr^i+ - ; l'équation (5) donnera. . . 

(6) . . . 83/.Î — i8a/.« — 3a4 r^— 56 = o. 
Algèbre. T. II. 11 



que la limite supérieure despr- ' r ^ 

ce qui donnera autan^' "J^ «* 4; on fera donc 

quation proposé^ ..'■■''' 

cherchera en " iy^'^ 

la règle du ■ y ■••' ''^ifi5 «" — S65 u — 83 = o. 

chaque ra ' ■' "''Uii de u est 7 , et l'hypothèse 

trouvera , ^-^n '^^ 

poser r ^ ,,!f^^,,. 

'^"f .^,; .,5^«/-486oi«/-.i7oott,-ia5=o 

oh ventre 1 et a. Si l'on remonte à la valeur dey^ 



»j 



.^coof' 



.->":: .3=^ 



' .+i 



v+ — r 

3+- 



7+i 



1 -f- etc. 



formant les valeurs approchées de la fraction continue qui 
^t égale à y — 13 , la règle du n^ 1 16 conduira au calcul sui- 
vant. . > , 

Çuotiens . . . i , i, 3, 7, i, cic. 

fractions . ) o i i 4 ^9 ^^ 

Contferg . . f 1' T a' 7' 5i' 5b' *'*^* 

33 787 
Prenant donc j=i3+ ^==^~= 13,5689 etc.; la valeur 

àey sera trop grande , mais Terreur sera moindre que T r^r ) 

( n^ 121) , ou que ^.^ . .Or x= -=^ -, la valeur approchée de x 

787 ^ 1 

est donc ^^ =1 ,356 89 etc. ; Terreur est moindre que --^ ou 

que 0,000029 etc. La valeur de x tombe donc entre 1 ,^356 83 
fit i,55S8(>. 

Si Ton calcule de la même manière la valeur àey , qui est 
comprise entre 16 et 17 , on trouvera... 

7-:= iGfgmS etc. j d'où x = i i^gaiS etc. 
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\ ti*erreur sera moindre que o,oooo3. 

I Enfin , pour trouver la racine négative de Téquation (5) , oa 
feraj'= — z. L'équation (3) deviendra.*. 

— «5 -+i70oz-h 7000= o, ou. . . z' — « 700 z — 7000 =0. 

La quantité plus petite que la plus petite .différence des ra- 
cines de cette équation^ étant 3 (n? aSi) , on essaiera successi- 
vement pour 3 , les nombres o , 3, 6, 9 , etc. ; les hypothèses... 
a=i:3o,2j=:t=33 , donnant les deux résultats de signes contraires 
^1' •—1000 et +5837 , la valeur de z tombe entre 3o et 33. Faisant 
2 .=30 et 2=^1 > on verraqnes tombe entre 3o et 3i. Continuant 
lescalculs^ on trouvera 2^=30f 4891 etc. ;donc^= -3,04891 etc. 

3po. s* Exemple, SïY équation proposée était, x^ — ax— 5=o; 
Téquatioa aux différences serait j^^ — i3j^*4-36^'*+643 =0 
(0^375 ).La valeur réelle de x serait comprise entre 2 et 3. 

tour approcher de cette racine^ on ferait a^=a^ — ; la 

^eor entière approchée de y^ f serait 10, et continuant les 
calculs^ on serait conduit à supposer successivement... 






y, =3 10 4* — j r« = I -f* — jr3=:i^,— jv4=aH — ,ri 

Les yaleurs approchées de x seraient.. < 

^t a3 44 '" *55 Ô76 73i i3o7 t64i5 

15' 17' Vi'WTi' 3^5' 349' ôaT ' '7837' *^*^ 
- La dernière fraction est plus grande que la racine cherchée ; 
ludsrerreur çst moindre que r.~jT=- j ouqaeo(oooooooi0 etc.^ 

3q| Ottqne 0|OOOOOOos. La division de 1641 5 par 7837, donnera 
I le quotient 2,094^^1486. De sorte que la valeur de x tombe 

^1 cÉtre a|09455i49 et 2,09455147- 

Soi . £n général ^pour résoudre une équation numérique d^un 
degré quiconque : Ramenez d* abord cette équation .à la forme.** 



e>t 
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p , q, . . .t , M, étant des nombres entiers. Désignez te pf entier 
membre de cette équation par X. Les racines commensurables 
de l'équation (i) , seront des nombres entiers t^^S ,y, etc. , 
( n° 2229 ). Cherchez ces racines par la méthode du n? ag3 , et 
déterminez ( n° agS) combien de fois les facteurs . . . 
(x — flfc) , (x — C) , (x — y) , etc , entrent dans X. Les exposans 

de ces facteurs ^ dans X.,étantA^fC^, y ^y etc. , diuisez X. par 

^ fi 

(x — flt)*' {x — ff) ' (x — y)^' etc» Egalez le quotient à zéro. 
Ce quotient sera de la forme... j 

« 

Z> quotient (2) ne contiendfaplus que des racines incqmmen^ | 
surables et imaginaires. Lepremier membre deVéqucUion {u)ppu' 
é/ant renfermer des facteurs égaux et inégaux ; séparez ces deux j 
classes de facteurs par la méthode du n^a49/ '^ous obtiendrez deux I 
polynômes, P et Q,do/it l'un contiendra les facteurs égaux élevésà \ 
la première puissance , et C autre lesfacteurs inégaux. Les équor 
tions J^=o >Q=o 9 ne renfermeront que des racines incommensu- ■• 
râbles et imagùiaires inégales. Pour trouver les racines iTiçomn 
mensurables de ces équations ; calculez une quantité plus petite 
que la plus petite différence entre deux racines quelconques de 
t équation qu'il s* agit de résoudre. Transformez cette équation en 
une autre , dans laquelle les diffcrences entre les racines soient 
plus grandes que l'unité. Calculez la limite supérieure des racines 
de cette équation y si le nombre entier ^ représente la quantité 
plus petite que laplus petite différence entre ces racines , donnez 
successivement à t inconnue ^ les valeurs o^^^âJ^, 3^^ etc. ^ 
jusqu'à ce que vous parveniez à un nombre qui ne soit pas moindre 
que la limite supérieure des racines. Vous obtiendrez autant de 
résultats de signes contraires , que F équation proposée contient « 
de racines réelles positives. Cherchez les valeurs entières appro^ r 
chéés de ces racines. Leprocédé du n® 286', donnera le moyen r 
de calculer la valeur de chaque racine , avec autant d^ exactitude j 
quevous désirerez. Ayant ainsi déterminé les valeurs approchées 1 
desraci/iesincommensurablespositivesdes équations'P:=zo,Qi=:o\ i 
VQu^ trouver^de la même,manière les racines négatives, enchan^ «■ 



D' A L G K B M »:. t(,'$ 

j^eant'x ^/i— x, (*) etrépvtani dt's talruUanuln^ui's t.ti /j-w/h 
dun^aSa, donnera le moyp.n de rfuyinaiir*' tnmhu'ii dv fmn /rê 
facteurs réels de P, entrent dan*, /eprc/nit't mt'inhrt*. di* rthjiétf 
ûon (a). P^aus serez ainsi parueau a dtHennint'r la vulfiit vt Im 
nombre des racines réelles, comme n-^urablr^ ni intianmffi^uni- 
\ks^ de r équation prcpoiée. 

Sn. ]!Coni lermixieroni ce l'ji '.on^xtim ia tt-iofuti^tn #//•« /tfufétiottê 

. en fkisint ror.rik'.i:<t t*jt% w*^i*Ar^ yi*i*.* u'i^fi nui (^ •«•"#* 
ciTir h iimpîijitr Lu rfJiKf.hc <fe« tu^.inÂ'$ ité».*iiMên4-Mên. 
rMa. 

3d2. Lra^BV I C'a ^"iTIl'i Î» 'i'*---; <*•,-'•• fv.*.* j'.'.'yrrii*»*".»^**'*!* è 
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Posant tf = ifS , on trouvera , en s'arrétant aux centièmes ,j^ 3= OfoS: d^ol^ 
sr = 1 135« Soit a =: 1 135 j la forn|uIe (3) donnera j^ = OfOoS j d^oii jrs= i|355 
et ainsi de suite. Dans cet exemple, le numérateur a ^ -^7 a «f* 7 dej^ ^ ex- 
primant ce que devient le premier membre de Pëgnation (i) lors<|u^on met m 
au lien de X, et les Valeurs successives . de te numérateur devenant de plus 
en plus petites, on est certain (|ue Tonapprocbe de plus en pins de la valeur 
de JT j car les valeurs successives de x approchent de plus en plus de rédoire 
a:^ — 7 JT -h 7 à zéro. Lorsque cet^^ condition n^est pas remplie^ la m^tbodft 
précédente est en défaut. 

3o4* En général , si V équation proposée étant, . . 

(4).., JT^-^^pX»*-* -^^/X"»-* -#-... -f- SX*'htX^UT^Of 

la valeur approchée de x est a; on fera x = a -H y ; ce qui donnera t •> < 

(5),.. A + A'y4-jA>*4--^A"'yî-+-,..-^y-=:o, 

Dans cette équation , on a (n^ n^5) , * . 

A=a"»*f.pa"»-» H-qa»»^* 4*. .. «4- sa* •+• ta-Kn. 
A'=ma'»-'-+" (m — i)pa'»-»-f-, . . + :i sa»f.i;etCt 

De forte que A exprime le résultat de la substitution de h pour x^ 
dans r équation (3), Lorsque les coejficiens A' y A" , çtc, ne seront poM 

très-grands , et quand la valeur de y sera moindre que — > on négligent 

les puissances de y supérieures a la première, ce qui réduira téqua" 
t/ionii) , à.,. 

(o)..A4-A'y=:o;a^oii..(7;,.y= — -r^=>— 1 ^--7 v — --— ■; — r- h 

^ ^ ^ J ' ^'' -^ A' Vma">-»-K(m— i)pa»-*-f-..-f4y 

Mettant pourri la valeur de x approchée à moins d'un dixième d'unité 
près, on déduira la valeur approchée dey , de la formule , et l'on s^arré^ 
tera aux centiènfes. Si h désigne cette valeur de j, on m^tra(a+b ) 
an lieu de a , dans Informulé (7) ; ce qui donnera une valeur plus appro- 
ctiée de j y on s* arrêtera aux dix-millièmes , et désignant cette dernière 
valeur approchée de j , par c , la valeur correspondante de x sera 
( a -4« b -f- c) mettant ( a H-.b -h c)au lieu de a , dans la formule (7) , on 
<>htiendra une nouvelle valeur approchée dej^ et ainsi de suite, 

3o5.ije procédé que nous venons d^indiqner est utile dans la pratique, mais il 
a Pinconvénient de ne pas faire connaître |e degré d'approximation que Von 
obtient j et dans quelques cas particuliers , les valeurs successives dex, 
s'*eloignent de plus en plus de la valeur exacte, 

3o5. Le numérateur A, delà valenr àe y, exprimant le résultat de la 
substitution de a au lieu de x, dans le premier membre de réquation(i) i 
lorsque les r^aleurs successives de A décroissent , on approche dq plus 
en plus de la valeur ile x. Quand ces valeurs successives de A aug^t 
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Wientent, on à*éloigne de la valeur dex, de sorte que la méthode est en 
i/faut; dans ce cas, on doit calculer x au moyen des fractions conti- 
nues ( no 385). 

307. Eq gëne'ral, la Valeur exacte de ^ , déduite de Péqnation {^), 

Si 'la valear de x tombe entre a et a + /, la valeur exacte de y sera 

Hoindre que / ; et par conséquent, si B désigne le plus grand des coefficiens 

Jt A' A 

-—•> --^» etc. , Terrenr que l'on commettra en prenant — -^7 pour la yalenr 

^fy aéra moindre que. . . 

I 

C«tte limitt ne «en utile qac loraqu'on aura. . . 

308. LiOngite dans la recherche des racines incommensurables d*iuie 
équation , les coefficiens de cette équation sont des nombres très- 
grands f on abrège les calculs en transformant Inéquation proposée en 
une oMUre dans laquelle les coefficiens sont moindres. Par exemple j si 
réqoation proposée était... (i)... s^—aoooz -—500000=0, 

On ferait 2 = looo:; d'où. . . (a). . . x* — aa: 4-5 = o, 

et la question serait réduite h résoudre l'équation (3). Les hypothèses x = 9, 
arr=3, donnant des résultats de signes contraires , les nombres a et 3 com^ 
prennent nne racine de l'tqnation (a}. La valeur de z tombe donc entre 
)ooet3oo. Et en effet , si Ton opère comme dans le no 3oo-, on verra que la 
Tsleor de x est comprise rntre at09455i47 et a|OÇ)4^5i49} de sorte que 
h valent des tombe entre aogf 4^5 1 47 «t ao9t455i49. Chacun de ces deux 
ttombret oqHrime donc la valeur de 2 à moins de deux ^millionièmes d'unité 
prisii 
Pour calculer les racines incommensurables de V équation . , . 

z' — aoo z — 5oo = o , (*) , 

•a fera x = 10 x; ce qui donnera. . . 

(3). . . X*— -afOiox — 5tia3=:o. 

Si Ton prend les nombres entiers qui approchent le plus des coefiGciens 
de l'équation (3) , x changera et devienr^ra y y la transformée sera. . . 

(4)...7-î — ajr-.5 = o, ^ 



(*} Celte équation n*a pas de racines commensurables. . 



1 
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Les racines de Teipatlon (4) dificreront peu de celles de P^qnation ^| 
de .sorte quMl &ufHra de lesondre Tequation (4)> Vne des valeurs approdiëei 4 
^e ^ sera d|fK)455f 4? ( ii° 3<>^ )• Qn pourra preifdre celte valçar pour eelle 
de x; on en déduira z = aoi9(55i47* Cette valeur de z est très-approchée, cav 
en su]>stituant pour 2 les nombres 30 f 9455 147 et an|9455i43» rcquation (l) 
donne des résultats de signes contraires. On. a doflc la yaieur des k moins 
d un dix-:jni11ionième d^uni^e p^ès.' 

SoQ. Lorsqu^on a ramené une équation , h ne contenir que des lacines 
incommensurables et imaginaires inégales (no 397); en donnant k PinconnuB' 
ieji valeurs, n \ , a , 3 , etc^ , on risque 4ç ne pas appercevoir (es raeinei 
incommensurables positives dont les différences sont moindres que Punité, 
Car il peut tomber un nombre pair de racines entre les substîtations qui ^' 
donnent deqx résultats de mêmes signes ( n9 a68 ). La seule méthode génf* 
raie , pour remédier à cet inconvénient , est de calculer Téquation aux diffé* 
rences (*■) ; mais ce calcul devenant très-pénible lors<^ne ré(|iiatioQ proposée » 
passe le troisième degré , il est utile d'examiner dans quels cas on peut ap^ 
percevoir les racines dont la différence est moindre que l'unité. 
Par exemple , lorsque dans, réquation ^c^ ---70:+ 7 = 0, on donna f- 
suçeessiyement à x les valeurs o , 1,3,3) etc. \ on obtient les rÀuliat» . 
"^1 j ^ '^^'•{ri ,-^ i3y etc. Qes résultats décroissent donc d^abord , e% 
croissent ensuite; ce qui porte à penser que si x croissait d^une manière con* 
VBue dq^is I , jusqu^à a , le poljnome jr' — : 7 Jc -|- 7 décroîtrait d'{J>ord et '^ 
croîtrait ensuite. Ce ppljnofne passerait donc probs^leipent dnpositîf afm^- 
gaiif j puis dn négatif au polltif. De sorte que Ton doit soupçonner Tezistenct - 
de deux racines entre i et a. Pour s^en assurer, on multipliera rinconnue 
par 10 , en posant 10 jr ^=^y'» La transformée sera y"^ — l^^f "4» 7**^^ = o j 
les valeurs de x {tombant entre i et a j celles àey tombent entre 10 et ao } 
donnant à y les valeurs ti , la, i3, i4» l5, 16, 17 , elc^ ,.ou TCrra que 
réquation en jr a deux racines réelles , Tune ep^re i3 et i4t^tiu<^ ^ntrç 
16 et 17 ; de sorte que réquatlo^i en :r a deux racines positivçs , qtu lonabcnt 
l'une entre ii3 e^ if4 ; l'autre entre if6 et 117. On pourra approcher de cet 
racine» par les mihodea des n^f agg e; 3o3. On trouv^^a 2*?= 1^3 etct 
et a:=it6 etc. 

5io. La résolution des équations numériques ne poavantplut 
offrir de difficultés , on doit chercher à transformer les équations 
filtérales en équations numériques. Cette transformation n'est 
possible que d^s des cas particuliers que nous allons fair^ con- 
naître. , 

- ■ ■ " l ■ I . . n i I I I Jl 1 H I I ■ • > 

(*) M. Lagrànge a donné une méthode très-élégante pour éviter Temploi ._^ 
de réquation aux différences. ( Voyez h Résolution des équations numt^ 
Tiques 4e M. Lagrànge, ) ^ 
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Si 1 . Les équations Homogènes (^) , qui ne renferment que 
ieux lettres peuvent toujours se transformer en équations numé* 
Tiques. £n eiFet ; la forme générde des équations homogèaef 
gui ne renferment que deuxièmes a ety ^ est... 

( m , p , 7 , Ty . A , l'j désignant des nombres. ) 
Sappo8ant^y!=aa; , tons les termes de Téquation (i) deyien* 

dront divisibles par a" et la division effectuée conduira à 

réqnation numérique... 

Les racines de Féquation (a) , multipliées par et , donneront 
les racines de Féquation (i). Ainsi ^ pour résoudre l'é^uatioT» 
homogène y^ — jei*y-\-SA^=zo } on feraj^ — ax', ce qui donnera... 

♦V— 74*^+6*' =o}d'oli a:' — 7x4- 6=0. « 

Les racines de cette dernière équation sont -f- 1 ^ + a et «—S 
(n* ag4)« Le^ valeurs dey sont donc, -f-«t, +3* et —3*, 

Equations à deux termes* 

Sia. Les équations à deux termes (**) , peuvent toujours so 
transfornier en équations numériques. En elFet^ la forme gé- 
nérale des équations à deux termes étant... 



m m 



(i). . .j^=db&;d'oii. . . j= V^A V/*"* 



1» 



(*) On dit qu^on polynôme est homogène , Jonqo'en faiiant abftraetion dci 
•oefieiens Bnmeriqaes , tons les termes contiennent le même nombre de fac- 
tenrs. Ainsi , 5a* x» 4- ^b^x^ c*d* , est nn polynôme Aonio^éne. Sax^ 7 nVst 
pas homogène. 

(^*) Lep équations à deux termes, topl celles qui ne renferment qn'rnie même 
puissance de rinconnne \ on peut toujours les ramener à la forme j^d: 63:0, 

3 
Par «semplo , relation 4^-*^=:ax)'— 4» donna x^^s- -• 
/ • , * 
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Il suffit de rendre cette équation homogène (1^® 3i 1 ). Pour 
y parvenir^ on extraira la racine du degré m de la quantité &. 
. Désignant cette racine par A , on aura b=a^ , d'où j^"*=:dia"* 
Pour rendre cette équation numérique , on fera ( n^ 3ii)... 

yszzax^ (Toîi a»ar"» = d=a"» et... (a). . . ar'"t=±: i. 

La multiplication de la quantité a , par les m valeurs de x ^ 
donnera les m valeurs de y. 

On opérera de la même manière lorsque b sera un nombre , 
parce que la forme de Tequation (2) est plus simple que celle da 
l'équation (1). 

3i3. Pour résoudre r équation (^) . . . .a:"=i ; on remarquera 
qu'elle donne a;=i»de sorte que x^ — 1 est divisible par (x-— 1) 
( n** i36). Effectuant la division, on verra que... 

Toutes les solutions de l'équation (3) seront donc fournies 
par les équations. . . 

a: ■— I = o } (4) . . . x»-« -f- Jr*"* -f- . . . H- Jr ■ -f- jc -f- 1 = o (*). 

La première donne x^zi. Pour que la seconde puisse être 
résolue par les méthodes précédentes, il faut que 7?i soit moindre 
que 4- Ainsi... 

X* — 1 = 0, donne (:«:— i) (a:-f»i)=o; d'oîiar= let ar=— i. 
x^ — I =0, donne . . . (x* — i)af=(x— i) (x» «4^ x-f- 1)» 

Egalant 0?*+^+ 1 à zéro, on trouve x=^ ~r— iih V^— 3]» 

('*') Un nombre, plus grand ou plus petit que Tunit^, elevë à la paissance 
m , donnant un résultat piua grand on plus petit que l'unité (n* 39) , Péquâ-^ 
lion (3) . , . X"* = I , /} e peut jamais admettre d'autres racines réelles qum 
^ v4- I et — I. Lorsque m est pair , elle contient ces deux racines, de sorte qM' 
IV-qiiation (4) n''a que la seule racine réelle x=:= — i. Quand m est impair^ 
réquation (3) n'a qu'une seule racine réelle x = i ; l'équation (4) «c contienl 
donc pas de racines réelles. Les méthodes que nous avons données pou* 
calculer les racines réelles des équations numériques, ne pourront doac pv 
faire découvrir d'autres racines de l'équation (4)* 



D,* À L 6 £ B R I. 171 

èeignant ces deux racines par ce et C ^ les trois raciues d% 
îqaation a^=.i , seront... 

jr = I : X = = *: X = ^ =C. 

Ces racines jouissent de propriétés remarquables. En effet ; 
: et fêtant racines des équations... 

x'= I ; X» -f-x-f- i=oj on «. . . 

3i4* De sorte que /e^; trois valeurs de y tirées de l'équation 
^=sb^^ sont b ^ b ce et bet*. Ces résultats serviront dans plusieurs 
émonstrations. a et ce* se nomment les racines cubiques imagi^ 
lires de l'unité. Les trois racines de Téquation y^=a y sont 

^2f a)/Z et «e*V^fl. 

3i 5. Nous terminerons la théorie des équations à deux termes , 
1 faifant connaître quelques cas particuliers dans lesquels on 
Bot résoudre directement Téquation (2) ; nous verrons , dans 
i seconde partie de la théorie des équations , comment on peut 
isoudre généralement les équations d deux termes , au moyen 
es lignes trigonométriques. 

m 

L*éq[1iatioii x4=: i , donne x« asV^rsrt i ; d'où xs=rfc l/S. 
L'ëqnation x' -f- 1 =0 , donne x'zi: — i ; d'où x =-^ i. 

Divisant (x'+i) par (x-f-i) , le quotient a:*— x+i , égalé 
[?iro ; déterminera les deux autres valeurs de x, 
Vjquatîon x^=zi /donne x^=±:i , et Ton sait résoudre ces 
eu équations. * 

;P<mt résoudre l'équation 3:^—1=03 on observera que j:* — 1 
It1e|nx>duit de a:*-j-i par x^-— 1 ; égalant "ces deux facteurs à 
d6 y 9a trouvera... 

; x=dbV/± I ; et x4=— r;x«=drV/I^i j x=±: ydzy^. 

\ht sorte que Ton a ainsi obtenu les huit valeurs de x, 

( 8 

l^'équatioD^*=iî5S , donne^^= v/fl56=a. Les huit racines 



/ 
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de cette équation sont donc ±12 ^±11 et ±:a Vdt V/ — 1 • Les ' 

huit racines de l'équation ^*=:2 , sont diV^fl V'— ^ ®* ±l/a ;: 

• 

3 16. En général, lorsque m est pair ^ t équation x"^=i, a - 
deux racines réelles -f-i et -^i) lorsque m wt impair, celte équor " 
tion n*a qu*une seule racine réelle x=:-l-i . Quand m est impair^ 
l'équation X^+i=o, n'a qu'une seule racine réelle x=:-— !-> et 
quand m est pair, cette équation n'a aucune racine relie, cat : 

on en déduit x=:V/ — 1 , et la racine d'un degré pair d'ut» 
quantité négative est imaginaire ( n^ Sy). 

Équations réductibles au second degré. 

317. Les équations réductibles au second degré, sont celles ; 
dans .lesquelles l'inconnue na que deux exposans différens , \ 

: — r — : — '■ — -î 

(^) Ces exemples vérifient Texactitude du principe du n^ ifo, on Toît çpM j 
chacune des é(£uations x"^=-a, x**:=z — a , admet m racines } deux de cet ^ 
racines au plus sont réelles, les autres racines sont des symboles purement I 
algébriques, qui ne sont pas des quantités, mais qui étant «ourais aux opéra* | 
tions indiquées dans l'^uation, rendent, les deux memhres identiques. On voit i 
donc que les racines d'un nombre ont deux espèces de valeurs; la premier^ ^ 
que '^2Li^i^eMei^\ détermination arithmétique, est le nombre que Ton obûcot . 
par la méthode du noggj la seconde comprend les valeurs négatives et lec 
imaginaires, que je désignerai sous le nom de déterminations algébrique , 
parce qu^clles ne doivent leur existence qn^à la combinaison des signes d« 

* m 

Talgèbre. Le signe V^^ indiquera la détermination arithmétique ou la va- 
leur numérique de la iracine du degré m du nombre a. Et je conserverai U_ 

m ' 3 

signe y^a pour désigner les m valeurs de la racine m*^*"' de a. Ainsi V^(8j=::»- 

3 î 3 

et les valeurs de V^8 sont V^ (8) X l/i , on a , a« et a«>. En général^ 

l/fl r^V/(â) X \^i > car on obtient les m valeurs de ^a , 'en multipliant la 

m m 

Vf leur mimérique de V^apar les 7|i valeurs de ]/i* ^ 
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dont l'un est double de l'autre. De sorte qu'on peut toujours 
ramener ces équations à la forme ... 

(i) . . . x»"» -f- apjr^-f. ^ = o. Posant x^zizy , on trouve. , . 
^»— af>x--h<7=o; d'oîi...j^=p=fcï/p^--? = **-' 

Désignant ces deux valeurs Aey par a et 6 , la question sera 
j réduite à résoudre les équations à deux termes x"=:a, x"=b , 
et nous avons vu comment on peut résoudre ces équations. Par 
exemple 5 s'il s'agit de l'équation ... 

«•— 35jr'-4-ai6=o; on fera jf'=j^;d'oiij^» — 35;^-f-ai6=o. 

CetCe dernière équation donne j'^: 8 etj'=a7. Il s'agit donc 
de résoudre les équations à deux termes 0:^^=8 , x^^orj. Les 
racines cubiques de 8 et de 127 étant 2 et 3 , les six valeurs de x^ 
f(mt(n« 3i4), a, ace, a«%3, 3ctet3a*. 

Si l'ëqaadon proposée e'tait. . . 

X* -4-65x<— iag6=i o; on ferait x< ^j^. 

La transformée serait ^*+ 65r — i396=:o. On en dëdoiraitjr=i-f- 16, 
eCr = — -8i« Ce qui conduirait à résoudre les équations à deux termes 
x<=i6et x4 = — 81. On trouverait que les huit racines de Féquatioa 
pnposée sont... 



REMAmQUZ. L'équation s*** + apx" 4- q = o , ne peut jamais auoir plus 
A quéttre racines réelles y car les racines de ces équations sont données 
fut les ëqaations Jt deux termes x"* = a , x" =^b, et chaque équation à 
à tennts ne peut avoir plus de deux racmes réelles (q^ 3i6}« 



/ 
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CHAPITRE IV- r 

PROGRESSIONS ET LOGARITHMES. 

PROGRESSIONS PAR DIFFÉRENCE (*) 

3i8. lia progression par différence est formée d'unie suite âê 
^Termes tels^ qu'en retranchant chaque terme de celui qui le 
précède , on obtient une différence constante. Cette différence 
est ce qu'on nomnxe la raison de la progression. Ainsi , en dé^ 
signant par a le premier terme de la progression , et par d la 
raison, le deuxième terme sera a-f-c^, le troisième 8eraa-+-ad, . , 
et si la progression est composée de n termes ^ le dernier terme 
sera a+(7i— ijci^ l'ensemble dé ces termes s'écrit ainsi... 

« 

Et l'on prononce, a est à a+d , comme a+d , est à (a+àd) , 
comme a+ad esi à (a<4-3d) , etc. I^a procession éqiiÎYQut donc 
aux prpportions continues par différence. . . * 

519. Lorsque la raison d est positive , chaque terme est plus 
grand que cehii qui le précède , les termes vont en augmentant» 
et l'on dit que la progression est croissante. Quand la raison d 
est négative , les termes diminuent à mesure que Ton s'éloigna 
du premier, et la progression est décroissante* Ainsi... 

V 5 . 7 .9.11 . ï3 . est une progression croissante, 
•;.i3.ii.9.7.5est une progression décroissante. 



(*) Les progressions par différence éiaieui anciennement connues squsI^ 
nom de progressions arithmétiques. 



I 
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On voit qiCune ptogression décroissante peut être considérée 
comme une progression croissante , écrite dans un ordre inversé. 

Sâo. On considère ordinairement dans une progression , le 
premier terme , la raison , le nombre des termes , le dernier terme , 
et la somme de tous les termes. Désignant ces quantités par 
a,d, n, «et s', on aura... 

Lorsque Ton connaîtra le premier terme a , la raison d , et le 
nombre n des termes , la première équation donnera la valeur 
dn dernier terme « , sans qu'il soit nécessaire de calculer tous 
ka termes. Cherchons une valeur de s qui jouisse de la même 
propriété. Avec un peu d*attention , on voit que la valeur de .s , 
peut être mise sous les deux formes suivantes... 

#=«•-4- (» — €?)-+- (».^a£/)-i- ... -^{a — acf ;-»-(«-♦- </)-+-«. 

Si Ton ajoute ces deux équations membre à membre ^ en 
réunissant les termes qui se trouvent les uns sur les autres^ il 
viendra... , 

Or (C'^^) est répété autant de fois qu*ii y a de termes dans 
^ progression , c'est-a-dire n fois 5 on a donc. . . 

a « = Fi(a H- i») î d'où 5 = - /i(a -h i») . 

Cette valeur de s jouit de la propriété demandée. Leséqua- 
tiona... 

Donnent la solution de ce problème général. 

'3a 1. Connaissant trois des cinq quantités sl, d,n\it, s, qui 

cCrent dans une progression par différence , déterminer les deux 

.autres quantités. Cette question fournit dix problèmes particu- 

iliers, dont les solutions n'offrent aucunes difEcultés, car on a 

toujours les deux équations (1) et * ) , pour déterminer les deux 
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parties inconnues j et les équations à résoudre sont du pre 
degré ou du second degré. Si Ton calcule les valeurs des 
connues dans chacun de ces problèmes , on sera conduit 
résultats suivans : 



ÉÊÊm 



No». 



4 



8 



10 



Données. 



a,d,n 



s,d,n 



CÊ,d,n 



a,eê,n 



a,Sfn 



«,5,n 



a,cù,d 



à, Sfd 



m,s,d n,a 



m,s,a 



Inconnues. 



«,« 



a^m 



a, s 



,,d 



'.d 



a,d 



■* 



n,s 



rifm 



n,d 



VALEURS DES IVGOHirVEg. 



s=aH-(n — i)d; * = - n /aa-f-(ii-f-i; 



!i5 — n{n — t)d 
a— s -■■ ■ j i 



as 4^ n(n — i)à 

"" a» 



=:•-«(«— i)rfj * = - ii-|ai» — (n — 



a ^ " n — I 



1 

a« , 2(5 — rt/i) 

=; — — « ; « = -V" — ^' 



, 28 , a(«a — s) 

n /i(rt— i) 



.te 






2d 



(J— afl)± V^(€f— a«)»-t-8d5 
n« 55 j 






(aM-^ dr V/ (a» -I- J)»— 8^5; 
n:^ '■ ■ . ■ a 

a<i 



=--(«. 






y ce — ■ I I. 

as — (i»-f*«) 



Dans le huitième problème, où les inconnues sont » et â 
a égalé les valeurs de a» , tirées des équations (1) et (12) ; ce c 
donné une équation du secikid degré en /i; la résolution de c 

équ 
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é^atioll a Conduit aux deux valeurs de n , placées dans le ta- 
bleau» On pourrait aussi calculer la valeur de « ^ en fonction des 
éonnées^^s, d^ mais l'équation en « étant du second degré « il 
est plus simple de déduire les valeurs de « de celles de n^ au 
moyen de Téquation (1). La même remarque s'applique au 
neuvième problème ^ 

3s9. Lé nombre des .term«0 étant eMentiellement entier etposîtif^ on ne peut 
nàmeUre que les valeurs entières positives de n. Appli^ons ks formules 
pitfcédéntes ^ qaelquei exemples. 

3a3. Entré deux nombres donnés a el • ) insérer U; termesy de manière 
que Vensfemble des n^^^a termes ^ forme une progression par différence, 
(C^ttt ce qa^on nomme insérer n^ moyens proportionnels arithmétiques > 
mntre.dmix nombres donnés, a et»). On connaît, le premier terme a , le 
damier tenne • , et le nombre n^-f^a des termes. Il s'agit de calculer la rai^ 

êOM d. La seconde formule du quatrième problème > donnera ds= — — -. 

334- Ainsi , pour inséter plusieurs moyens proportionnels arithmétiques 
entre deux nombres donnés ; il suffit de diviser la différence entre ces deux 
Hombreê , par le nombre des moyens proportionnels augmenté d^un. Le 
quotient exprime la raison de la progression demandée.Vati exemple; pour 
insérer trois moyens proportionnels arithmétiques entre 5 et 1 3) on divisera 
(i3^*'â) , par (34* i) 9 1^ quotient a exprimera la raison de la pro|^ession de* 
' mandée ; de sorte que les termes de cette progression sont 5)7,9, ^ ^ > ^^ 

325« Dans la suite des nombres niTOfiEis» i>a>3,..«,99, loojct^- 
- terminer la somme des nombres entiers qui ne sont pas des quarrés» SI 
f- fou di^igne par s la somme des 100 nombres i , a, . . ., 100 ; cette somme 
■era composéie des dix quarrés 1,4*9» i^ > ^5 , 36, 49 ; 64 , 81 et too , dont 
Ja'spkune est 385 y et des 90 nombres qui ne sont pas des quarrés , dont la 
comme aeia égale à 5—» 385. D suffit donc d'évaluer la somme s dès termes 
é^tOÈC progiessKMi arithmétique » dans laquelle, a= t , «» = 100 et /ir=ioo. 

La lbniitile>iis=-/t(a-f-^}y donnera j=s5o5o; la somme demandée est 
doue 5û5o«-3859 ou 4665. 

3d6. l}aâs mnB progression par différences , le premier terme as:: f 3 , la 

tuUoH dae^^a, et la somme s des termes est 4o. Déterminer le nombre 

» dm Èermsee et le dernier terme m. Si l'on substitue les valeurs àea, d, s, 

iana les formules relatives au huitième problème , on trouvera /is=:4etn = io^ 

^eoi* correspondantes dje m , seront H- 7 et — 5. De sorte que kê deux 

ions qui satisfont au problème , sont. « . 

^tS . II *g« 7 eti i3. II 4*9. 7 * 5 « 3« I . *^i «'-^3 . —5. 

ctl ^IgèbH, T. IL la 
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3^7. Si Us données étaient a =a^t> = 3^f s:— io,lesforma3ef dn 
âiziteiè |>roklème donneraient n = -^ 4 *^ ^ = '"" ê* J^ Yaleor ii^atif«d< 

n indique iMmpossibilitë du problènMSi Et en effet , la raison d étant n^;*' 
thre> le dernier terme ne peut pas étté pins grand que le premier* 

Progressions par quotient (*). 

Si28. La progression par quotient est formée d'une siiite ae 
termes tels , qu*en divisant chaque terme par celui qui le pté^ 
cède le quotient est constant. Ce quotient est la raison de la 
progression (**). Désignant donc par a le ptemier terme de la 
progression et par q la raison; le deuxième terme sera aq; le 
troisième scraa(/%. . ., et le terme du rang n sera aq*^*^ L'en* 
semble de ces termes s'écrit ainsi. . . 

Cette progression équivaut aux proportions continues, 

a\aq \\ aqlaq^'y aq t aq* \l aq* *. aq^\ etc. 

Sag. Lorsque la raison q est plus grande que l'unité \ les 
termes vont en augmentant'^ et la progression est croissante. 
Quand la raison q est moindre que Tunité , les termes diminuent 
à mesure que Ton s'éloigne du premier ^ et la progression est 
décroissante* 



j 



(^) Cet progressions étaient connues sous le nom de progressions géo* 
métriques, 

r [**) Si Ton compare la définition des progressions par diflPérenccs (n* 3 18), 
à celle des progressions par quotient' (n<» 3a8) , on Tem que là seconde se 
déduit de la première, en changeant le mot différence ea ce\m ée quotient. 
Les propriétés des progressions par quotient devront donc se déduire de 
celles des progressions par différences , en changeant dans ces dernières ^ 
les mots. . . 

ajouter, soustraire, muitiplier , éUtHser, en... 

Multiplier, diyiser, élettr à une- puissance , extraire une racine, 

La théorie des progressions par quotient coBÛrmen l'exactitude de ces 
i^^^rques. 



i 
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kl SSo^ Si Ton désigne 1« nombre des termes par n, le dernier 
j,| terme par « > et la somme de tous les termes par s , on aura . , • 

On peut simplifier la seconde équation , car on a ( n* i57 )..: 

?!Si. Les formules (i)...it=Siqf"-'', (a).. .s=a^3jl!ll2 (*)' 

txpfimerU les relations qui existent entre les cinq quantités a , « ^ 
f y D, e^ s. On pourra donc toujours en déduire deux quelcon^ 
ques de ces quantités, lorsque les trois autres seront données. 
Ce qui conduit aux dix questions suivantes, aniilogues à celles 
du n"" Sâi. 

33a. Connaissant a , q, n , irouuer » et s. Lef formoles (i) et (3) , 
donnent les Tmlenn des inconnaes m et s, 

333. Connaissant 8,q, n, trouver a et m. L'éqnation (2) , qui ne ren- 
ferme qae la sente inconnue a , donnera la Taleur de a ; cette valeur, snbsti- 
Cnéedûif Téquation (i), conduira à la valeur dt », Ces valeurs sont... 

(3)... a= liaul;. (4)... • = #y-')^;- . 

334. Connaissant et , q et n, trouver s et a. La formule (i) 
détermine a » et la substitution de cette valeur de a dans l»for-' 
mule (a) , donne s. On trouve . . . 

(5)...a= -^; {6)...5=i iîlTl!^, 

335. Connaissant a , « , n , trouf^er s et q. b'é^ation (i) donne 
■— « 

^ :;s V a» 1 d. On pourrait en déduire la valeur de « » en mettant cette 



.tmMà 



[*) La mnltiplîcation des dent membres de Inéquation («} , par (9—- 1) , 
doiMie «(9 — 1) =r a (9*~- i), et cette dernière conduit à la formule (a)«j 
Mais la multiplication par («jr — i) a introduit la valeur 9 = 1» qui était 
tomgère à la question.^ On devra donc se rappeler , qtie tes formules qu» 
ton déduira des équations (i) et (a), contiendront une valeur q= i , 
étrangère à la question. 



valeur de q dam la formule Ca) ; mais lea cidciila i%KtA ebinplic[ti4é , <W 
opérera de la manière suivante^ on mulûpliera les denx membres de Téqu*- 
tion (i) par <7 5 ce qui donnera 9tq = aq* \ la substitution dt cette valeaf 
dt aq\ daiie U fiocmnle (a) , donnera. . • 

^ * ^ — X . 

«— I 

Mettant pour ^f sa valeur V*T« > on aura. . • 






»— f 



Muliipliant lea deux termes de eeue fraction par V^ t €t posant la valew 
de 9 ; on trouvera . . . 

{,)... ,=r/25 (8)...,= î2^:;fS. 

\/m- \/a 

336. Connaissant a,s,n, trouuer m et q. L'éqoation (a) renfennam 
une valeur de,^, étrangère à Utfuestion (note dnn^ 33i); on déduira les • 
valeurs de q de Féqnatron (et) dvn<* 33o , et la substitution de ces valeurs de 

q , dans la formule (i) , conduira aux râleurs de » correspondantes. Les 
équUtîoQS qui donnent 7 et •, sont donc... 

(9)...^»-"»H- ^»-*-f*-.. + 7*+7-^' «^^ -; (io)...ii = fl^»-«. 

337. Connaissmn* m, s, n, trou^'erqet a. Onëgalera les valeurs de a, 
déduites des ëquatipns -(i) et (et) ; ce qui donnera. . . 

9""* -" Ct^) ^^"""^ ■*" ^*"'^ • * • -^r-hq 4- 1 ) =0. 

Lorsque les valeurs numériques de « , s , n , seront donncfes ^ TéquatioA 
précédente deviendra munérique ^ on pourra donc en déduii e lei vaknis 
de rinconnue q, La substitution de ces valeurs de ^ , dans l'équation (i) 
conduira lanx valeurs correspondantes de a. Les équations qui déterminent 
9 et a , sont donc. . . 

(1 . . . ç*-' — (t^—) (^•-»-^9''-'.+--^7+0= ; (la) ... a =^ --^. 
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* Théorie des Logarithmes (n* 55o).' 

538. Connais$ant a , « et q ^ trouver n et s. La valeur de s^ 
eft donnée par la formule (1 a) du n* 337. La valeur de n dépend 
de l'équation (1) , dans laquelle Y inconnue n entre comme expo^ 
sant. Or nous n'avons pas encore résolu d'équations de cette 
espèce , car les inconpues n'entraient jamais dans les exposans. 
Aussi » les méthodes exposées précédemment , ne peuvent-elles 
pas servira calculer la valeur de n. Nous sommes donc conduits 
à examiner comment on peut obtenir la valeur de rinconxnie 
ip^ dans une équMondelaforme. . • 

(i) • . . a" =sib ^ (a et b sont doorn^ ; x est Pinconnue ). 

339. U s'agit donc de résoudre cette question générale : à 
quelle puissance doit-on élever un nombre connu a , pour obtenir 
up norftbre connu b. Une méthode analogue à celle du n^ 985^ 
conduit à la solution de ce problème. Par exemple; pour ré«« 
soudre l'équation ... (a) * , 8^=3a , 

on donnera successivement à :r , les valeurs 0^1, a , et Ton 
reconnaîtra que la valeur de x tombe entre 1 et a. Faisant donc 

x= 1 «f- ^ ; la valeur dey sera plus grande que l'unité , et Té^ 

quation (a) deviendra. , . 

toi- * ' • ' 

3a==8*"*';=:S' X 8/' d'aîi 4 = 8r «t (3)... 4/ = 8. 

L'équation (3) étant de même forme que la proposée ; on 
donnera à j^, les valeurs 1 ^ a , 3; et Ton reconnaîtra que^ tombe 
filtre 1 et a. Posant. . , ^ 

jr s= X + — j on anraj^y ^ i ; rëqnation (3) deviendra. . • 

8=4'"^7, =4 x4r' d'où a =4^ et a^/=4- 
Cette dernière équation donnej^^=za« On a donc . 
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Cette valeur de a; satisfait à l'équatloo proposée |. car on en 
déduit, . . 

* 3 . » 3 . 

340. Zrfi valeur de x peut être hégadve. Par exemple j Té- 
qn^tion'. . , * ^ 

(4). . . 8» :;= ^5 'conduit à « = — j , 

En effet; Vbypotbèse x^=zo , réduisant &' à lunité, et 8* 
iSugmentant à mesure que x augmeuteb, aucune valeur positive 
de or « ne peut satisfaire à réquatiod (4).Faîiant donc;|;=*— «^ 

* 

Téquation (4) deviendra, ^, 

"' ' , 5 ■ 

Cette dernière équation donne ( n* SSg ),»==» =5: •— a?, Jlia 

, ' .5 

valeux^de x est donc égale ^u nombre négatif ^^ ?• 

' ' '' . ... ... - . 

, 54^* Enfin ^ la valeur 4e ^ /?ew^ ^/re incommensurable, L'é- * 

quation (5). .io* = aoo , en offre un exemple (A^ n^Sga). 

Pour approcher de la valeur incommensurable dé Xi,W moyen 

de&ymc^£o7i^ con^i/ii/e^ , on effectuera deç calculs analogues i' 

ceux du n* SSg , et Ton trouvera , , . 

$i l'on néglige la quantité — îBn auraj'^^srg, et la valent 

J'y// 

a8 
approchée de x, serî^ ft-r) — =^ ou a,3oio7 etc. ; cette valeur 

est trop forte j'mais ( n** lai ) , Terreur est moindre que ■ i^^ m 

ou que 0,000a çtc. Et en effet; si Ton calcule un plus gran^ 
nombre de termes^ dans Infraction continue qui exprima X, otMr 
trouvera 0;=: a, 3oio3o etc. 
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34^. En ^inénl, lorsque dans Véquation (i).*. a*=:b) tes nombres 
ft eC b sont entiers et positifs , il est facile de reconnaître dans quel 
eas la valeur de Pinconnue z est commensurable ou incommensurable. 

En eilêt ; ^and x \ nue valear commeiisiirable ^ ) p et q loot det 
«ombct* entien , et réquation (1) devient. . . 

ai=ib{ d'où (a). . .«f= 5f . 

Le» deux membret doivent contenir les mêmes factters et ea mém* 
■ombre ^ de sorte que Ton a. . . 

a s: «^ C' >^ eu. j *==«•■' C*' y** etc* . 

*> C Vf «ic.ydésîgnantdes nombres premiers (no69) ; i*ëqnatioii (s) deTient#r, 

(3). . . tL'-p C'P yp etc. = «f-'f C»'f ^•'f etc. 

Les lacienrs premiers m,, C , y , etc. , devant se trouver le même nombie 
de fois dans chaque membre , il en resnhe. . . 

^ = r^^; sp r=i sfq \ tp =z t'q; etc. d'oii. . . 

£ = -= 1' — î! — 

q r~'7 t 

,> s'" t' 
343* Ainsi; lorsque z est commensurable , /e« rapport» - » — » -9 etc«» 

«ont ^çauxy et chacun d'eux exprime z. 

344- Réciproquement, lorsque ces rapports sont égaux y chaeun d*€U9 
exprime la valeur dex; car en faisant. . , 

= - -- i'= - = 
r "^ * t 

La Talenr de a" devient. . . 

/ f â ^ t . j- j 

r r r r r , • * 

«*=(«•• C'y etc.) "= («'•)~(^')~(>*)''"«^- = (*'")'^x (C»)'"x (>*)*~ «««• 

= «t»^ C*' ^»' etc. = ^. 

L^bypothèse x = — , satisfait donc 2i l'^uatiou (i). Ce qui démontre le 

pnucipe énoncé.. 

r' s' t' 

345. Quand les rapports -^) - > - » etc. , ne sont pas égaux , la 

valeur de z est incommensurable , cor , si x était commensurable , ces 
lapporu seraient égaux (n® 343). On en déduit cette règle générale : 

346. Lorsque dans P équation a'=;b, les nombres a et b sont entiers 
9t ffotitifs ; pour reconnaître si la valeur de z est eommensurablc :■ 
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décomposez les nombres & et h en facteurs premiers ; vous troU"^ 
i^rez (n® 69). ' ' 

a = «»• C' >' etc. ; b= «/ x C/' X >/' X etc. 

Quand tous les facteurs premiers de a étant respectiuement égaux 

jf s' t' 
h ceux ilehi ^^^ rapports -* 9 — 9 - » etc. seront égkux^ la valeur de x 

sera commensuràble et égale a Vun quelconque de ces rapports . Dans 
teus les autres cas, la valeur de z sera incommensurable*. Pour appli* 
qner c^tte règle aux ë^ation». . . ^ 

8* =« 3a ; i44* =: 1728 j a88*= 1758, 

on décomposera les nombres, 8, 33, i44; ^7^^ ^' a88 , eh facteare pre* 
miersj ki. équations proposées deviendront. . « 

(a3)*=a5; (ai x 3«)* = a« x 3^ j (a«.3«)» = a6x3î, 

5 3 
Les Taleitrs de x , déduites des deux premières équations 9 sont x et -«t 

Dans la dernière équation , x est incommensurable , car les rapports ^ 

6^3 m 

V et - ne sont pas égaux, ^^ 

347< Remarque. Lorsque dans l'équation a* = b, les exposans r, s» t, ctc« 
des facteurs premiers de a , sont égaux à l'unité , la valeur de x est 
^Mi nombre entier , ou est incommensurable, L'éqnation 10* s^ b , est 
de cette espèce. Mais en donnant à jt les valeurs o , i , 9 , 3 , etc. , 
o, — ^ i,<^a, — • 3, etc. , les valeurs correspondantes de b sont, i, 10 ,• 

100, 1000 , etc. , I , — » —, 9 eic, Pat conséquent, €tan$ l^équa" 

'10 100 1000 ^ 

tion 10* == b , toutes les fois que le nombre h ne sera pas égal h 

fun des nombres i, 10, 100, 1000, etc.; la valeur de x sera incom-* 

mensurable. Ainsi, dans, les équations 10* =3, io*=:af5, JO'^an ao, la 

valeur de x est incommensurable,. 

548. Les exemples précédens suffisent pour faire voir Comment 
on peut résoudre V équation a* =: b , lorsque les valeurs desL et 
de b , sont données en nombres. L'inconnuex est toujours expri^ 
méepar une fraction continue et selon que x est commensuràble ^ 
ou incommensurable , la fraction se termine ou ne s^ termina 
pas. Dans ie premier cas , on obtient la valeur exacte de x y et * 
dans le second cas on approche autant que l'on veut de la valeur 
incomntensumble de X. De sorte que le problème est complète- ;' 
ment résolu. Mais on ne peut se dissimuler que si l'on était forcé [ 
d'employer la méthode du n^34^ > toutes les fois que 1 on aurait ^ 



1 
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i résoudre des équations de la forme (^). . .a'rrfr, on serait 
conduit à des calculs excessivement longs'; et comme on 
parvient souvent à des équations de cette espèce , on a senti 
fn*il serait de la plus grande importance de former des tables , 
i l'aide desquelles on pût éviter ces calcule. Voici comment on 
j est parvenu : 

349- Lorsqu'on assigne unevaleurnumériqueàa, telle que lo 
par exemple , l'équation (i), se particularise et devient loF^izb, 
Donnant une infinité de valeurs à a? , on obtient une infinité 
if valeurs correspondantes de b. Concevons qu'on ait formé 
une table de toutes pes valeursL, Si l'on prenait une autre valeur 
de a , on formerait une nouvelle table ; de sorte que chaque 
valeur de a détermine une table composée d'une infinité de va* 

^ leurs de x et de b. Il paraîtrait donc nécessaire de calculer une 
infinité.de tables ; ce qui est impraticable ; mais on démontrera 
dans le n*36i ^ qu'il suffit de connaître une seule table corres" 
pondante à une valeur arbitraire de a. Occupons-nous dono 
de la formation de cette table. 

Dans l'équation a^=:&^ les quantités beXx étant destinées à 
représenter successivement tous les iiombres ^ tandis que a doit 
conserver la même valeur dans le calcul d'une table , on dit que 
i et X sont variables et que a est constant. Or on est convenu 
de représenter les quantités constantes par les premières lettres 
de l'aiphabet^ et les dernières lettres désignent les variables. 
Nous remplacerons donc la variable b , par y , et l'équation 

I t=a* , deviendra . • . , (2) . . , .j^ =:a*. 

f 35o. Les valeurs de x ont été désignées dans la table , sous 
le nom de logarithmes. De sorte que x est le logarithme dii 
nombre^, Les logarithmes des nombres sont donc les exposans 
des puissances auxquelles il faut élever le nombre invariable a» 
pour obtenir successivement tous ces nombret. L'ensemble des 
valeiiri de x , qui répondent à une seule valeur de a^ est ce 
qu'on nomme un système de logarithme , et le nombre cons^ 
tant a , est la ba$e du système. Ainsi , dans le système dont la 
base est 16 , le logarithme de 1000 est 3.^ car la troisième puis- 
sance de 10 çst 1000, 
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35 1 , La base a pouvant être une quantité positive plus grande ' 
ou plus petite que Tunité (*) , il est nécessaire d'examiner 1«s 
relations qui existent entre cette base et les logarithmes corre»- 
pondans. Nous allons prouver qu'en donnant à x , une infinité 
de valeurs positives et négatives , on peut toujours obtenir pour i 
y , tous les nombres positifs entiers et fractionnaires ^ depuu < 
zéro jusqu'à C infiniment grand. En eJFet : 

35a , 1 ^jporsque la base a est une quantité positive plus grands 
que l'unité , l'hypothèse a?=:o, donne j^=^a*-= » ; et si Votk 
conçoit que x augmente d*une manière continue, depuis zé9>, 
jusqu'à l'inCni , a'' ou y augmentera d'une manière continiie . 
depuis l'unité jusqu'à l'infini ( n®» 3i et 3a ). L'hypothèse 
0?=— 2j , donnera, . , 

^ a» 

Concevant que % augmente depuis zéro jusqu'à l'infini , c^\ 

augmentera depuis l'unité jusqu'à l'inCni \-^^ *on ^ diminuàa >. 

donc depuisTunité jusqu'à zér(f. Mais x , ou — z , est le loga- 
rithme à.ey. On peut donc établir cette règle générale : 

355. Dans tout syitème dont la base est plus grande que 
r unité, les logarithmes des nombres plus grands que l'unité sont 
positifs et d*auiant plus grands que les nombres auxquels ils 
appartiennent sont plus grands. Les logarithmes, des nombres 
positifs moindres que l'unité ,• sont négatifs et d^autant plus 
grands que ces nombres sont plus petits. C'est dans ce sens que 
Ton dit que le logarithme de zéro est l'infini négatif 

354* s". Quand la base a est positive et moindre que l'unité , 
a* ou^, diminue à mesure que x augmente^ (n°3i), et cf"*, ou 

'j» ^ : 

(*) Lorsque la base est négative , la discussion de IVquation jr=3 «* , pvé«. 
sente des difficultés qui sont étrangères aux ëlémens. 

On ne peut pas prendre l'unité pour la base tTun système de logam, 
riihme$, car toutes les puissances de ra^ité, é^nt égaler ^ ranité| nVil-^ 
raient p^v de logarichznes. 
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^ \ augmente en même temps que x \ d'ailleurs x-=.Oy donne 

^ =: 1 : par conséquent : dans tout système où la base positive 
€st moindre que l'unité , les logarithmes des nombres positifs 
plus petits que l'unité sont positifs et d'autant plus grands que 
les nombres sont plus petits ; les logarithmes des nombres posi" 
tifs plus grands que l'unité , sont négatifs et d'autant plus 
grands négativement qu ils appartiennent à des nombres plus 
grands* 

Le principe du n* 35 1 est donc démontré. 

355. Remarque, En donnant à x toutes les valeurs réelles 
possibles, on n*a trouvé que des valeurs positives pour j^. Par con- 
séquent > lorsque la base a est positive , aucune valeur réelle de 
X ne peut donner une valeur négative de a* ou dey ; la valeur 
de 07, correspondante à une valeur négative dey^ est donc ima- 
ginaire. De sorte que dans tout système dont la base est posi^ 
pii/e, les logarithmes des nombres négatif s sont imaginaires (*5- 

356. Dans tous les systèmes , le logarithme de la base est 
égala r unité, et le logarithme de t unité est zéro. En effet \ si 
X désigne le logarithme dej^, dans le système dont la base est 
tt, on aura (n'35o ) . . . a'^=zy et a?î=?/y. 

Or jr = I , donne jr = a ; d'où i = / (a) , 
e| x==:09 donne^ =a<» = I j d*où o = /(i). 

Ce qui démontre le principe énoncé. 

357. Pour abréger , on désigne le logarithme d*un nombre 
quelconque iV, par IN , et /(p +</ + r + etc) indique le 
logarithme du polynôme {p + q -^-r ^ etc). Examinons l%s pro^ 
priétés générales des logarithmes, 

358. Les logarithmes , étant des exposons ( n" 35o ) , doivent 
jouir des mimes propriétés. On peut d'ailleurs le démontrer 



. (*) Par exemple , dans rcqnation to* = — iqo , Tinoonnue x est ima- 
^naire, car toutes les puissances du nombre positif 10, seront des pombres 
positifo. Dans le système dont la bs^e es( lo, le log^rithi^e 46— Yoo est 
4onc imaginaire. \ 
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directement, au moyen deTéquation fondamentale (i) ...^=r af , 
En effet ; si dans le système dont la base est a , les logarithmes 
des nombres j'^jj^^^jj^^^^, sont a;^,a7^^,.r^,,jon aura (n^^SSo). . ^ 

(3) . . . ^> = a», et X, = If fi y „ = «•„ et x„ œ ly„ ; /« = a*^ et r^^lym^ 

On en déduira ( n**' aS et 33 ) . . . 

(4)- - r/ X r// xr^=a», x «% x «% a=.a«,+^+%; 

Afais y Ze logarithme d*un nombre est P exposant de la puis^ 
tance à laquelle on doit élever la base a pour obtenir ce nom* 
bre ( n^ 35o ) . Les équations (3) et (4) donnent donc • . . . 



n* 



359. On en déduit cette règle générale : he logarithme d'un 
produit est égal à la somme des logcarithmes des faeteurs- L^ 
logarithme d^une fraction est égal au logarithme du numérU'^ 
teur mqins le logarithme du dénominateur; ou j ce qui est la , 
même chose ^ le logarithme du quotient est égal au logarithme '. 
du dividende moins le logarithme du diviseur. Le logarithme 
d*une puissance quelconque d'une quantité , est égal au logor \ 
rithme dç la quantité multiplié par l'exposant de lapuissahce^ 
Cet exposant peut être entier ou fractionnaire , positif ou né- 
Çatif^ commensurable ou incommensurable (n"' â5 et 33). Ainéi 

360. Cette dernière identité démontre que le logarithme iê 
la racine du degré m d'une quantité , est égal au logarithme 
celte quantité divisé par m. 

36 1 . Connaissant les logarithmes de tous les nombres dans un 
système particulier ; on peut toujours en déduire les logarithmes 
des mêmes nombre^ dans un système quelconque dont la bas» 
€$t donnée. £n effet ; si l'on déiignç par cylfi base du systèmt 
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dans lequel on a calculé let logarithmes, pai" l les logarithmes 
pris dans ce système i par b un nombre dont on demande le 
logjarithme dans le système dont la base est a } par / , les loga- 
rithmes pris dans ce dernier système , et par x le logarithme 
inconnu du nombre donné h^ on aura ( n* 35o ) . . . 

(i) . . . a* fi= Ô»; X = lb% 

Pour tirer de Inéquation (i) > la yaleurae l'inconnue x , on 
prendra les logarithmes des deux membres dans le système 
connu dont la base est ç^; ce qui donnera ( n** 35g ) . . . 

i'(tf*)=/'(5)5 d'oh (no 359) , (lfa)x x^t(b)ttxr='y^ = lb. 

36fl. La formule (a) démontre que le logarithme d'un nombre 
(fuelconque b , pris dans un système quelconque dont la base 
est a f est égal au logarithme de ce nombre , pris dans le sys-- 
tème connu , divisé par le logarithme de la nouvelle base , pris 
dans le même système, 

363* Ainsi , lotsqu'on a calculé les logarithmes de tous les 
nombres dans un système , pour en déduire les logarithmes des 
mêmes nombres dans un autre système ; il suffit de diviser 
chadUn des logarithmes connus , par le logarithme de la nou- 
velle base , pris dans le système connu. Le nombre constant 

y* a reçu le nom de jnodule ; en désignant ce module par M , 

onanra. « . 

Tp-^sMet... lb=:M X Vb, 
Va 

564* ^ comparaison des équations (1) et (3) démontre que, 

ions toute équation de la forme a*=b , la valeur de l'inconnue 

l est égale au logarithme du nombre connu h , divisé par le lo^ 

forithme du nombre connu a. Le système dans lequel 9n prend 

ks logarithmes des nombres 9i et h est arbitraire. 

Ib 
565. L'équation (a) donne -jr- = fa. Ainsi , quel que soit le 

^nibre b, les logarithmes de ce nombre^ pris dam deux systèmes 
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quelconques, ont un rapport im^ariable représenté pur VsLi De 
6orte qu'on a, . . ^ 

„ n Vc vd 

3SS. Les propriétés précédentes ^ réduisent le calcul des toga^ 
rithmes de tous les nombres positifs , entiers ou fractionnaires , 
à celui des nombr^ffremiers , car le logarithme d'un nombre 
entier quelconque est égal à la somme des logarithmes des fac- 
teurs premiers de ce nombre , le logarithme d'une fraction est 
égal au logarithme du numérateur moid^^ le logarithme du déno- 
minateur^ et le logarithme de la racine d'un nombre esjt égal au 
logarithme de ce nombre divisé par l'indice du radical ( n^' 55^ 
et36o). • 

367. Dans toute proportion par quotient , le logarithn^ du quatrième 
terme est égal h la somme des logarithmes des moyens , moins le logw 
rithme de l'extrême c onnu , .car la proportion ... 

^l^ll c l d, donne d =f — j, et l'on en déduit, . . 

/£/ =/^^= / (èc) — /a = /& -f. /c — /tf, 

368. Remarque, Si p désigne un nombre positif ^elconqne , la valeur de 
id, pourra prendre cette forme. . . 

(1) . . . Id =: Ib '+' le ^ (p -^ la) -^p. 

(p^^la) est ce C[u'on nomme le complément arithmétique du logarithme 
de a. On suppose ordinairement p=io ; et dans ce cas, le complément delà, 
est le reste que Pou obtient en retranchant la, du nombre 10. La fonnole(i) 
démontre que pour obtenir le quatrième terme d'aune proportion , il suffit 
d'ajouter à là. somme des logarithmes des moyens , le complément 
(p —la), du logarithme de l'extrême connu j la somme, diminuée de p, ■ 
exprime le logarithme du quatrième terme. 

369. Lorsque des nombres forment une proportion par quotient:, ^ ^ 
logarithmes de ces nombres forment une proportion par différence. & 4 
effet j la proportion. . . 

albllcl di donne-T=''j 

o a 

Prenant les logarithmes des deux membres de cette équation , on a. . • 
/Q^ = / Q^; d'où la^lb =lc-^ld, 
«c qui démontre le principe énoncé. 
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B^a. ^uanivfusieurs nombres forment une progression pat quotient ; 
les logarithme/ de ces nombres forment tme progression par différence i La 
KAISOH de cette deniière progression ^ est égale au logarithme de la raisov 
ie la progression pat quotient. Eu. effet j soit la progression par quotient. . . 

H al agi aq* l aq^ l etc. 

Les logarithmes des termes de cette progression , formeront la progrès 
lioB par différence. . . 

yla.{la'^lq). {la^^^ Iq), (la ^i Iq) etc* 

La raison de cette dernière progression , est le logarithme de la raison de la 
progression par quotient. 

3/1 . Ce qui précède offre la théorie générale des logarithmes; 
occupons-nous de la. formation dune table de logarithmes. La 
valeur de la base étant arbitraire, il était naturel d& choisir celle 
qui a le plus de rapport ayec notVe système de numération dé^ 
cnple. On a donc pris lo^ pour la base du système des loga- 
t'Uhmes tabulaires , et par ce moyen la relation entre un nombre 
gtson logarithme tabulaire est exprimée part équation, . . 

lo* :=ijr , dans laquelle x =^ljr, 

37a. Nous ne parlerons plus désormais que de ces logarithmes ; 
de sorte que le logarithme dun nombre sera l'exposant de la 
puissance à laquelle il faudra élever la base lo, pour obtenir 
te nombre. 

373. D'après le principe du n*353j les logarithmes ^ des 
nombres positifs plus grands que t unité , seront positifs et d'au- 
tant phi» grands que les nombres seront plus grands -y les loga- 
rithfnes des fractions plus petites que T unité , seront négatifs 4 
et d'autant plus grands , abstraction faite des signes', que les 
fractions seront plus petites ; le logarithme de zéro sera l'infini 
négatif; et les logarithmes des nombres négatifs seront imagi^ 
nattes . Le logarithme de la base 10 sera l'unité, et le logarithme 
de r unité sera zéro, 

5y4' ^ dogarithme de l'unité , suivie de n zéros vers la 
droite, est égal à n, car le logarithme de 10" est... 
n X ^(10) y ou 71X1 , oun. Ainsi^ les logarithmes des nombres 
i,, 10; 100, 1000, etc, sonto, i , a, 3, etc. 
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375. Les logarithmes de tous les nombres enUets , compriê ] 
entre i , iO| 100, 1000, etc. , sont incommensurables (^n^34j)é 
On p<.ut le démontrer directement (A. n^Sga. pag« 3ag)« 

376. Nous supposerons toujours que les valeurs des loga« 
rithmes seront réduites en décimales; de sorte qu'un logarithme 
sera composé de deux parties , savoir : des unités placées a 
gauche de la virgule décimale et des chiffres décimaux qui se. 
trouvent à droite. La première partie sera la valeur entière ap* 
prochée du logarithme^ la seconde sera là partie décimale de 
ce logarithme. Ainsi , le logarithme de aoo étant (n*34i) ^ 
22,3oio3 etc.; la valeur entière approchée de ce logarithme i 
est a, et la partie décimale est o,3oio3 etc. • • . 

377. La valeur entière approchée du logarithme d'un nombre 
entier, contient toujours autant d* unités moins une, qu'il y a 
déchiffres dans ce nombre, £a effet; un. nombre entier iV, ' 
composé de n chiffres^ tombant toujours entre lo"""* et iç^ , et 
les logarithmes de ces deux derniers nombres étant n— »i et n ; 

" le logarithme de N tombe entre n«— 1 et n; la valeur entière . l 
approchée de IN, est donc n*^- 1 . Ce qui démontre: le principe ' 
énoncé. Par exemple ; le logarithme de aooo est 3,3oio3 ctc, î 

378. La valeur entière approchée du logarithme d'unôombiv J 
entier^ jouissant de la propriété remarquable | de faire coiiiiaftr«*vJ 
combien le nombre a de chiffres , cette valeur a reçu le nom de 
caractéristique du logarithme. De sorte que la CARACTÉRISA 
TIQUE du logarithme d'un nombre entier , contient mdantd'u^ 
nités moins une quity a de chiffres dans ce nombre. On peut 
vérifier cette propriété sur les logarithmes contenus dans la» 
tables, car on trouve. . . 

l (a) = Of 3oio3 j / (ao) = î| 3oio3 j / ( aoo )=af 3oio3. 

279. Quand on ajoute n unités à la caractéristique du loga^ 
rithme d'un nombre , on obtient un nouveau logarithme qui 
appartient au nombre proposé multiplié par 10", ott par 10 pris 
n fois facteur. Et réciproquement, lorsqu'on retranche n unités 
de la caractéristique du logarithme dim nombre , le nouveau 

logarithme I 
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logarithme appartient au nombre proposé divisé par lo* > ou pat 
ix)p9Ùnfois facteur. En effet; si b désigne un nombre quel- 
cooqa», on aura(n*'35g , 356 1 ). . • 

l(b H 10») s / (&) ^ /(lo») == l{b) -f n/(io) =:lb^n, 
A;^ = M— / (tf) ss /4 — »/ (10) =: /4 — n. 

Ces équations démontrent le principe énoncé , car la première 
exprime qu'en ajoutant n unités au logarithme de 6 , on obtient 
le logarithme du nombre ft X lo*^ et la seconde dit qu'en re- 
tranchant n unités du logarithme de 6 , le reste est égal au loga- 
rithme de *~. Ainsi, le logarithme de aoo étant a|3oiQ3, 
on aura.. . 

/( aoooo ) == /( aoo X 10* ) =/ aoo H- a = 4i 3oxo3 
/(a)=:/r — ;J = ' *o<> — a = 0|3oio3. 

58o. Lorsqu'on avance la virgule de n places vers la droite 
ou vers la gauche d'un nombre détUnal , les logarithniès des 
nombres qui en résultent ont la même parfie décimale, et pour 
obtenir ces logarithmes , il suffit d augmenter ou de diminuer la 
caractéristique du logarithme du nombre décimal proposé , de 
JLumtés 9 car en avançant la virgule décimale , de n rangs vers 
la droite ou vers la gauche d*un nombre » on multipUe on Ton 
divise ce nombre par lo*. Par exemple ; le logarithme de 
?9^ » ^tant 3,69758 1 on en déduira. • . 

l (3|959)=:oi59758j /(39f59) =1,59758. 

38i. La différence , entre les logarithmes de deux nombres quelcon" 
ques , est d^ autant plus petite , que ces nombres sont plus grands et difs 
firent moins. En effet ; on a. . . 

. Sîn MismentiAt^ d âiminae ; <> diminuera, i -f- - s'appiochera de PuniM! , 
Il log der I "4< — j s'approchera da lo( de x , oade z^ro \ la différence df| 

Algèbre. T. II. i5 






^94 t L É M E H $ 

logde n »fi c2 et de n V diminiura donc et approchen de s^ro. Gt qui d^ 
montre le principe énonce. On pent rërifier cette propriété snr les logplMéi ' 
dans les tables ; on voit ^e la différence entre les log de deux nômhreê 
entiers consécutifs , est d'autant moindre que ces nombres sont pttse 
grands. Par ezeiopley 

/3 --/3£=soii76oQ;/ii56-«/ii55s:otooo38j/7gg7-*/7gg0s=OfOoo6L 

38a. Le rapportentre deux nombres, approche tPautant plus du papport 
entre les log de ces nombres, que ces nombres sont plus grands et diffèrent 
moins. En «ffiegsi les log das nonbrei ne^n*^d, sont à et 6 -f / , «m aiinu- 

lo^sn; so ^^^^H^d^b^ln i b^- i" smlln-hd). â^^k 

n n l{n) b b \ ^ r 

Lorsque n augmentant, d diminue; In oxk b augmente et / dûninne 

d / 

(no 38i ) \ les quantités i •*!•- » i -f*jr» s'approchent donc de Tuniléj^lii . 

différence des rapports ■■ - » ■ . ■« , approche donc de zéro* Ce qui 

^montre le principe énoncé. 
393. L'erreur que l'on commet en iuppoeant 

n^^d Hn'^ d ) /( wf-rf) /it-^^T V 

n In * In \ n y 

Lorsque le nombre n ayant quatre chiffres , due surpasse pas l'nnîté^ ce^ 
erreur est moiq^re que OfOOoSS et plus grande que «100009 9 ^^ ^ 
«rouye... * 

looi /(looi) oi! loooo /rioooo) 

1000 /(looo) 9999 /(9999) ^^^ 

Ces erreurs poufont être négligées dau* les calculs ordinaires, on posera 
par approximation, ... 

.. n-^d Un'^-d) r-^ i /(n-f-i) 

(i;... "S =s >. — r-*» et - 'sa . « 

^ ' n *('*) n. in 

384- Quand on considère deux nombres entiers consécutifs plus 
grands que 1000, tels que n, n^ i , eC un nombre n4« d compris entre 
neCn^-i; les différences entre ces nombres, sont à peu près proportion- 
ndles aux différences des èogarithmès de ces nombres s de sorie que 
l'on a, par approximation, , , 
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En «ftt ; dpai ee cas , l'emBr ifoM l'on commet ea prmant if» étffiÊk^ 
iMmi (i) 9 ^tant uèt-petiM (n® 383) , on pent écrire. . . 

: ii.+4i:ii::/(ii-*-rf)://ijd'oîi(/i4-<')— »:/(»■+-</)— //t::n :m 

n4^iZnlll{n'^i) : /n; d'oii(n-4- 1 ) — n :i( n-^-i ) — //i :: n : /«. 

On en dédale la proportion (a). Cette proportion sert à déterminer Us 
logarithmes des nombres plus grands que loooy (n®* 386 et 387}. 

385. Pour être en état d'opérer avec les logarithmes ^ il suffit 
de saroir résoudre les deux problèmes suirans : 

386. I'' Problème. Un nombre étant donné, trouver son 
logarithme (^. 

I^ Lbs logarithmes des nombres entiers ^ moindres que 1 oooo» 
u trouvent dans nos tables. Ainsi , le logarithme de 3679 
t8tS|56573. 

a*. S'il s'agit de déterminer le logarithme d^un nombre pbis 
grgndque 10000, du nombre a 1698^ par exemple; on fera dé^ 
pendre ce logarithme de celui d^ un nombre compris entre 1000 
et 10000 » en obserrant que l'on a (n^ 359 et 356) . . . 

/ (31598) =/(ai59t8 X io}=:/(ax59t8)-4*/io=/(aiJ9t8)-f-i. 

Pour trouver le logarithme de ai 69,8 ^ on remarquera que le 

•logarithme de ai 69 étant 3,334a5 » il suffit de calculer ce qu'on 

. doit jqouter à ce dernier logarithme pour obtenir celai d'un 

nombre plfas grand de 0,8. Or la différence des logarithmes do 

ai 59 et de a 160 , est o,oooao ; on peut donc dire ( n^ ii4)' • • 

Si pour une unité ajoutée au nombre ai59 , il faut ajouter 
ofiooao à son logarithme ; combien pour 0,8 ajoutés à ce nony^, 
hre, doit-on ajouter à ce même logarithme; on a donc. • • • 

I * O|0O0 ao^:: OfS : x*^ dVirx =: Ofoooiâ. 

Ajoutant 0|O0o 1 6 , au logarithme de a 1^ ^ la somme 3,3544' « 



{*) La proportion da F^*384t donnant (une errcnr d'autant moindiiii qm 
les'noûibres sont plus grands \ lorsqu'on fera usage de cette proportion , oa 
devra l'appliquer aux nombres les plus grands possibles. Dans nos tables , 
ces nombres sont ceux de quatre chiffres. La méthode que nous donnerons 
est fondée sv ce principe. 
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Mra le logarithme de ai59,8. Le logarithme de ai^8 est donc 
4,3344». 

3*. Lorsqu'on vmi{ calculer le logarithme éCun nombre dé^ 
cimal; on cherche le logarithme de ce nombre, abstraction faite 
àe la virgule; et l'on diminue ce logarithme Jf autant d'unités 
que le nombre proposé contient de décimales (n^ 38o). Ainn , 
pour obtenir le logarithme de ai ,5g8 , on cherche le logarithme 
4|3344i de aiSgS; et retranchant trois unités de ce logarithme, 
le résultat i ,3344i est le logarithme de ai,5g8« 

Le logarithme de ai5g,8 sera 3,3344» > ®^ ^^ logarithme de 
0|Ooai5g8 serait 4t3344» ~7> ou — a,66559. 

4^- Le logarithme dune fraction est égal au logarithme du 
numérateur, moins le logarithme du dénominateur (n^SSg). 
D'après cette règle on trouvera. . • 



387. a' PROBLiME. Un logarithme étant donné , trouver lé 
nombre auquel il appartient. Ce problème étant Tinverse da 
précédent, il suffit d'effectuer les calculs du n^386; dans mi 
ordre inverse. Ainsi : 

1^. Quand le logarithme donné est dans la table, le nombre 
euquel il appartient se trouve dans la table. On voit de cette 
manière que le logarithme 3, 56*573 , appartient au nombre 3679. 

a**. Lorsque le logarithme proposé , n'est pas dans la table, 
on opère de la manière suivante : Pour trouver à quel nombre 
appartient le logarithme 4f3344» 1 on suppose la caractéristique 
égale à3;cequi donne 3|3344i • On cherche les deux logarithmes 
tabulaires qui comprennent ce dernier logarithme; on voit que 
le logarithme 3,3344 ^ > tombe entre les logarithmes de ai 5g et 
de ai6o, qui spnt 3,334a5 et 3,33445. Le logarithme 3,3344i 
appartient donc au nombre ai 5g augmenté d'ooe fraction que 
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noms dirignerons par X. Pour obtenir cette fraction, on prendra 
la différenôe o,cx)oso ^ entre les logarithmes des nombres ai 69» 
s 160; on calculera la différence OfOOCiG» entre le logarithme 
3|3344i ^t le logarithme tabulaire immédiatement plus petit ; 
et l'on dira : 

Si pour 0^00020 ajoutés au logarithme Je 22 169, ilfautofou^ 
ter 1 d â 169 ; combien pour 0,00016 ajoutés au logarithme de 
3169 j doiP^n ajouter d fliSg? On aura donc. . . 

Ofoooao t 1 :: O100016 : x: d'où or =— = 0|8. 

ao 

Le logarithme 3,^44^ > ^^^ ^^^c ^^^^^ ^^ nombre ai 59,9; 
Le logarithme 4|3344i , appartient donc au nombre dix fois plus 
grand aiSgS (n® 379 ). 

Pour trouver i quel nombre appartient le logarithme 1 ,3344i ; 
on supposera la caractéristique égale à 3, et l'on trouvera que 
le logarithme 3,3344i appartient au nombre ai 59,8. Le loga- 
rithme 1,33441 » répond au nombre 100 fois plus petit 21,598 
(^•379). 

Enfin; si le logarithme donné était — a^GGSSg; on ajouterait 
assez d'unités i ce logarithme , pour que la caractéristique da 
résultat fût égale à +3; ajoutant donc S unités à— a,66559 , 
le résultat 3,33441 serait le logarithme de ai 59,8. Or en ajou- 
tant 6 unités au logarithme , on sl multiplié le nombre auque 1 
répond ce logarithme, par 10^, (n®379); le logarithme -—1,66559 , 
appartient donc au nombre fli59,8 divisé par 10*^ ou i. . . 
OjOoaiSgS. (*>. 

388. Les deux problèmes précëdens doonent le mojeii de résoudre Itg 
équmtionM x=: la , 1 (y) = b , dans les4juelle$ fret h désignent des nombre » 
connus qiteleonques. Car le logaritbme d» nombre coim» « , (n«38&}^ 
lera la râleur de rinconnue x , et en cherchant à c[ael nombre appartien t 
le logarithme donné b, ( n9 387 ) » ce nombre exprimera jr. Ainsi p 
réqnation x = /(aiS^S), donne x ss ^^mi , et réqaacion/7r=4|3344i 9 
donne / = aiSgSt. 



(*) Les personnes qui désireront de pins grands détails, 
ET ma Trigonométrie analytique^ 



pomxont coQtnl 
ter: ~ 
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58g. Le principe da n* 364 , donnant le moyen de lëwmdfv ki 
de la forme a'^ssb^ les troit derniers problèmes , relaci& aux programoni 
jpx quotient , ne peuvent plus offrir aucune difficulté. QocnponirBoaa dt 
ces problèmes. 

Sgo. Connaissant a , « et q , trouver s ef n ( n* 338 J. La Talear de t «t 
déterminée par la formule ( i3 ) du n*' 335 . L^équation. . . 

Si = ag*-' 5 donne 9»-« S5-5 / {^■•' )^\'"J> 

{Im-^ia} 
(n— ii>/9=:/s»— ^/a; (i4)»" »= !■♦''■■ t 

3gT. Connaissant a , s èf q, tromper met m, Vé/jasûon (iSJ da n* 335 » 
donne. . . 

et l'éqnation (3) du no 33i , donne « . . 



r-^iÎJZfJÎLf. On en déduit (né 3%), 



{16)... n =r-i-2 



• 9gei« Connaissant • , q el s , troiwer a et n. L^éqnation (iS) déteminé 
a ^ et la substitution de cette valeur de a dans la formule (i4) » douft a. 
En effectuant ces calculs , on trouve. . •• 

/ 3g3. Connaissant a ,iÊ ,*, iroutfer q et n. La valeur de ^ , se dédoit de 
réquatioB (iS)» etla substitution dé cette valeur de g , dans la foimnle (i4) 
da n93go , donne n. Les valeurs des inconnues ^ et n sont. . . 



A 



C19;.. Ç=j^-:2Î' (ao)...n = i-*. 



(l^-la) 



l{s^a)^i(s^m} 



394. Si Ton réunit toutes les formules idiacifCi aux progreffioBt par qiib- 
tienfty OQ fonMia le taMtan aniva^t : 
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'99 



H* 



3 



iDomMti 



IncfmniMt. 



VALCUXS DES IVGOVVUES. 



«f^»» 



•>' 



=:«^— ; 13= 






«IF» 



J *,^,li 



«•fli 






3 



m,g,n 



«•a 






4 



«»•»« 



'»^ 



\4.- 



■ ' il -i 

■—I »— I 



«»*»» 



9>» 



9»-»-|.^»-»-4-...-f. ç» '4>47 4- I = - i •»a=flÇ 



*-». 



•»,«,!» 



tf,^ 



(5-^)^— «—•fa— «-H— ». , ,4^.^4.1)=» 5 flrz-^ 



■«^ 



«»»f^ 



«»'»* 



9 



•f^f* 



w 






«,•,« 



n,* 



^M«-f- 



«.ri 



RyA 



«,9 



•9 — a 



/•^/a 



• a 4- 1(9 «* l) /{*« -^ * -f» tf) — /tf 

9 » Iq 



= a»9 — 5(9-1); n = i-^-i-^^ ^=^^ 



■«■ManMa 



5 — a 
0=^ ■ : /!=: I -f- 



/(•»)-/(«) 



iis'-^a)^Ms^m) 



Cet fonnides ont ët^^ëduifeM des épations fondamentales. . . 
(1)... • =a9.-.j(2)...,==..|X-_^ 

Dans le cim(Qième problème et dans le sixième, la Taleift de 9 d^end d'nnr 
c'qnation du degrë (n — > 1 ). On calcule d'ftbord les valeors. de 9 , ot la aube* 
litution de ces râleurs dans* l'équation (i), donue les valeurs de 0» et de a , 
correspondantes à ceUe de 9 . On pourrait aussi calculer directement les va- 
kvn de« et de a. Appliquons ces formules à défi exemples. 
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595. Entre deux nombres donnés a e< tf , insérer n, f^nnit , dt : 
^ue Vensemble de ces iiy + a termes , forme une progression petr fiio* 
tient. C C'est ce qu'on nomme insérer n, moyens proportionneià géom^ 
triques entre deux nombres donnés a et « ). On connaît le premitr Uanuê. m. , 
le dernit^r terme « , et le nombre n,»^2 des termes ^ il s'agit d* ctâcwkr Im 
raison q de la progression. La pyemière formnle du quatrième problème don* 

■/f« 

47 = ^ eê la. Ainsi , 

3g6. Pour insérer plusieurs moyens proportionnels géométriqueM entrm 
deux nombres donnés , U suffit de diviser ces deux nombres Pun pmr 
Vautre et /€ extraire la racine du degré Uj^-i , du quotient ^ ie résuUéni 
exprime la baison de la progression demandée. ( Cette règle )»t anii* 
logue à celle du n^ 3a4* ^^^ exemple , pour insérer trois moyens propor- 
tionnels géométriques entre a et 163; on extraira la raeine quatrième de 

T6a 

— ou de 81 ; le résultat 3 i sera la raison de la progression d e mandée* CfCH 

progression est donc H 3 t 6 : 18 Z 54 t 169. 

397. Lorsque toutes les valeurs des DovwéES ne sont pas posUiséM f 
^application des formules précédentes peut offrir des difficultés ; nutU il 
est toujours facile de les lever en remontant aux équations primUi$f0s{t) 
et (a). En -voici des exemples : 

398. Lorsqu'on suppose a = — a, • =:— i6a etn «=5 ) les fomnlee rela* 
tîves au quatrième problème, donnent ^ =3 dtr3 , ctia valeur de s estcon»- 
pliquée d'imaginaires. Pour reconnaître si 1 est réel, on mettra sncoessm- 
xnent + 3 et — 3 au lieu de q dans l'équation (a) ; les Taleun eorreapon- 
dantes de s seront — 34a et — laa.Et en effet, si l'on calcule lei progree- 
sions qui correspondent aux valeurs de a , de 9 et de /t » on trouvera. . . 

« — a:— 6: — 18: ^5<: — i6ai f* — at -*- 6: — 18 : -*-54:— i&u 

La somme des termes de la première progression est — a43y et la ffomme 

des termes de la seconde est — laa. 

399. Soit a = — - a , m zs:^ i5a et 9 =; 4« 3; les formtdes lelatives ait 
septième problème donneront. . . 

, /(>-i6a) — / (--a) 

Les logarithmes des nombres négatifs *étant imaginaires ( n« 355) , la 
valeur de n renferme des imaginaires. Pour découvrir si n est réel , on subc« 
tituera les valeurs de a de « et de ^, dans Téquation (i) ^ ce qui domiera. . • 

— i6a =— a ( -♦- 33«-» 5 ou ( -♦■ 3)'«-» = 81. 
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Lft Talenr de n eti donc ^gale à 5. De sorte qae la progression demandée 

•»«— a :— 6 :— 18 :— 54 :— 162. 

400. Lorscpi'on suppose a = — a j « s= 4« 163 et ^ =s -f> 3 ; les formule» 
èi aeptiteie problème donnent ... 

Ia ifslear imaginaire de n , exprime qne les tlonnées ne peuvent convenir 
àaacpiM progression , car Têquation (i) , devient. . . 

16a = — 2x(-h3)»-«;d'oîi(-t- 3)— »= — 8f. 

fec l'on conçoit ^'aucune puissance de 4- 3 ; ne peut être égale an nombre 
•éguit— 81. ' 



4or. Si Ton fait a= — a,»= — i6a, g = — 3 j et si Ton obscrre qa« 

/• «^lasr/r — K les formules du septième problème donneront. . . 

/(81) 
5=-iaa;«=i-h j^y 

Le logarithme de 81 étant r^cl et celai de — 3 ëtaat imai^inaire (n«« 353 et 
S55) y la Talenr de /i, paraît imaginaire j de sorte que l'algèbre semble iadî<v 
qner qne les données actuelles ne peuvent appartenir à aucune progression { 
te eependant ces données conviennent à la progression. . . 

H — !> :-»-6:— i8:-f.54: — i6â, 

Im formule qui exprime la valeur de n est donc en défaut ('^^). Pons 
obtenir cette valeur, on aura recours à l'ëquation (i) , et l'on trouvera. , . 

— 162=— a (—3)—' }d'oii(— 3)»-«=8i. 

Donnant à n les valeurs i, 2, 3, 4> ^i ^° ^en^ qne 9=5 satisfait à 
réqnation proposa. Si l'ou veut rtfsoudre celte équation au moyen des log. 



{*) En effectuant la division , on trouve /i — i =: 4too<^^ etc. ; IVrrenr 
Ofooooa etc. y est due à ce que itê valeurs des logarithmes ne sont pas rigon- 
reusement exactes. 

{**) Nous verrons dans le sixième chapitre , pourquoi la formule qui dé- 
termine, n est eu défaut. 



I 
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on lemarqotfra ^e la puissance (/i—- 1} de -^ , défaut Itn pocidttt} 
doit ^tre un nombre pair a A ^ ce qui donnera. . . 

n— i=5aA;8i=(-.3)»»={( — 3)«}»5=^5 I 8i =/ (9» ) = * /&| . 

k s= -7— ess 1 : d'oh »= 5. 

409. En gën«ral , lorsque Us formules du n9 394* eûnduiront à des ré» • 
êultats difficiles à interpréter ^ on défera remonter aux équations primi' J 
tit^s (i) et (a) du no 33o. \ 

4o3. Deux couriers , gui viennent Pun vers Pautre , partent au même 1 
instant de deux endroits dont la distance est d mètres. Les espaces qt^Us n 
parcourent d* fleure en heure , sont exprimés par les termes de deux prih . 
gressions géométriques qui ont la même raison q , et dont les premièn ] 
termes sont a mètres et b mètres. On demande après combien d^heurm â 
de marche ces couriers se joindront et les espaces qu'ils msroni alon<^ ^ 
parcounu 
n benres 

Tont alors parcourus soient s et s, mètres. Les inconnues seront n, s ets^ 
et l'on aura, pour les déterminer. . . 



le ces couners se jomaront et les espaces qu us aurons awrw^ -^ 
u (*). Supposons qoe cbaque courier doive marches peadanc <• 
, pour arriver' au point ^e rencontre , et que les espaces qn^ik au* 5 



il)... s =za-h aq-^ aq» -*- aq^ -♦-...-♦- aq*^* ^(ZZT)' 
(2) . . . Sj =z b -¥> bq rk' bq» -h bq^ '^^ . . . "^ bq*-* ss ■ ) ^ y 

L'équation (3) donnera. . . 

dq-^d ,, , l(a'*'b-hdq^d)'^l(a'^by 

—^ ; d'où ft=; ^ T j ^ ■ 1 

• b ' la 



a-^-b 



La substitution de cette valeur de n , dans les formules (i) et (a) , coadnir» 
aux valeurs de « et 5^ Par exemple , soit. . . 

3 

a=: 34» bs=:i6,d=: i^ et^= -. 



(*) Si les raisons des deux progressions e'taient différentes , on serait con- 
duit à résoudre une équation de la forme A* -f- J?* =s C, dans laquelle 
ji,B,C, seraient des nombres connus , et il n^existe aucune méthode 
directe pour tirer de cette équation la valeur de l'inconnue x. 
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On «a d^iint I « -4- ^ -4- d^ — <{ = i35 i c -f- 6ac 4p > 

y. 1 135 — / io 0|5ai8a7 ^ 

^72V^ 0117609 

4^4* Déterminer la tomme de tous les ternies d'une progression géo^ 
wUUiqum décroiss€Mte f prolongée a P infini, La formule (a) da n« 33i » 

(l— ^) I— g""\l— 9/ 

. Laprofretrioa proposée ëtanC décroinante , la raison q en moindre que 
nmilé ^ et par contëqoent , à mesure que ron prend plus de termes , n aug- 
, ^* diminue ( n* Sa), et. la yaleur de la aomme s des termes , ap- 



pneke de '— — • On peut toujours prendre assez de termes pour que la somme 

di eeitennet diffère de— , d*une quantité moindre que tonte grandeur 
donnée / {*), Enfin, lorsque la progression est prolongée li Tinfini, n est 
infiniment grand , -3— est zéro , et la somme de tous les termes est rigou- 

TCBfcmeBt é^e à — . Ainsi , dans une progression géométrique décrois-^ 

I g 

ionte , prolongée à Pinfini , la sémme de tous les termes est égale au 
prenùer terme divisé par Vunité moins la raison, La fraction décimale 
pÀiodiqae 0127 97 97 etc. , éunt ^le à la aomme des termes de la progres- 
sion géométrique. . . 

.. 5»7 , «7 a7 27 



-/ • "/ -y 'i • «te 

i.oo* (100)»' (i6o)ï' (ioo)4' • 



(*) fl a'àgit de {irouTer que Ton peut toujours satisfaire à Fine- 
gante*« . 

— ^-^ < <r. Soit ^ = - ; d'où » = - ; 
I — q ^ P ^ 

p sera plus grand que Tunité , Ip sera positif , et Tinégalité proposée 
donncia* • . 

. la-^-lp^U^lip^i) 
"> ï? 

Ln Taknr de n, qui satisfera à celte dernière inégalité, jouira de la pnH 
pricië dtmandéc. 
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Si Ton divîie le premier terme -^ , par i î- , ôu par ^ î 4e qnotièiie 

*^ lOO "^ lOO ' lOO * 

-^ j exprimera la aomme de tons les termes de cette progression. Et en effet , 

la fraction penodique 0|37 27 etc. , est égale à-^. Cet exemple doit fixer Tat- 

tention des ëlères ; on Toit que la considération de Pir^fini, conduit à des 
résultats qui sont rigoureusement exacts. 

4o5. Le principe du (ne364) donne le moyen de résoudre les équations^ 
qui pem^ent se ramener h la forme, . . 



(î) ... Aa^"^ -H5a*'""^'4-Cfl"^4- etc. = D 

(D,A, B, G, a,«yC,>y etc. , désignent des quantités connues )•' 
En effet ; Tëqnation (i) donne. •. 



a» 



CA B C \ ^ « * m '* 
•- -^ -* f-ete.l=:D; d'oha* =ft; et X5= jj 



(b est nn nombre connn qni exprime le qaotient de la division de D par 1«. 
coefficient de a* ). Par exemple \ Pëqnation . . . 

a» — 3.a»-« 4-5. a«-*s=ia; donne... 

ia= %'Ci 1-7 \=a* X jî a»= I xia=i6jd*oiiJrai4 

L'«quation a» — 3. a»*' -4-4* î**"' = o ; donne. . . 

ri~-4..|. Jxa'sso^d'oho X a»=o. 

Cette dernière équation étant vraie quel que soit x \ Téquation proposée 
est indéterminée. 

406. n n*existe aucune méthode générale four résoudre les équations 
dans lesquelles des quantités différentes sont affectées d^earposans 
inconnus. Par exemple, on ne sait pas résoudre les équations de la forme* . . 
pa^-^qb* s^r. Dans des cas particuliers, on peut trouver x , à Paide 
de tfttonnemens. Ainsi , en substituant pour x les nombres 1,2,34)00 
reconnaîtra que Téquation... 

3* — a. a*"' s=6S, donne x =: 4* 

407. Lorsque 7i désigne une fonction déterminée de l'inconnuex; U 
principe du n* 364» ^it dépendre la résolution de t équation..* 

X la, 

(i}...a = *9 de celle de l'équation pliis simple (a).. .X=7~=c. 

I*. Soit X =s X» -«- px«-« -♦••., H* «X 4- 1 ; la question sera s^nîte à 



j 
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No». 



DoimëeB 



Incoonnts. 



Y4LSUM OEt IVGOVVUES. 



tf,^,n 



m,s 






'W,» 



a.» 






i«pi 



•»9»» 



«.« 






4 



«,•,» 



«w 



V="= 



^ f ■ n ■ ■■ I « 

•—I »— I 



«»*,» 



9>» 



9""^' -f-ç*"' -*-...-+• g» •♦-^+ i = - ; •»a=ag*"*. 



• ,5,« 



«W 



(*— •)7— «— 0.(7— «-fg— ». . .+iy«4-V+0==?»i 



in— X 



••h^nap 



r***"*— ••"i"' p" wi< 



W *i 



«»*.^ 



«,«»^ 



►^>« 



10 



r,*,» 



»,* 









i ■ ■ I 



âàtti 



n,a 



f^f^ 



ff^ 



• a -4- ^(a «^ l) /{i«r -^ * -+• il) — ^/<l 






* — a 






Cet fonniiles «M ët^ct^uitM d^ équations fondamentales. . . 
(1)... « -:fl^--.j(2)...,==:.^i^---_^ 

Dam le cinqnièine problème et dans le sixième, la Talein: de tf dépend d'îuir 
éqnaiion du degré (n — i ). On calcule d'abord les valears. de if , ot lasuba* 
titution de ces Taleurs dans* Pe'quation (i), donne les valeurs de » et de a ^ 
correspondantes à ceUe de q . On pourrait aussi calculer directement les va- 
knrs de « et de a. Appliç^nons ces formules à des exemples. 
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SUrondinielepimnkr terme -^»pari ^i 6iipar-^^4e ^pMtMm^l 



lOO ^ lOO " lOO 



-^ 9 exprimera la somme de tons les termes de cette progression. Et en effet ^ 

la fraction penodique 0|37 27 etc. , est «gale à -2. Cet exemple doit fixer l'at- 
tention des ëlères ; on Toit que la considération de VU^ini^ conduit à de$ 
résultats qui sont rigoureusement exacts. 1 

4o5. Le principe da (no364) donne le moyen de résoudre les équatûmM> 1 
qui peuvent se ramener a la forme,,, \ 



(î) ... Aa^"^^ -k-Ba^ -♦■Cfl''^4- etc. = D 

(D,A, B, G, a,«yC,>y etc., désignent des quantités connues .}i 
En effet j Pëqnation (i) donne. «. 



a» 



CA B C \ ^ « » . ^ 

— -«--^-♦•— -♦-ete. i=:D;d'oîia*=ft;etX5=^ 



(b est nn nombre connn qni exprime le quotient de la division de D par !«• 
coefficient de a" ), Par exemple \ Tëqnation . . . 

a» — 3. a»-« -♦- 5. a«-*s=ia; donne... 

ia= %'Ci 1-7 J=a* X 2» a*= j xia= 16; d*oÙJrai4 

L'équation a» — 3. a»-' -4-4* î**"' = o ; donne. . . 

Ti^-^.^ jXa'=:o$d'oùo X a* =0. 

Cette dernière équation étant vraie quel que soit x ; Péquation proposée 
est indéterminée. 

406. H n'existe aucune méthode générale pour résoudre les équations 
dans lesquelles des quantités différentes sont affectées iPexposans 
inconnus. Par exemple, on ne sait pas résoudre les équations de la forme. . . 
pa^'^qb* z=.r. Dans des cas particuliers, on peut trouver x , à Paidi 
de tfttonnemens. Ainsi , en substituant pour x les nombres i , a 9 3 4 î on 
reconnaîtra que Téquation... 

3* — a. a*"' s=6S, donne x = 4* 

407. Lorsque H désigne une fonction déterminée de l'inconnue x; Je 
principe du n* 364» fait dépendre la résolution de t équation... 

X la, 

(i}...a = *9 de celle de l'équation pliis simple (a). ..X:=j->=c. 

I*. Soit X = X* «f- px»-« -♦••.. H* «X •^ t ; la question sera séduite à 
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jléoodre r^^piationx» <4- /wt»-' -♦- etc. = c. Lorsqu'on tuppoM • as 6fli5^ 
0vtS, 2*= jr* — 5x4* 10 j r^qaation (a) devient. . . 

jr»— 5jt-4- 10= -i-2^r= 4;d'oùxs9etdrss3. 

Sii'mconnQe x , dépendait d'one antre inconnue s , de aorte que V<m ttl 

•sC'f OBtronrerait • ssjî-ss-jj. El ainai de anite. Par exemple, 
Pépatîoii... 

5*'c=39o6a5 (*), donne 2r=a«; 5^=s39o6a5. 

fflA. £a difficulté de résoudre les équations à une seule inconnue est 
^^eon plus grande f lorsque l'inconnue entre en même temps dans les 
«M^Miw et dans les exposans, 

409* On peut facilement résoudre deux équations de la forme, ^ 

«A» -•- &C/ s=c; a, «» -♦- bfir = c^ 
Car en regardant «* et C/ , comme deux inconnues , on trouTe. . . 

l{cfi'^ch,)'^l{afi-^qh;) /(a/r— gçj— l{af> ^ah,) 

' **~^ ^ï ^e^r- Jô^ 



\ 



Lonqn'onanppose «=a, C=:3, a:=3f ^=3|C=r66 ^a,z:z']pb^ = "^1» 
f,=s 1 j on trouve xr= a et^ = 3. 

410. L'emploi des logarithmes n'est indispensable que lorsque les 
i^eonHUes font partie des exposans. Cependant comme cet emploi change 
la multiplications, les divisions, l 'élévation aux puissances , et rextrartion 
Isa rscineii en additions , en soustractions, en multiplications et en divisions 
ma-aimplcf , on fait souvent usage des logarithmes dans les calculs 
Amériques. Ainsi , par exemple , pour obtenir la valeur de x, dans Téquatioii 

<«? ^^ no« '* ^^ prendra les logarithmes des deux membres ; ce ^i 



(*) L'espoaanc de 5 est a*. Les quantités de la fonae » a*, a 9 etc. , a ont 
<ppiima t^t \fi Bom d'exponentielles. 
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Cherchant les Ugarithmca de ces nombres | on troQitralar:sO|830Q»} 
d^ohjr =s6f 6074* Maif la valeur exacte de x est 6|6o7a3 etc. L'cneor», \ 
dut à remploi des logarithmes , est donc moindrt ^119 Ofooofe. 



L'^aation x «= ^ -^ , donne '« = I (^a — '7899). 



7899 

Ponr ëriter les logarithmes négatifi , on mettra la Talent de* Ix , tou 
«ette forme... 

/x == ^ (/a 4* 6 — • /7899) — • 9 ^ et l'on trouven. . • 

/«=:« (o|3oio3-f-8— S18Q757} — a=;o|8oii5*^a. 

Le logarithme 0|8oii5 y appartenant an nombre 6189698; c< lofarith— 
diminné de a unités, appartient an nombre 100 fois plus petit 0|063l698f 
on a donc x = 0|o63a6a8. La râleur de x, calculée par les procédés ordi- 
naires, est oto633a. 

4ti. En général , pour calculer x , dtuu ta formulé. . . x= yb^ l af} 
on prendra les logarithmes clés deux membres ; ce qui donnera (a* 36o} . . •. 

I 

Zforsque (jjb sera plus grand que pla, la valeur delx sera positit^e^ 
et l'on en déduira une valeur de s plus grande que Punité, 

léorsque qlb sera moindre que yi^f la valeur de Ix sera n^ative^ 
de sorte que x sera plus petit que Punité, Si l'on veiU éviter l'emploi 
des logarithmes négatifs ^ on mettra V équation (i), sous cette formé. . . 

Ix + nss— (qlb'^mH'^pla), 

La valeur de n étant arbitraire , on substituera pour n un nombre 
entier,tel que le second membre soit positif Désignant ce second membre 
par a , on cherchera à quel nombre N appartient le logarithme «. Le ' 
nombre Pî, dit/isé par 10*, donnera un quotient qui sera égal à x (*'}.^ 



(*) Cette méthode évite toutes les difficultés relatives aux complément 
arithmétiques. Ces complémens n'étant utiles que dans la Trigonométrie, 
nous en parlerons lorsque nous traiterons de celte partie. (Voyez ma Trigo* 
nométrie analytique), . 
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Questions relatives à Fintérêt de l'argent. 

^1% L'emploi des logarithmes praieiite de grtndf aTtnta^ , lorsqu'il 
^1 de résoodfe les questions relatit^es aux intérêts des intérêts. En 
i Toid des exemples , dans lesquels r"^ désignera toajonrs rint^rét annuel d» 
\ ïf\t\b sera <%al à i 4- r. On aura ^rd aux inc^réu des intérêts ^ et l'on 
i devra se rappeler, que pour comparer des sommes payables à des époques 
ifêrenteSg il faut calculer comhien toutes ces sommes valent à une 
mêese époque {!''• sect. , n* 87. page 45 }• 

{i3. Détemûner la valeur de a^ après n années. L'intérêt annuel 
de i^ âant r*j celui de a"^ est at^ \ de sorte que a^ argent comptant , Talent 
i^-f- mi* 9 ou a*(i 4* r), on a''' X & » à la fin de la première année. Ainsi , 
pur trouver ce qu'une somme , placée au commencement d'une année, 
nut à la fin de cette année , il ji^ de la multiplier par b. Donc, le 
apital a''* vaudra , à la fin de la première année à^ y^h , à la fin da 
' k aeconde année a'f*' x b k b on a*^ x 6*, . . . , et après n années , le 
' (apîial a"^ randra a'^yjb*. Daignant cette Taleurde a"^, par e.it'^ on aura... 

«= ab\ ...ou(i^...«i = a ( i 4- r)». 

m 

L'dqontion (i) exprime la relation qui existe entre le capital à^ , sa 
Valeur e,"^ après n années, et Pintérét annuel r^ du capital 1^. Opérant 
|ftr logarithmes , Péquaiion (i) donnera . . . 

(a)... /« = /a4-'>/(i + r)i(3)... /a=3/« ^n/(i-f-r); 

(4). ../(. + r) = —^ i (5;. . «=7(7^; 

I* Soit a == i5oo, r zr ? , n := 3 i la formule (a) donnera «t =x aSq). 
a* Soit « = aSga, '^=^?> it = 3; la formule (3) donnera a := i5oo. 

3* 8oît m ^ aSg^y a = iSoo, n = 3j la formule (4) donnera r t^?» 

5 

4* âoit «t = aSga, a = i5oo, r = ?) la formule (5) donnera /i z= 3. 

o . 

4l4* ^^ particulier place , a'^l^ au commencement de la première 

nnéOj «1^ 2t la fin de la première année ^sl,^ à la fin de la deuxième 

eenée , Sl^^ à la fin de la troisième année,, ,., et a»*^ à la^n de la n*""« 

innée. Combien sera-t^l dû k ce particulier après n années ? Si l'on 

cherche les valenn des capitaux a'^y tfi^, a»"*^, ..., a»'^, à la fin de la 

1**** aimét^ la toaune de ces Taleurs exprimera ce qai sera dû au 






» 



l 
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]iarticnlier apiif n années. Dësignanc cette lomme par ël^, on trocfMi 
(no 4i3)... ■ 

(6). . , A = a^» -f d,ft«-» H- a.6«-* 4- ... H- a»-i * -4- « » (*). 

Lon^'on suppose nzss^&sriiijass i oo ;- Ai =: Mo ; a» ss Soof 11 
fonnale (6) donneA = 64i' 

On peut prendre successiv^ent ponr inconnae Pane des ^«Btîtëi ^ 
entrent dans cette formule \ mais lorsque les quantités a, Hi , «• , ei&p 
•ont différentes , il n^eziste aucune méthode générale ponr calculer n. |^ 
formule (6) donne la solution d'un grand nombre de questîouiT relitlvft fc 
rintérét de Targent. En voici des exemples : 

4i.'>. Un particulier place a*^ au commencement de la première année^ 
et a^ h la fin de chaque année. Combien sera-t-il ddà ce particulier ^ 
après n années ? Si «t désigne Pinconnue , on obtiendra ht *'alenr de « 
en supposant, dans la formule (6) , que toutes les sommes an Ab »... 9 a» 9- 
sont égales à a. Ce qui donnera. . . 

n sera tou'ionrs possible de. déduire de cette formule , la ralenr de rone 
des quantités a f b,n, et. Par exemple; soit a = looo» 6 = i|i , m,zsi^fiii î 
on trouvera , au moyen des logarithmes , que ra = 3. . j 

416. Un particulier place ^"^ au cotnmencement de la première année • j 
et prélèue C* a la fin de chaque année. Combien restera^tnl à ce j 
particulier après n années ? Pour déduire la solution de ce problème de \ 
la formule (6), il suffit de remplacer les quantités ait a» , . . . , a» , par — C; 
la^ valeur correspondante de et, exprimera la fortune du particulier à la 
fia de la n**"* année. On trouvera de cette manière que... 

(8)... «_ai jj— ^. ^ 

Selon que cette valeur de «, sera positive, nulle, ou négative , le 
particulier possédera tt'^j ou ne possédera rien , ou devra tC^ \ car ab* 

daigne be qui sera dû au particulier après n années , et ^ , ■■ » exprime 

ce que le particulier devra à la même époque. Si l'on suppose a = loooo, 
C = 4ooo, &=sZ|i,ne=3 j la formule (8) donâera « = 70. Quand les 

O ^''^ argent comptant valent a'^xb* k la fin de la n*«"« année. Les 
ai"^ placées à la fia de le première année, valent j ax'i^ X b à la fin de la 
deuxième année , Hi^ X &* ^ la fin de la troisième annéc^ . . . , as x^"-', 
à la fin de la n'*»* anoée. Et ainsi de suite. 

données 
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iojijf^ef sont n =a 33io, ii=3» 6= ifi, C=s i33f ; on tconre « =0; 
in sorts «foe . la fortune du pariioiilier eit nulle. Enfin , si ^^on «Tais 
M = looqo 9 Ç.=s 4000 ,&=:i|i,/i=:4i ^^ trouverait * ?= -^ SgaS ; on 
<piî ÙMi^qnerait ^e le particulier devrait 393,3'^ à la fix^ de la qo^itrièink 
année. Cela eit d^aiUeon évident, car Ici 70^ qui restent au particulier à. 
b fin de la troisième année, valent 77^ à la fin de la ^atricme année ^ 
il prend 4000"^^, au lieu de 77"^; il i^edoit donc 3g33^. 

417- Un particulier , qui doit Jk"^, voudrait s*acquitter en n payement 
égtux efectués h la fin de chaque année. On demande la valeur dm 
th mqu e payement. Si dans I^ formule (8) , on suppose « = o , la valeur 
coiTC^pondante de C elprimera Tinconnue du problème actuel. On troo* 
Tm de cette manière que. . . 

(B). . . C = ^ > ^ ■ ■ ■ ; d'où. . . (9). . . n ac ' il "" ^ - 

• ■ 

La formule (8) donne la solution des problèmes relatifs aux unnuitéê. Pat 
oeaple , lorsqu'on faita=33io, n:s:3, 6 = ift» on trouve C= i3f3i. 
Ce qui s'accorde avec le résultat du n» 76 derintroduction à l'algèbre. Si l'oa 
«rait a = 33io y C s= i33i , &s= ifi ; la formule (9) donnerait /i=:3. 

Un partictUier , qui pendant n années , a placé a"^ au commence*, 
tient de chaque année , veut se faiiv rembourser de ce qui lui esê 
iâ k la fin de la »'«**« année , en m payemens égaux effectués au 
tommencemamt de chaque année On demande la valeur de choqua 
rembaurtement. Le premier placement a lieu au commencement de Ia 
fnmdèro sutnée , et le dernier au commencement de la n'"*^. Le pre^ 
mier remboursement a lieu au commencement de la (11-4- i)**"" année ^ 
et là dernier au commencement de la (n «f- m )<>'"« année. La somme des 
m placemens rapporta an commencement de la (n 4- m)'""» année^ doit 
être ^;ale à la somme de tous les remboursemcns rapportés h la même époque. 
Désignant par Cff" , la valeur inconnue de chaque remboursement, on sera 
conduit à l'équation ... 

On en déduira. . . C = ->,- r-'* 

(fc" — i) 

Si les données sont a = a3i7oo,/i = a , ut = 3 , & = ifi ; on trouvera 



{*) uv premier placement a*^, effectué au commencement de la première 
année , vaut O^ x 6 au commencement de la seconde année, a^xb* au 
commencement de la troisième , . . . , et a'ff' x ^w-f"»— < au commencement 
de la ( ;n + /1 )'«"'^ annt'e. Le second placement ayant lieu un an plus tard , 
ne vant que ait" x &"•+•-» au commencement de la (m -♦- /i )*•■»« année. Et 
ainsi de suite. 

Jlgèbre. T. IL î4 
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Cc^s I9JI657* On pourra s*ex«rcer k prendre pour iaconane , l'une dei cîn^ 
^tDtHiéft a, n,m, b , C. L'emploi des] logarithmes donnera les valeurs de 
met de a. Lorsque m s= n, on obtient cette formule très-simple C s= afr»« 

'. 0^ particulier^ âgé de m ans^ place a*^ en rente viagère. Oh de^ 
iiumde .la valeur de cette rente, dans l'hypothèse où. le particulier 
A encùte n années à viVre. U s'agît de rembourser a'if' en n payement 
^gaux HSïCiue's à la fitt de chaque ann^ ; chaque payement exprimera la valeur 
<Û 1a rente viagère. Désignant donc cette rente par C^, la formule (8) donnera.» 

(io)...C=^-p-^jd'oîl (ii)...»= ^^^ i. 

Pour dif terminer /i, on fera usage de la table suivante. . . 

jtges o, 5, iOfi5^o^jSo^SyiOy^fào955fiofi5,'jo,']5fiofi5, ans. 

^^^^?^ }xA434i,37,35,3i,a9,a7,î4,ao,i8,i^ S, 5, 4, 3, ans. 

. Cette table est applicable k l'ensemble d'un grand nombre dlndividas. 
Les sociéiës qui forment des Tontines pourront en faire usage pour déter- 
miner le taux des rentes viagères» Les rentiers , pris isolément , peuvent 
^eidre oa gagner , mais le bénéfice de la société , qui ne frappe que sur la 
aiasse des actionnaires , est certain. On voit que l'enfant qui natt peut espé- 
rer de vivre i5 ans ; un homme de 45 ans a encore l'espoir de vivre pendant 
JK> soM, Si l'on suppose l'argent li 5 pour loo^ on aura b =: ifoS. Calculant 
les rentes viagères relatives an capital zoo^, et mettant sous chaque Age la 
•«valeur correspondante delà rente viagère, la formule (lo) conduira ans 
sÀnltats suivans. . . 

Ages,,». o , 5 , lo , i5, 3o , a5y 3o y 4<' » 4^ » 5o. ans. 
Rentes.,, ^^fi,, 5*i7; S^-iSj^^-j e#-,i} 6^,4; mfi^ 7*-,iij 8*i 8*^,5. (♦) 

Cette table donne le taux des rentes viagères d* après l'âge du rentier. 
Âimi, à ao ans, le uux de hi rente viagère est de 6ti pour loo^ à 45 ans, la 
taux est de 8 pour loo. 



(^)f'ar exemple, pour déterminer la rente viagère relative au capital loo^, 
lorsque Tâge est 45 ans, on observera que la personne Agée de 45 ans', a 
^core ao ans à vivre. On fera donc a=s i00| i»=sao, b s: i|o5 } et k 
formule (lo) donnera C ss 8. 
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CHAPITRE V. . 

THÉORIE DES ÉQUATIONS. 



-, SECONDE PARTIE. 

^^ JLioifQVS ieêdeux premiers termes dfune équation sont positifs, on 
pemi obtenir des limites plus approchéee que celtes des n— i36 y a38«C 
ifi. £a effet; soie Tëquatioa... 

diM bqoello le premier des termes affectés da signe — est rs"^» ; si Ton 
imtt déteimtner nn nombre qui mis aa lieu de x donne nécessairement mt 
uteitat positif,' on supprimera tous les tenues compris entre x* et rz»~*, 
<ft affsccant tons les autres termes du plus grand coefficient négatif iV, il 
iofim de satisfaire à Pinégalité. . . 

On en dédain snecessiTement. . . 

^_, /• 

% « 

Celle in^idité sera Traie, si Ton a. . . 

,. > 5!£^ j d'oîi (X - i)jc-« > if . 

•Soîl jr— I = « ; on aura »(»-♦• i)»-« > iV". 

On satisfera à cette dernière inégalité en prenant. . . 

»(«)•-« =iV$ d'où «•=iV; et »=V^. 

s 

Mau x= I -♦- « 5 donc x = i H- ylf' 

419. Aioeï^leplus grand ooeffieient négatif du /io//nom€X"»4-px"^'-*-«W.» 
^< N, c< V exposant de % dans le premier terme affecté du signe — 
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m 

étant m'^n\ la valeur de x gui rend ce polynôme positif, est i -f* V^. 
€hk proavcra», comme dahi les &«• a34 et a35y qne cette vuUùrdê % esê 
^us grande que la plus grande racine positive de V équation (i). De sorte 

qne Von peut prendre t -f- yS pour la limite supérieure des racines 
positit^es de V équation {i). Par exemple, dans relation... 

x« -h ax* •+. 3x* + X» «• 7x»-* — 8ia: H- 3o = o , 

la limite snpërienre des racines positives est i -f-V^8i # ou i«f*3, oo 4î 
-la règle du n» ^36 eût donné 8a pour la limite. 

4^0. Si Ton veut calculer la limite inférieure des racines positives de 

l'équation (i) , on fera x =s — î désignât par b la limite sapérienre des 

y 

racines de la transformée en ^ , et déterminant cette limite d'après la mé- 
thode du n? 4^9 î ^^ limite inférieure des racines positives de ré^oation (i) 

Hsa T- On trouvera de cette manière que dans Téquation... 

a:* -♦• ax* — 3x* — ai6x» -h ax *♦- 1 = o , 

la limite inférieure des racines positives est — la règle du n« a36 eut 

donné — pour cette limite. 

ai7 ^ 

4a I. INous avons vu dans l'analyse des racines des équations du second 
degré; qae les signes des termes de ces équations suffisaient pour déterminer 
les signes des racines (i<rt section , n^ 71 1 ). Les équations de tous les dqpnés 
jouissent de propriétés analogues. Pour abréger le discours , nous désigne- 
rons par permanence , la succession de deu^ termes affectes du même signe; 
et denx termes consécutifis , affectés de sigi^cs différens , donneront une 
'Variation, Ainsi , le polynôme x* -f» x* •r- 5 x' — 4 *' "*• ^ * **" ^ t contien- 
dra trofs variations et dei^ permanences. ^ 

4aa. Quand une équation ne renfomie que des permanences , .on. peut 
en conclure que toutes les racines réelles sont négatives; car tous les 
termes étant positift , la substitution d^tm. nombre positif ,. au lieu de x , ne 
pourra jamais réduire /& premier membre à zéro. Ainsi , les racines réelles de 
Téquation x^-f-3x-f*2 = o, sont nécessairement négatives. £t en effiet, les 
racines sont — i et — a. 

4a3. Lorsqu'une équation ne renferme que des variations , toutes Us 
racines réelles di. cette équation sont. -positives^ "Eu effet j l'équation ne 
peot avoir que Tune des deux formes. . . 

x»"» — px**»" -+. ^yT*"^» — ,..-♦- SX» — ex-4- u = 
jt*<iH-< — pa:»"» •+• éjrx""»-» — . . . — .j x* -f- tx — «=3 o. 

Supposant x=: — t, dans ces équations , et changeant les signes de tmtf 
Us termes de la seconde équation , leâ transformées en x auront tons feoit 
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positifii . Les Taleurs rcelles de z seront donc ne'gatîves ( n» 4^a ) ; les 
▼aleon i^llei de x seront donc positives. Ce qui de'montre le principe 
iaaaci. Par exemple, Téquation jr* — 6x* •+- ii ar— 6 = o,ne renfermant 
^ des variations , les racines re'clles de cette équation sont nécessairemeni 
positives ; et en effet , ces racines sont -4- i , -t- a et -f- 3. 

434- Une équation qui ne contient qu'une variation , ne peut avoir 
^'une racine réelle positive. Elle en contient tou^un une. Ea effet ; si 
les termes qai donnent la variation sont ix*"' et cz*-"*^-* , l'équation sera 
de la /orme. . . 

(i) . . . x^^ax"^^ 4- . . . -f-^jt"»-^— cx"^»*-*— dx"»-»— *-■ . . .— jx«— tx — a= o. 

Les termes qai précéderont ^x*»-^ seront affectés du signe -¥• et les autcet 
ternes aaront le signe — . Divisant tons les termes par x*-*— •, et passant les 
tsmes négatifs dans le second membre , Téqnation (i) donnera un résultat 
^ celle forme. . . 

{2),..x'^'i.axr^-^ + ,.,^bx^^c^-^'^^,..^±-^l^jhli-:r. 

(11 désignant nn nombre positif). Cela posé ; lorsque dans l'éqnation (a) , 
X est positif et augmente, le premier membre augmente et le second membre 
dimittae ^ par conséquent , si une valeur réelle positive de x f telltf que « , 
rend le premier membre égal au second, toutes les valeurs positives de x- 
fhis graades que a , rendront le premier membre plus grand que le second , 
Cl tmiee lea valears positives de x moindres que «, rendront le premier 
Benhie moindre que le second. JU ne peut donc exister qu'une seule 
neime réelié ppeitive, U en existe toujours une , car en désignant les deux 
■Modim de Téquation (») par P et Ç , on pourra toujonn donner & x une 
«date podcive esses grande poar que P surpasse Q\ x diminuant ensuite 
d'une manito continne et s'approcbant indéfiniment de zéro , Ptl Çvarieat 
d*BrfèmaBièfe continue, P diminue et s'approche indéfiniment de zéro, et Q 
■ogmeikie indëfinimcnt; P deviendra donc moindre que Q, Puisque P txQ 
nriant d*ane manière continue , P qui était d'abord plus gtand que Q , de» 
vient ensuite plus petit , il existe une valeur positive de x qui donne P =: ^ 
L'éqoMîoa (a) a donc nne racine réelle positive. Ce qui démontre le principe 






495. Ea général, luie équation ne peut jamais avoirplus de racines réelles 
Bigatit^e» qà,*ii ity m. de permanences , ni plus de racines réelles ppsitives 
^iin*y et de variations. Coosidérons suecessivemsnt les ncincs négatives 
tt les ncines positives. 

496. Le principe sera démontré pour les racines négatives ,. si en mnlti- 
^iant le premier membre par le facteur ( x -f* a ) , correspondant à une racine 
léelle négative — a , le nombre des variations du produit ne peut jamais étie 
pluie grand que dans le multiplicande : car le produit contenant un terme de 
|lus que le multiplicande , ce produit renfermera an moins une permanence 
es plna que le lohltiplicaiide^ de socte que chaque racine réelle nég^tiye 
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intiodaira an moins une permanence de signe dans Técpation ; Iç nottbitdei 
permanences sera donc au moins égal au nombre des racines réelles néf^Û9H\ 
Îb nombre de ces racines ne pourra donc pas être plus grand qa» le nonfan 
des permanences i le principe sera donc déinontré. Cela posë^ ai régpaliOB 
donnéeest. .. 

b produit par jr-HK| sera... 

tfx» + ajix»^*'^ H- asx -f- «<) 

4^7. On Toit donc que pour obtenir le$ signes du produit f il nif?l 
ttécrir» les signes des termes du multiplicande dans une mêm» Hgne, ei 
de placer dessous la même succession de signes , en avançant dTun rang 
vers la droite» La démonstration ne portant que sur les signet H" et — des 
termes, nous prendrons arbitrairement cette suite de signes poor le Binltî* 

plicAnde. . . 

4-H 1 h — -#•-#- 

La mnhipHcation par x + a donnera les signes suîrans : 

(1)... 4-H 1 h — -#--»- 

(a) -f-H + 1 h-h 

(3)... -f-4-£— . — i i — i i i -|--h 

Les deux premières lignes contiennent les signes des produiti ptrtids da 
multiplicande par H-« et par -f-a j la troisième. ligne contient les signet da 
produit total. La lettre i indique Vindétermination d'un signe dn prodoÎL 
Tïous désignerons par signes correspondons , ceux qni se tconveront dais 
nne même colonne terticale. L'examen d« ce tableau fournil les remaïqnss 
nuisantes : 

4^8. La sonMne de deux termes correspondans ^ affectés du même sîgBA » 
siyaut le jigne de ces termes , il ne peut y avoir d'indéteiminalMB que pour ks 
termes aflfoctés de signes diffétens) de sorte que les signes iadéUrmiMéê ï , 
ne peuuent se trout^rque sous deux signes diférens. 

4^* ^ nombre des signes indéterminés du produit est égrnl au ^ 
nombre des variations du multiplicande. En effet; les signes de la ligne (a) ' 
étant les signes de la ligne (i) avancés d'un rang vers la droite { deox signes 
correspondans des lignes (i) et (a) , sont deux signes consécutiftde la ligne(i); 
de sorte qne sous on signe quelconque de la ligne (i), se trouve le signe précé- 
dent de cette ligne ; donc , selon qne ces deux signes de la ligne (i) seront tcar 
blables on diffërens, les deux signes correspondans des lignes (1) et (a) teront 
temblables on difiërens. Donc, h partir dn premier terme delà ligne (i^cbaquc 
permanence .de cette ligne donnera un signe déterminé dans la ligne (3), 
et chaque variation de la ligne (x) donnera un signe indéterminé dans i& 
ligne (3). Le principe est donc démontré. 

43p. Emtre deux signes indéterminés, U ^e peut tomber aucune varim» 
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trôn de signe»» De sorte que les variations de signes du produit ne peu" 
vent résulter que des signes indéUrminés. En effet ; tant qu'k partir d« 
|Memier terme, il y aara permanence dans la ligne (i) , il y aura permanenos 
dana la ligne (3) ; lorsque la permanence cessera dans la ligne (i) , le iigne 
eoRCipondant de la ligne (3) deviendra indéterminé » et l'inde'terminatioo ne 
cmecn qu'à Tinstant oii la permanence se rétablira dans la ligne (i) , aiH 
quel caa le signe du produit dericndra dc'terminé et se conservera jusqu'à ca 
qne la permanence cesse dans la ligne (i) , ce qui donnera nn signe indë- 
terminé dans la ligne (3) , et ainsi de suite ; les signes de la ligne (3) ne peuvent 
donc changer que lorsqu'on trouve un signe indéterminé j le principe- esl 
donc démontré. 

43i* Un nombre pair de signes indéterminés consécutifs , eompris entre 
des signes déterminés , tombe nécessairement entre des signes déter» 
ntmés semblables ; et un ^nombre impair de signet indéterminés , tombe 
entre des signes déterminés tiiffèrens, En efièi ; lorsqu'à partir do premier 
termadela ligne (i), on passe sucœaaivement d'un signe an anivant, le 
dgtteH"devient— à la \^^^ variation ; il redevient +àla a* variation, puis — 
à la 3* et ainsi de suite ; de sorte qne dans. la ligne (i) après nn nombre 
impair de variations on trouve — , tandis qu'on trouve «4- après un nombre 
pair de variations. Mais chaque variation de la ligne (i) , donne nn signe 
indéterminé dans la ligne (3) ; le i"* signe de la ligne (3) est 4- et les signet 
ne peuvent varier que lorsqu'on rencontre des signes indéterminés; donc» 
après on nombre impair de signes indéterminés , les signes sont—, et après 
vu nombre pair les signes sont «f» ; donc , selon que le premier signe indé- 
terminé qne l'on rencontre après des signes déterminés , est de rtng pair on 
impair, ce signe indéterminé est précédé du signe — , on du ligne «f-* Cela 
poaé : prenez 3 n signes indéterminés consécutifs compris entre des signes 
Maminés ; si le i"' des a n signes indéterminés est de rang pair , il sera 
précédé dn signe— et le dernier de ces signes indéterminés, étant de rang 
impair, sera suivi du signe — ; si le t«r de ces signes indéterminés était de 
lang impair , il serait précédé dn signe -f> et le dernier , qui serait de rang 
pair , serait suivi dn signe -f- ; donc , dans tous les cas , un nombre pair de 
signes indéterminés tombe entre deux signes déterminés semblables* Si 
le nombre des signes indéterminés était ara-f-i , le x*' et le dernier setaient 
tous denz , on de rang impair , ou de rang pair \ dans le premier^ cas , le !•» 
Hgne indéterminé serait précédé du signe -f- et le dernier serait suivi dn 
signa — *; dans le second cas, le i*' signe indéterminé serait précédé dn 
ôgne -^ et le dernier serait suivi du signe + ; de sorte qu'on nombre impair 
de signes indéterminés consécutifs^ tombe toujours entre des signes dé", 
terminés Sférens. Le principe est donc démontré. 

433. Chaque signe indéterminé ne peut jamais introduire plus dhme 
mariation dans le produit» En effet ; lorsqu^un seul signe indéterminé tombe 
entre clenx signes déterminés, ces deux signes sont— et -4- on «f- et — ;. il'ue 
peut donc «a résulter qu'aune seule variation. Lorsque denz signes- indéterminés 
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tombent entre des ufowi déterminés, ces ngaés détenninéf sont •««■««•••mi»^ 
6e qui donne ces deax combinaisons -4- u «f- y et — u — ; de ^neiqne manièft 
qp'on dëtermine ces «ignés , on ne peut obtenir plus de deux ▼uiations. 8î 
l'on a trois signes inde'termincs , iiii tttnberont entre deux Aignes dii&freos » 
ce qui prcsente ces deux combinaisons -^t iî— , et-*iz»<^; considéroni 
la première combinaison , et cherchons à iniroduiie le plus de variadoiispos- 
aible-; les deux premiers signes indéterminés donnent tout an pku denz 
▼ariations , de -h à -^^ de -*• à 4- ; le S* signe indéterminé , tombant entre 
*|- et — , ne pourra donner qu'une variation j les trois signes indéterminés na 
pourront donc donner que trois variations ^ la m^me propriété connent à Jâ 
accoude combinaison. En général, pour introduire le plus devariatioiiapo»- 
êible y il suffis que chaque signe indéterminé soit de signe contraire 4U pré- 
cédeiitj de sorte que daus une combinaison quelconque •^ii si etc.^ la 
isr signe i sera — j le a® -»- , le 3* — , le 4* -j- , etc. ; chaque .signe indéisp- 
miné introduira donc une variation au plus. Si le nombre des signes indétei^ 
ninésest a n , en prenant altematiyement.les signes — et nf-ponr les signet 
indéterminés , on aura donné le signe -J^ an dernier des signes indétenninà , 
ft Ton aura déjà obtenu 3 n variations ^ mais le signe -4" que prend le der* 
nier signe indéterminé , est suivi du signe 4- ( n<> 4^1 ) i ou n'a donc que a is 
▼ariations tout au [ilus j si l'on introduisait un nouveau signe indéterminé y il 
prendrait le signe-—, et serait suivi du signe — ( n*43i}» on n'introdui- 
rait donc qu'une variation ;; le principe est donc démontré. 

433. Cela posé y si le muliiplicande contient n variations, le prodiût leiii* 
fermera n sigilto indéterminés (n" ^^ ; or chaque signe indéterminé ne pent 
introduire. ^qu'une seule variation j le produit ne pourra donc pas cotitanir 
plus de n variations j mais le produit contient un signe de plus que le mnlti- 
plicande j ce produit (;pntiendra donc au moins une permanence de plus qne 
le multiplicande j la multiplication du- premier membre d'une équation, par 
un facteur x H- a , correspondant à une racine réelle négative , introduit donc 
au moins, une permanence dans l'équation; la multiplication par n facteon 
x-i-a, X-4-À, etc. , correspond9ns à n racinea natives, introduit donc an 
moins n permanences j une équation qui contient n racii|«s réelles n^^^vei , 
contient donc an moins n permanences de signes. Une équation ne peut 
donc jamais avoir plus de racines réelles négatives ^ qu'il n'y a de.per^ 
manences. On prouyerait par d|s raisonncmens analogues, qu'une équmtion 
he peut jamais contenir plus de racines réelles positives qu'il n'y a de 
variations t Ce qui démontre rigoureusement le principe du n* 4^* ^^^ P^^o* 
priéiéa ^ n«* ^vs, 4^, 4^4» ^^^^ d«' £•* particuliers du prtneipe dn 
il» 495. 

434* Lorsqujune équation ne renferme que des racines réelles ; le 
nomhre des racines négatives est égal au nombre des permanences , et 
le nombre des racines positives est- égal. aw nombre des variations. En 
effet; soit l'équation.. . 

(ij. . . «* dt^ jc"-« ±, JÎJc«-> ±*y*dfc < = o. 
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\je ^MMigs da premier terme aa second, ne pourant donner qa^nne perma- 
Mdcc ou une variation , et chacun des m— i autres termes donnant une per- 
manence ou une yariatioui le nombre total des permanences et des varia^ 
tions est égal au nombre m des racines. Gela posé ; si l'équation (i) con- 
sent, n racines néfntires , p racines positives , P pennaneoces et /^varia- 
lioiii; on aura... 

P-h^=n4-p = w; d'oîi(a)... V^p^n^P, 

Or le m>mbre p des racines réelles posidves ne pent surpasser Iç nombre 
r'des variations; le nombre (f^-^p) ne peut donc pas être négatif^ (it — P)^ 
JM peut donc pas être négatif j n ne peut donc pas être moindre que P ; maia 
le nombre n des racines négatives ne surpasse jamais le nombre Pdes perma- 
nences ; n est donc égal k P, Donc, en vertu de Péquation (a), p est égal k V» 
Ce qui démontre le principe énoncé. Par eiemple , si l'équation. . . 
je' -*3bc< — Sx' *f- i5 X' 4-4-^ -*- la =0, ne renferme que des racines 
xccUet y comme cette équation contient trois variations et deux permanences , 
die aura trois racines positives et deux racines négatives; et en effet , les ra- 
cines sont j-f^ij-f-ai-f-S,— I , — 3. 

435. TovXe équation de degré imptdf a nécessairement une 
racine réelle ^ de signe contraire à celui de son dernier terme ; 
et toute équation de degré pair dont le dernier terme est négatif, 
o d0ux racines réelles de signes contraires. £b effet 5 considéronf 
leséqnations. •. 

{i)...x»«^«.,.— « = o; {a)...x»'"+«-t-...-fjxH-f = 0; (3)...x""»...-h*x— «=o, 

et déffiignons par C le plus grand des coefliciens négatifs de 
Tone quelconque de ces équations. 

436. Dans Téquation (1), x=o donne le résultat négatif 
— t , et x=+(C-J-i) donne un résultat positif. L'équation (i) 
a donc une racine réelle positive comprise entre o et (C+ 1). 

437. Si dans l'équation (a) , on suppose x=— x^, on trou- 
Tera, • . 

—*/■+»■+. . .— jT^-ff = o; d'où jc/""**« — . . .H- JXy — « = o. 

Mais cette dernière équation , étant de la forme de l'équa- 
tion (1) » a une racine réelle positive (n** 436) ; l'équation (3) a 
donc tuie racine réelle négative, car x et x^ sont égaux et de signes 
pootraires. 

438. Enfin ; lorsque dans l'équation (3) ^ on fait x=o> on 
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obtient le résaltat négatif — 1\ ôtThypotlièse j?=s<Î4" ^ donM 
un résultat positif; il existe donc une racine réelle positive entre o 
et C4-i.Soita:==— x/, le premier terme de la transformée enx^ 
sera positif ; le derniet terme sera négatif 5 x^ aura donc une va- 
leur réelle positive ; x aura donc une valeur réelle négative. 
L'équation (3) contient donc deux racines réelles de signes con- 
traires. Ce qui démontre le principe énoncé (n®435). 

439. Une équation de degré impair a toujours un nombre impair de 
racines réelles ^ et une équation de degré pair ne peut en avoir qu'un 
nombre pair. En efièt; si l?^aûon de àegté impair x*«+< + etc. =; o , avait 
vn nombre pair de racines réelles a^b^Cy ...,/; la division de ac'^+'-l-ctc- » 
|»r (x — a) (x — b) .,, (x — /), donnerait un quotient de degré impair 
**"+' + etc. ; l'équation jr"»+« -f- «c. =ss b , aurait encore une racine réelle 
( n^ 435) i le nombre des racines réelles est donc impair. La même démonr . 
tratiou s'applique aux équations de degré pair. Une équation ne peut donc 
jamais contenir qu'Hun nombre pair de racines imaginaires. 

440' On demande dans quel cas a:*dr fl* , est divisible par xdta* 
Pour que ar*-|- a» soit divisible par jr 4- a , il £aut que l'hypothèse Jts= — a , 
réduise; a:*S-«'* à zéro ( n<^ i36) , ce qui exige que m soit impair, x"» -f- «"• n'est 
jamais divisible par jr— a ; car x=ui ne peut réduire ar^-t-fl" ^ zéro (n® i36). 
Quand m est pair , les valeurs jr = -|-fl, x =— *.a, réduisent x"» — a» à 
xéro ; jr"» — a"» est donc divisible par x — - a et par x -#-<»> ou par x* — «•• 
Enfin , lorsque m est impair , l'hypothèse x := a , réduit x"* — a*" Il xéro » 
et X = — - a ne donne pas x» — a"» = o ; de sorte que x"» — «"• est divisible 
par (x — «) , et ne l'est poiujt par (x -f- tf). 

44 ï* Dans l'équation x"» ± «"• = o, lee valeurs réelles de x ne ponvant 
être égales qu'à db a , on en déduit cette règle générale; l'équation x*"-f-.a"* =0 
ne peut avoir qu^une seule racine réelle ; quand m est impair ^ la racine 
réelle est — a ^et quand m est pair , toutes ies racines sont imaginaires, 
lorsque m est pair , l'équation x"» — a*" == o , a deux racines^ réelles 
*4- a et — a ; quand m est impair , cette équation rCa qu'une seule ror 
cine réelle -¥• a. 

44^' Déterminer le nombre des diviseurs du degré n du po^ 
lynome x'"+px"*"" + etc. Si n^ désigne le nombre cherché « on 
aura (n<*45). . . 

m(m — i)(m— a)...(w — » -f- 1 ) 
^ 1 . a . 3 ... n 

car le polynôme x"-}"^^^-» contenant m facteurs du premier 
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^tous les produits n à n de ces m facteurs sont .les divi- 
^sears demandés. 

443» Calculer les diviseurs du degré 4 du polynôme. • . 
j c » .. | pag"^'.^ . . . ^-jx+f. Pour y parvenir , on divisera le 
^polynôme jc:*"-)- etc y par la quantité ... 

«"-+-axJ"''-f-Aa:***-|-cx*""^+'-«-f^Jc*+cx+/"* qui représente 
nn diviseur quelconque du degré n. Le reste sera de la forme... 

Ce re^ devant être nul , quel que soit x , on égalera séparé* 

.ment à zéro , les n coefBciens k^, ^,» ^j > ^y > ^/ > c® V^^ 

donnera n équations a l'aide desquelles on déterminera les n 
inconnues a y b^c^, , .^d, e^f. L'équation finale qui ne renfer- 
mera que l'une de ces inconnues^ sera du degré n^ ( n^44^ )- 

444- Quand tous lesfactéirs réels du premier degré , dun 
polynôme X , sont élevés à des puissances paires , ce polynôme 
ne peut jamais changer de signe. Lorsqu'un ou plusieurs expo^ 
.,sans des facteurs réels sont impairs , il existe des nombres qui, 
mû. dans le polynôme au lieu de x, donnent des résultats de 
iignes contraires. En effet ; soit. . . 

et énpposons que « , f , etc., étant réels, le polynôme Kne 
renferme que des facteurs imaginaires du premier degré. 
1^ Quand les exposans p^q , etc. , des facteurs réels , sont pairs , 
en mettant des nombres quelconques au lieu de x , les quantités 
(x— «y, (x— ff)^, etc., sont toujours positives (n°5); mais 
Y ne pent changer de signe ( n^ a6a) - X ne change donc jaihais 
de signe; a^, on peut toujours trouver une quantité /assez pe- 
tite^ pour que «+/etce— /, ne comprennent que la seule 
racine et, de Téguation ^=0. Par conséquent > lorsque fi est 
un nombre impair , en mettant successivement dans X, les nom- 
bres *+ch, «6— J^, aulieu de x, les résultats sont de signes con- 
traires, car ces nombres comprennent p racines égales à et etp est 
impair (n^â67 ). Le principe est donc démontré. 
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^14!^. Déterminer les religions qui doivent exister entf^ a, h fti \ 
pour qu*en donnant des valeurs réelles quelconques à x, h ^ 
trinôme ^x^^i^hx+c^ ne puisse jamais <:hanger de signe. Lff 
•olution de ce problème offre deux cas que nous allons succès- 
sîyement examiner. Nous représenterons le trinôme proposé 
par i0. 

J^. 1** Quandsûi^'^hx'^'Cfnestpasunquarré; !)■— 4^ 
n'est pas zéro (i '• sect. n** 730) '^ et Bue devant pas changer de 
«igne^ aucune valeur réelle de xne peut réduire ^ à zéro (n*'a7i). 
Les racines de l'équation j& = G doivent donc être imagiiiairei. 

Mais ces racines sont — ( — i±:V/ô*— 4^^) 7 ( 6*— 4^k^) doit 
donc être négatif : ce tqu on exprime en posant. . • 

(i).. . {h* '^^ac)K^o* 

447- iîecipro^uemen^, lorsque l'inégalité 6*— 4^^^^ ^ ^^^ 
lieu , les racines de Téquation j9=o seront inégales et imagî* 

naires ; aucunes valeurs réelles de x substituées dans B , ne 

pourront donner deux résultats de signes contraires ; le poljmome 

S ne pourra donc jamais changer de signe. Or x=o donne 

B=c, 

44^, Par conséquent, lorsque b*— 4*c est négatifs le pofy-^ 
nome ax* + bx -+• c conserve toujours le signe du dernier terme c. 

449 • a** Quand ax* + bx + c, sera un quarré , (b*— 4*^) sera 
zéro ( i*"* Sect. n* 720) , et Ton aura . . . 

Mms a^ & et X étant réels /xH j est toujours positif* Par 

conséquent , selon que a sera positif ou négatif, B sera cons-^ 
lamment positif ou négatif « 

450. Réciproquement , lorsque t*— 4^wr sera zéro , l'équa- 
tion (q) subsistera ( i'*scct. n*7flo ) et selon que a sera positif 
ou négatif , B sera constamment positif ou négatif 

45 1 . Donc en général , pour que a]|p*-+-bx+c /le puisse ja^- 
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mais changer de signe, quand on donne à a des valeurs réelles 
quelconques, il si^ffketitfaut que (b*— -4dc) soit nul ou né^ 



' 459. I^rsqueQy^'-^/^c) sera positif et plus grpnd que zéro , 
les racioes de l'équation ( 1 ) . • . ax^ -{- 6x -j- c = o , seront réelles 
iet inégales ; il existera donc des valeurs réelles de x , qui feront 
dianger le signe de ax* ^-bx -|- c , ( n^ 2167 ) . Ce polynôme chan^ 
géra deux fois de signe, et ne pourra pas en changer un plus 
grand nombre de fois, £n eiFet ; l'équation du second degré a 
deux racines et ne peut en avoir un plus grand nombre ( 1'* sect. 
B^ 709 ) ; mais pour chaque racine le polynôme change une 
fois de signe (267) ; le principe est donc démontré. 

453. Transformer une équation en une autre , de manière 
que la nouvelle équation ne renferme pas une puissance donnée 
de t inconnue. Si Téquation est . . . 



onfera:cs=:jf-f-£; et la quantité z sera indéterminée^ car on 
n'aqne deux équations entre les trois inconnues x^y^ z. La 
finbstitution de la valeur de x , dans Téquation (1 ) , donnera un 
résultat de 1^ forme ... 

Les coefficiens des diverses puissances dey , contenant Tin-, 
déterminée z , on pourra toujours disposer de cette indéterminée 
de manière à faire disparaître une puissance quelconque de^; 
car il suffira d'égaler le coefficient de cette puissance à zéro, et 
de prendre une des valeurs de z qui réduit ce coefficient à zéro. 
Le problème est donc résolu. Par exemple; pour faire dispa^- 
Tottre le second terme (*) , on posera. . . 

p-HBt«=o:d'oii s=— -cljf=r — -• 



m "m 



(^) Loraqn^on propose défaire disparaître un terme d'une équation , 
•n emploie one expression inexacte , car r4Îq[iiatioo proposée contient 
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454. Ainsi f pour faire disparaître le second ferme d'Mê 
équation , il suffit d'égaler r inconnue à Une nouvelle inconnue, 
augmentée du coefficient du second terme pris avec un signe 
contraire et divisé par r exposant du premier terme. Cette pro-* 
priété conduit à une solution très-simple de Téquation générait 
du second degré x^ — 2px— -^ :=o; car ilsul&t defairedispanâtro 
le second terme, en posant x=ji^+p; la transformée en^, 
donne . . . 

455. Le coefficient dej''"~*, contenant »*, on voit qailyu 
deux manières défaire disparaître le troisième terme, 

456. Enfin , si Ton voulait /àfre disparaître le terme indépen^. 
dcuitdey , on serait conduit à Téquation. . . 

(3)... «'•-f-;>*»-'-+-<74'»-»-f-...-f'««-f't = o. 

Les racines dé cette équation étant les mêmes qtie celles d« 
l'équation (1) , on voit que pour faire disparaître le dernier terme 
JPune équation , il faut connaître une de ses racines. On pouvait 
prévoir ce résultat , car demander que le terme indépendant 
dey disparaisse dans l'équation (a) , c'est demande^ que y^=o 
satisfasse à cette équation ; mais x •=zy -}- ^ ^ il faut donc que 
xz=:zy les valeurs de 2 qui satisfont à l'équation (3) , doivent 
donc être égales aux valeurs de x données par Téquation (i). 
Ainsi y 4" * étant racine de l'équation x^+j:* — 2=0 ; pour 
faire disparaître le dernier terme , on posera x=y-f-i ; la 
transformée seraj^^+4y* + 5y=o. 

457. L! équation f (x) = o étant donnée , transformer cette 
équation en une équation eny ^ de manière que les valeurs de x 
et Y satisfassent à une relation donnée: Si la relation qui doit 



tonjoan les mêmes termes. Il fant gons-entendre , que l'on vent transformer 

une équation en une autre , de manière que la nouvelle équation ne ren^ 

ferme pas une puissance donnée de P inconnue. Le vrai sens de cette ex- 

. pression ëtant bien fix<î , nous adopterons Texpression abrégée , faire dispa* 

ràUre un terme d^une équation. 
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«xîfter entre x éiy, est exprimée par l'équation F(x,y)z=:oi 
on éliminerai entre cette dernière équation et la proposée; le 
résultat sera Téquation demandée. Par exemple ; si Téquation 
donnée étant a:'— 5x-t-6?=o,la relation qui doit exister entre . 
^ety était ;ry — i =o ; on éliminerait x entre ces deux équa- 

âons; le résultat jr* — ^jf-f 7^=0*, serait l'équation demandée. 

^8. Transformer une équation en une autre ; de manière 
que toutes les racines réelles de la nouvelle équation soient po^ 
sitives. Si x désigne une racine quelconque de l'équation pro- 
posée , et si la limite supérieure des racines négativesT de cette 
équation est L ; L -{-x sera nécessairement positif. Faisant donc 
It-i-'X^^y , d'où x^^y-^L, la transformée eny jouira de la 
propriété demandée. Par exemple } la limite supérieure des ra-- 
cines négatives de Téquation x* — ax — iS^zc, étant 16; en 
posant x=^— iG , la ti'ansformée sera jr* — 3i^+^73=o , 
et les racines réelles de cette transformée seront positives. Ces 
racines sont + 13 et -|-ai . 

Si toutes les racines réelles de la transformée devaient être 
négatives, 6n déterminerait d'abord la limite supérieure / , des- 
racines positives de l'équation donnée. Posant^ =20:—/, Téqua* 
tion eny jouirait de la propriété demandée, 

459. On propose de rendre rationnelle , une fonction çlgé-* 
brique irrationnelle donnée. Ce problème*présente différens cas 
qnenous allons successivement examiner. * ' 

*^j/8o, I**. La transformation des fractions irrationnelles, en frae^ 
lions rationnelles , étant de la pins grande utilité dans le calcul inté' 

grai , nou% considérerons la fraction w t, ^ % » ^^**" laquelle JTdé-} 

t^ne une fonction rationnelle de x. Pour rendre cette fraction ration* 
ndle, il suffit de prendre. . . 

» 

V^a-f-ftx -f- ex* = x« -+• K tf j 

Car en élevant les deux membres au çfuarré , et retranchant a de part et 
d^autre , on pourra diviser tous les termes par x, L^éqnation qui en ré* 
snltera étant du premier degré par rapport à or , on en déduira une valeur âm 
X qui sera rationnelle en x. La substitution de cette valeur d« x ^hm 2r«t dans 
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l/a+&x-^0xS donnera donc des fbncdonf vationaettes de « ; la fnakm 
proposée sera donc transformëe en une fonction rationnelle de «. Le -pr»- 
blëme est donc n^lu. En effecmant les cakols indiques, on aura... 

Si la fraction proposée était .y , ='= ; on ferait v 4 -*• ar * ^- x"^ 

■^ ^ |/4"*"** — *■' 

, - , . z(z -4- a) 
sB=x« -f- 2 , et la transformée en z serait • — ^ ^. 

''^ 4^1. La même transformation sert k changer la fonction irroMiost* 
nelU X V^a + bx-»- ex* > en une fonction rationnelle de 2. 
'*^46a. En général , pour transformer les fonctions, irrationnelles 

_«— «^ X 

X l^a -+- bx 4- ex» I , y 9 enl fonctions rationnelles de 

^ y A -4- bx -+- ex* •' 

z , f / suffit d'égaler le radical à une fonction de i, et de z telle , 
qt^on puisse en déduire une valeur de x rationnelle en z 

* 463. La méthode précédente a l'avantage dVtre générale , mais lonqoe « 
est négatif, on peut souvent éviter les imaginaires , au moyen des artifices 
de calcul que nous allons indiquer. Les transformations que nous eSec* 
tuerons seront fondées sur le principe du n** .463. Les lettres a et o désî- . 
gneront toujours des quantités positives; b sera one quantité qodeonqiui^ 
positive ou négative. 

* 4^4' ^^ ^ fraction proposée est ■ ■ ; on fera . . • 

^ ex* -h Ax— a=:z«— X yc. 
Elevant les deux membres en quarré et réduisant, on trouvera. . . 

. = "•<■'• ^. j d'où V +cx'-^b.~a ^ fa -H (z. - a)J^^ 
fc H- 2z yc b -h !àz yc 

Ces valeurs donneront le moyen de transformer la fraction proposée ea 

nne fonction rationnelle de z. * 

X 

* 4^5. S'il s'agit de la fraction ^ y ^ » .a. 3; ^^ 5 ^^ cherchera les 

racines a et C âe IVquation — ex* •+• Ax — a = o ; il en résultera. . . 
|/ — ex» -♦- bx — a i^ v"^ <? (* — *) (^""•*') > on posera. . . 

V^c(x — «) (C — x) =: (x — *>. 

Quarrant les deux membres, et supprimant k facteur coxnmnn x — «1 on 
trouvera*.. 

X 
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cf 4- **■ t • I / N (C — *) « , _^. 

c H- *■ c 4- «• ^ ' 

*flSS* Longue ^ et c dësjgnant des nombres quelconque! , poiici£i ou 

X 
i^MÎif , la fraction est de la forme TT , ^ ^^^ ; on poae, 



ex* 



On 



ybx -¥• ex* = or*; d'oîi bx ■+• car* =x* «•. 

déduit ar= ; V^bx -+-cx»= xz = 

»» — c ' *» — c 



Ce qni donne le moyen de traniformer la fonction donnée ; en une 
foDction rationnelle de z. 

467. a*. Quand Im fonction proposée sera la somme de plusieurs 

monômes, irrationnels par rapport à une seule lettre x ^ on transfon- 

wsera les radicaux en exposans fractionnaires ; on réduira ensuite tous 

C 
lès exposons fractionnaires au même dénominateur C; posant x ss & p 

Im transformée sera rationnelle en z. S'il s^af^t de la fonction. . . 

3 a 3 6 

OB transformera les radicaux en ezi>osans fractionnaires , et réduisant tous 
ces exposans au même dénominateur , la fonction proposée deviendra. . . 

11 IL 

x^-^ac^ — 7*^ H- jc^ ■+- 6. 

Faisant x = jb* , la fonction deviendra. . . 

x4 — ;b3 — ^i» ^- Jt -^ 6. 

4fi8. Lorsque la fonction sera irrationnelle par rapport à plusieurs 
lettres , et sera une somme de monômes , mi opérera pour chaque lettr» 
comme dans le n* 4^. Soit la fonction. . . 

- * 5 4 S 7 

ar ' j^ » -4- 5a: ■ jr « — ax * j^' • 

On réduira les exposans de chaque lettre au n^jâme dénominateur, oa 
f[ui donnera.. . « 

i JL IL. £ J- • 
X *jc ** 4-5xfi y ^^ — 2x^ Y '<» 

(*^) Cette méthode est en défaut , lorsque les racina a^ C , sont égales , 
rar la valeur du radical se réduit à zéro; mais dans ce cas, la transfor- 

I' mation est inutile , cRr le radical se réduisnut ^ ( x ^« a) V^c, la fonction 
proposée est rationnelle psy: rapport k v* 

Algèbre. T. II. i5 
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469. Dans les équations que nous avons traitées jasqulci , bout moHÊ^.. 
suppose que les exposans des inconnues étaient des nombres entiers. Pour 
tésoudre les équations dans lesquelles les inconnues sont afeotées d/ex*' 
posans fractionnaires ^ il suffit de rendre les exposans entiers § d'âpre* 
la méthode des n<» 4^7 «' 4^* 

i'<r Exemple» Si r<fquation proposée est. .. 

a • 3 • 

(1)... Va:-— Va: — 7 V/x + V^x-h6=xO, 

on fera x = z^* La transformée seta (n<* 467). . . 

«4 — . z3 — 7z» -f- 2 4- 6 = o. Cette équation donne (n<* agî) . . • 
g, =1$ 2 = 352=3 — ij2=: — a. Mais jc = 26 5 donc. . . 
X = I ; X = 3® = 739 5 X :^ I ; x =(— a )* = 64. 

Remarque* Les valeurs x = i , x =: 72g , satisfont à Féqùation (i) ) 
mais la valeur x =^ 64 , n'y satisfait pas. Pour leter cette dâSculté > ûb 
observera, que Ton a supposé x=^z^5 ce qui donne... 

3 • 3 ^6 

V^x» =^45 V/x" — «'> l/^ =**> ï/xss*. 

Les valeurs de ces radicaux, qui correspondent à z = —- a, sont donc' 
'•+•16, — 8 , -f- 4 c^ ""* 3. Ces valeurs , ainsi déterminées , satisfont à l'équa* 
tion (i) , ou , ce qui revient au même ^ la valeur x = 64 satisfait à la 
proposée, en changeant les «ignés des radicaux de degré pair. 

470. En général , lorsqif'on fait disparaître les radicaux contenus 
dans une équation ; l'équation qui en résulte , convient à toutes le» 
valeurs dont ces radicaux sont susceptibles. De sorte que les valeurs 
que l'on obtient donnent les solutions des équations que Von dédui- 
rait de la proposée , en prenant les radicaux dans leur acception la 
plus générale. 0n détermine ensuite quelles sont les valeurs partie 
culières des radicaux qui conviennent à l'équation proposée. En voici 
des exemples : 

a« Exemple, Vo\a résoudre IVquation... 

(!i)...x» — 794x« 4-47 449** — 4^656 = 0, 
on fera x = z^. Ce qui donnera. . . 

. «iS — 7g4 ;b«« -♦• 47 449 *^— 4^ 656î=0. 

- Afin de simplifier les calculs, on posera 2^=:^; la transfbiméeaen**. 

7*'— 794 r* -*- 47 449^^ — 46 656 = ©. 
Qn en déduira (u* agS) , /•==!, y = 64,^=5 729. 



/ 
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tk lorte que les Taleurt de z dépendront des équations . . . 

^•=: Ij «6=364 = 8' j «^ =1729= 27** Mais...' 
(t« - i)4a (*î - I) («î H- i) j (26 - 8«) 4» (xî -8) (X» + 8)-; 

et («• — 37*) 4» (x' — 37) C** -f 37), 

Leiyalean de x seront donc fournies par le» équations & deux termes. . .: 
t^.— i=:o,x5 -f-i=:o;x'— 8 = ,x*-f.8=o jz'— a7=so-, x> -4-27=0^ 

Béiipiaiit coujotUrs les racines cubiques de l'unité par i , «t et a> fn^ 3i4)» 
ttiaora... 



ttaed bA«;xa=db2;gj=d:aat; x= ijA2<t'jg^;:=i:3; x=:A 3<t}gg=:t:3*». 

Or X =: )b'. Formant donc les cinquièmes puissances de ces valeurs de x , 
db i èry an t que «' = di* et que «10= «t , on obtiendra ces 18 valeurs de x y 

±:i,d:«»,=t*îi:33,i:32««,±3a«i±343,±343*»,i243«. 

Ces valenrs donneraient les solutions des équations que Ton déduirait 
de l'éqaation (3) , en mettant successivement les cinq vat^s dont chaque 
radical da cinquième degré est susceptible. 

471- Lonque V inconnue entre sous des radicaux ^ on parvient quelque^ 
: fiÔM à faire disparaître ces radicaux ^ en laissant successivement chaque 
radieaL setil dans un membre , et élevant les deux membres à la puis» 
' sance marquée par P indice du radical qui est seul dans un membre* 

isv Exemple. Pour résoudre l'équation. . . . 

(3)... V^jc— I =: 1 ^ J/JZTJ, 
«t élèvera les deux membres au quarré , ce qui donnera. . • 

X — I =: I 4- 2 V'a:'— 4 -♦"(*— 4) j ^'^^ V^JC — 4 = ^• 

Qnirraiit chaque membre , on aura a: <— 4 =^ i > ^^^^ x =s 5. Cette valeox 
' èb X, satisfait à T^uation proposée (*). 

» 

(*) L'éqoation (jb)„. — \/x— i = i — \/x — 49donneraitégalementx=^. 
Mais cette valeur de x ne satisfaisant pas à Téquation (b) , on doit en 
condke que iosqu'on prend les valeurs des radicaux avec le signe +, 
aucune valeur , réelle ou imaginaire , de x , > ne peut satisfaire À l'équa- 
tion (b). Pour lever cette difficulté, on fera... 

yx —1=^5 \/x— 4=x^ d'oîix=î2i-^y«= 4-*'«'' ' 

L'équation (b) deviendra — j = i — x ; d'oh x = i -hjr j la substitution 
île cette TKfeor d« « dM» Téqns^ÛQn i ;•♦-/» as 4 -+, »• > d9an«ni ^ sac — 3, 

/ 
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a» Exemple. Soit IVqnation ax — yx •+•1=4? 
On isolera le radical ^ ce qui donnera... ^ 

(4). . .— \/m as 4— ajf« 
Elevant chaque membre au qnarré, on aura... 

x-4^ 1 =(4 — 2x)«5 d'où (5)... 4r»— 17* -m5=so. 

LVquation (5) , donne x =: 3 et a: = 7* La première valeor de x , aiif* | 
Cait à r«quacion proposée ^ mais la seconde n'y satisfait pas , car lliypddiiii .^ 

« = -' riéduit ax — t/x-f-i , à Panité. On a introdoît cette valeor 

4 
étrangère , en élevant les dcox membres de relation (4) an qoarcé^ or 

le qnarré de •+• \/x -4- 1 étant le même que celui de — V/xH- i , les ^ 

équations*. . 

(6)... 4 — 2x=-t- V^x -h I j C7)--- 4— 2ur = — V^*"ïl , 

5 
conduiront h l'équation (5). Les racines -♦- 3 et -+• 7 de cette dernière, 

doivent donc donner les solutions des équations (6) et (7). Et en effet 

:r = -h 3 ; satisfait l'équation (6) , Undis que x = -f- 7 satisfait k, 

l'cqaation (7). 

472. En général, lorsqu'on élève les deux membres éTune équation 
41 une puissance , on introduit des racines étrangères à. l'équation,'^ 
proposée. Par exemple , l'équation x =s a , n'a qu'une seule racine ,. et 
lorsqu'on élève les deux membres an cube , Téquation x^ = 8 , qui en 
résulte, a trois racines 3 , a«t et ati* (jfi 3i4}* On a donc introduit deux 
valeurs de x ^ étrangères & la question. » 

3* Exemple. Pour résoudre Téqnation... 

a 5 

(8)...VxHhl— V/3x — 5 = 1, 

on fera successivement disparaître le radical cube et le radical qnarré ; ce 
qui conduilra au calcul suivant : 

V/3x — 5 = — 1+ VTHhâ;3x — 5 = (— 1+ \/x+^f- 

I II I ■ ■ ■ i ■ — pi—^i ■ iw ■ t f I • I 1^ • , ■ n i<» 

d'oîi zr^i -H jr &sx-^a = — i; les seules valfurs qai puissent satisfaire 
à l'équation (b), sont donc yx — \ =—3 et |/jr — 4=^ — -• L'éqos- - 
tien {b) est donc absurde , lorsqu'on prend les Talears positives des radicaui;. 
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Foimiâl le ^vbe^ et rëdnisant , on trouYera. . . 

'(X+5J Vxl^^ =6xH-a} d'oii(x-+-5)«(af+a)=:(er + a)«. 

On en dédain. . . 

jt* — • ^^x* 4- aix -+- 46 = o. 

Les tacînes de cette équation sont +2,-t*2i3et— i; les deai pre- 
w^iet satisfont à Pëqaation proposée ; la dernière a élé inuoduite lorsqu'on 
a fait disparaître le radical quarré. De sorte que x := — i satisferait à 

ré^don (8) , si Ton prenait la Talenr de "V^H- * ^^^ ^^ signe moins. 

473. L'ordre dans lequel on fait disparaître les radicaux n*est pas- 
tùtqours indifférent. En effet , si Ton commençait par faire disparaître le 
ndiod çuRié » Téqaation (8} donnerait saccessÎTemem. . . 

• * 3 V— — 

V^Tâ =i-f V'îx — 6; x-f a = i-f-2 V^(3x — 5; + V^(3x— 5;» ; 

3 s ' " 

d'ob(:i-h t/(3x — 5; ) \/3Ï^ = x-+-i. 

Et en élerant les denx membres de cette équation au cube , on ne pour- 
rtit pat faire disparaître les radicaux cubet , car on formerait des équa- 
tions de plus en^lus compliquées , qui contiendraient des radicaux cubes. 

474* Pour lei/er toutes les difficultés ,. on égalera chaque radical à 
ne nouvelle inconnue. Ainsi, dans notre exemple , on fera. . . 



V*HhT = Y 5 V^3x — 5 = j } d'oU (9)... x-f-ais^-s 3*^-5=3a» etjr-^«=:i. 
EKmtnantx et y entre ces trois dernières équations , on tronrera. . . 

«*— 3l»* — fts + 8 =p 5 les racines de celte équation sont4- i * -1-4 «* — *? 

, *7 ^ »-f- 1 5 les valeurs correspondantes dc^, sont donc -f-:», -4- 5 et — i. 
Sefitt, X étant ^;al à^* — a , les valeurs de x sont+ a, + a3 et — i. Le» 
^saz premières valeurs de x satisfont à Téquation (8) , et la troisième valeur 
yiitisfait en déterminant les signes des radicaux d'après les valeur» dejr et 

^s, car on a... 

3. ' % 

«t^— a=i/3x — 5; ^ = — 1= V'x -ha ; x=— rj 

et ces valeurs satisfont à réquation (8). , 

Si Ton voulait obtenir l'équation finale en x ^ il suffirait d'éliminer jr et z , 
«otre les équations (g). 

4« Extmple. L'équation i H-x î/x— i = ax -h V^x— 4» conduirait... 



(10). . . x« — lox* -f- 3ix< — ^ox^ -¥- 59X» — 5ox -f- a5 =0. 
X r= 5 , satisfait à ces deux équations ; les autres racines de l'équation (10) 



.1 
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satisferaient ani Rations ^ue l'on déduirait de la proposée , en pKBKBthi 
radicaux en plus et en moins. * ] 

H'jS' Les mêmes procédés s'* appliquent a deux équations entre deux 
inconnues. Ainsi , pour r^oadre les équations. . . 

(il)... V^— 2 V^ V^-»- « — 1 = 0, j/z^H-S i/« — «— 9»o, ! 
nn fera 2 = x' et t =J^'* Les équations (10) deriendront... ; 

i 

ar* — aarjr -f, (^a — i)=b o ; jr» H- fy— jr« — 9^=0. 

Ces éqnations donnent ^ = -f- a et ^ = + i j les valeurs correspondantes 
de a:^ sont -f- x et -4- a. Mais t =:y* et z:Êx^ ^ les valenrs.de t ,qni «atis- 
font aux équations (i i);Sont donc 4-4 et + i ; les valeurs de z sont -^i et 4*S. 

5* Exemple, S'il ^'agit des équations. , . 

3 3 ^ •^ 3 • 

(ia)...ï/?+a\/z t/î-H t— 1 = 0, V^z» — 6 V/7— «— 9 = 0, 

on feira z = jr' et t = ^a . \cs transformées seront. . . 

â:*-t- 2.ry -+.(;'« — i) = o; et «» — 6y — f — 9 = 0; 

on en déduira^ = — 3 et^ = -^ i ; les valeurs correspondantes de x seront 
•+- 1 et -♦- a. Les valeurs de t seront donc -#- 4 ** "+" ^ » ^^ valeurs corzes- , 
pondantes de z seront •+• i et -^ 8. Si Ton essaie ces valeurs de r et ^e z ,a 
on verra qu'elles ne satisfont pas aux équations (xa). Pour lever cette 
difficulté , on observera que dans tout le calcul , y représente la valeur de 

•♦- yt ; or les valeurs de y sont — a et — i j celles de yt , qui satis- 
font aux éqnations proposées, sont donc «^ a et — i ; les valeurs de t sont 
-f-4 et -M j celles de z sont -t-i et H-8. Ainsi^ on -satisfera aux équations (xa} 
en prenant. . . 

V^= — 2, '=4* « = •+•!, ou V^l=: — I, £zr-4-i, zzzi'^B* 
6e Exemple. Pour résoudre les équations... 

on fera succe^ivement disparaître les radicaux contepus dans chaque éqaation y 
ce qui donnera. . . 

ax =:jra -f. a^ 4, i j x» -f, axy — 3x -f.^» — 3^ = o. 
L 'équation finale en y sera... 

, jr4 -1^ 8jr3 -+- lay^ •— 16^ ^- 5 = o. 
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Lfs Taleiirs de y seront -h i , — 5, — a -f- V 3 et— a— ^/s ; les va. 

lean oorrespondiintes de x seront -f- a, ^-+- 8, a — yS et a -f- yS. . Les 
yaieany =: -f- i , x = «1- a , satisfont aax équations proposées. Les valears 

y=s — 5, x = + 8, satisfont aux équations proposées , en prenant V^âx 
avec le signe — . Et ainsi de suite. 

476. Ces exemples suffisent pour donner une idée de la manière dont 
on 'peat faire disparaître les radicaux qui affectent les inconnues, La 
méthode la plus générale est d^égaler les radicaux h de nouvelles inconnues. 
Elevant les deux membres de ces nouvelles équations , aux puissances mar- 
quées par les indices des radicaux, on aura autant d'équations que d'incon- 
nues, et œs équations ne renfermeront plas de radicaux. Mais la résolution 
de ces équations présente quelquefois des difficultés qui sont étrangères 
aux âémens. 

477* Les formules qui contiennent des radicaux sont quelquefois 
suseeptibies de sîgnplffications que nous allons faire connattre. Poor fixer 
les idées , noas considérerons les formules qui expriment les racines des 
équations réductibles au second degré. L'équation générale... 



(i)...x*"» — apx* — 9=:o, donne'x= K f>±Vp*Hr<7, 



Soirp=:«et p»-f.^ = C. On aura x=: y Azt^C- 
Examinons dans quel cas on peut simplifier ces radicaux. 

478. lo. Lorsque m = a;ona x = ka dzyC, Quand a etb désignant 
des quantités commensurables, les valeurs de x pourront se ramener à la 
fi»m.V^VT;on.t.r.... 

Les quantités rationnelles devant être égales entre elles , ainsiqne les irra- 
tonnelles y les inconnues a et & devront satisfair» aux équations... 

a-^-bzzûL; aV^ôSsaV^C. 

Or la première équation donne la somme des inconnues a et b^ il est 
<kme naturel de chercher la différence de ces inconnues. Avec an peu d'at- 
tmtioii on voit qu'il suffît de retrancher du qaarré de (a-f-^), celui de> 

^yâb,. car il vient. ... 



(a+4)*— (aï/S)*=*'-( {/sy-y on Oi-i)*=*»— C; ou a-fc= V/?^^: 
On a donc, a + ô = * et « — b »:V/*» — C. D'où 
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Pour çpc a et h soient commensiirables , il saffit et il finit Ifve 
foit nn qoarré. Qaand cette condition sera remplie, la décompourion in- 
diqaëe par la formule (a) sera possible , et les e'rpations (3) , donnenait 
les yalears de a et de b* Par exemple^ Tëqnation x^ — i^x* 4" i =0t 

donnej:== K 7 irV^^ST On a donc. . . 

it5=7;r=48;d'ohV^Iî^=i'; a=4; fc=:3; x=z\/â±\/î=Si:t\/i' 
4/9* 9** Lorsque in = 3j Tëquation- (i) donne... 



3 



V^ ± l/î. On SDppose(4). . . V^-t^ V/C= (ai i/S)l/5 



et Ton cbercSie les ▼aleurs'^ commehsurahles des inconnues a, &, «, qni 
rendent Tequation (4) identique. Pour y parvenir , on élève les deux membre* 
an cube et Ton égale, les quantités commensurable^ entre- elles ^ ainsi que 
les încommenMT&tiles. Ce qui donne. . . * ^ 

(6). . .«= ae{a* A- U) 5 (6). . . V/? = (3a» -♦- b) c\/î. 

<2narrant a» équations, il vient... 

«» = a>c»(«* 4*6a»ô + 9J») ^ C= (ga* + 6a>£ 4-&*}c*&^ 
On en déduit. . . 

c(«» — C) = cî(fl» — ^a^b -¥- 3a'ft» — &») = c5(a» — ^)*. . 

On « taohc cija,'^ — 5) =: V^c(*» — C) ; d^oît 






5 

I 

C 



Ijes inH>hntoes a, 5, c, nVtant assujéties qu\\ satisfaire ans éqna" 
tion8(5)et^, oti peut assigner des valeurs arbitraires & c. H sera donc 
toujours possible , de donner k Tindéterminée c , une valeur Cy telle (|ue 
«/*■» — C) soit un cube d?, L'^équation ' (7) donnera. . . 

La substitution de cette râleur de by dans Téquation (5)| donnera... 

LV'quation (9) ne contenant que la seule inconnue a , quand cette inconone 

.'>ura une valeur commensnraUe , Téquation (8) donnera nne valeur corn- 

. «lensnrable de b^ et la décomposition indiquée par la formule (4) srra 



- / 
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fotsSbfe. Qatndtt*— Cfffrauncabe^onpreiidracsreyrs i. On a donc.... 



0'. 
Par cscmple , r^qnatlon. . . 



ar* — 4® ** + 8=0 , donne jr^V^2o d: V^Sga. Donc 
«=raoetC=:39a. D'oii«t« — C=:8; c = c^ = i; d^z:zS;dss2i- 
L^<^Qaatîon (g) , donne a = 3. On a donc. . . 

Si Té^nadon propocëe est.. . 



x«— io4 x^+ 4 =o j onaurax = K 5a±:V/a700j 
« = 5a j C =: 3700 ; c ( «• — C) ^ 4 <?• 

Pour qne e ( «■ •» C ) sôit nn cnbe, il suffit que p = a. donc. . . 
c=:cy=:a;cP = c^(««— C)=:8; ci=a» 

L'intuition (9) donnera a ac a. On en dëdnira ... 

* = ««— -==4— - = 3;xs=:(a=fc V^V/c = (-a=tV'3)V^a. 
Cf a 

Ces exemples suffisent pour faire appercevoir comment on peut simplifier 
Ui formules qui contiennent des radicaux. 

Théorie des fonctions symétriques, • 

* 4^* Nous avons rn dans le n« i4a , ^e les coefficiens des termes d- nne 
^qpaUon étaient des fonctiens connues des racines de cette équation. Cesfonc^ 
lions jouissent de la propriété remarquable de ne pas changer, lorsqu'on 
change une racine quelconque en une autre ; ce qui tient à ce que toutes les 
racines y entrent symétriquement. Les fonctions de cette espèce ont reçu le 
nom àe fonctions symétriques, £n général , une fonction stmétrique de 
plusieurs quantités , est celle qui ne change pas , lorsqu'on change Pune 
quelconque de ces quantités «9 une autre , et réciproquement, jiinsi, 
a^ -4- &3 «^ «3 ^ fjgi Qoe fonction symétrique des quantités a ,hyC, 

481. Dans une équation quelconque , la somme des racines , ainsi que les 
sommes de leurs produits deux à deux , trois^à trois , etc. , sont exprimées au 
moyen des coefficient de cette équation (n^ i4a). Nous allons prouver que 
ces relations sont telles , que sans connaître les racines d^une équation , 



j 
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on peut toujours exprimer une fonction symétrique quelconqt^e des m- 
cines , au moyen des coefficiens» Poar' fixer les idées , nous conbidérenms 
d'abord rëquaiion du troisième degré , nous généraliserons ensuite. 

48a. Si a , h^ c , désignent les racines d'une équation du troisième degré > 
onaura(noi4a), . .. 

ar'-f-px* •4-7jr + r=:05 a+ A-f'<?=^'~f î fli-hacH-ic=^ ;a&c=: — r. 

a-'h b -^ c ^ab -i-, ac + Iw et abc, sont des fonctions symétriques de 
aybfCy car on peut changer Fune quelconque de ces lettres en une antre , 
sans que ces fonctions changent. On peut déduire de ces équations , une fonc- 
tion symétrique quelconque des rficines a, b,c. Par exemple, pour obtenir la 
somme des quarrés des racines a, b, c j on élerera les deux membres de la 
seconde équation au quarré , ce qui donnera. . . 

a« + ^» +c* H-3(a5 H-flcH- 5c) = p*î maisa^ -+- ac-|- bc:^q\ 

donc a" + ^* H- c» = p* — a <7. 

Si Ton demandait la somme <ïe tons les produits que Ton peut former en 
multipliant chaque racine , par le quarré du produit des denx autres , il suf- 
firait de multiplier la valeur de q par celle de — r, car on aurait. . . ,. 

( a^H-flc + ftc) X {abc) =ica* b* -^ba*c* -4- ab^ c» = — ^r. 

483. Des combinaisons analogues aux précédentes, donneraient le moyen 
A^expritner toutes les fonctions symétriques des racines , au moyen des 
coefficiens ^ msih la manière de faire ces combinaisons, pouvant présenter 
fies difGcultés , nous allons donner d&s. formules géncrarles. Nous calculerons 
d'abord les sommes des puissances des racines; nous eu déduirons la solu- 
tion C!>!Ti]>lète du problème dn n** 48i« ' 

484. Problème. Déterminer les sommes des puissances des racines 
d'une ^équation, au moyen des coefficiens de cette équation. Si a^b, c,..., / , 
désignent les racines d'une équation quelconque du degré m , on 
aura Cn* 129 j. 

Pour abréger le discours , on désignera la somme des puissances n des ra- 
cines , par Sn , de sorte que. . , 

Si = fl-+-^-fc-f- ..-4- /j «y. = «» + &• -f-c>-l-...H-/*; 

f Cela posé ; si dans chaque membre de l'identité (i), on change x enx-^ s,, 
* on formera la nouvelle identité. . . 

(q)... {x -»-s)«-f.-^(jr-f-2)'»-» -f. .,,'-^P{x'hz)-^Q 
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iMnfgaUkt le premier {nombre de Tidentitë (i) par JT, la fonction dérivée 
de JTpar JT, et calculant le coefficient de la première puissance dex , dans 
chaque membre de l'identité (a), ces coefiiciens devront être identiques (n» i35) 
ce qui donnera (n*a44)* • • 

Gbacmi des termes qui composeiR le dernier membre , étant le produit des 
&ctniïs( *— .«),(jr — ft), ,..(x— /), deA", excepté un , Tidentil» 
précédente peot être ainsi écrite. . . 

(3). . • m**-» (f. (m . I ) jijf»-* H -4-aiVx -♦-P 

X — a X — b X — c X — t 

ESêetdant la dÎTision de Punité par chacun desbinomei (x— a), (x — b) »..• 
(x^— /] y mettant X en facteur commun , observant que le nombre des 
Uhomes est m , réunissant les puissances semblables de x, 'et remplaçant les 
sommes des puissances des racines â, by c,..., /, par Si, S», Si f etc. j Pidenr 
tité (3) deviendra ... 

(4)... mjc"^'-*-(m— i)^j:»»»-'«-*. ...-♦- a iVxH-P 



Remplaçant Xpar sa ralenr x» +• ^ x»-» -♦- etc. , effectuant les multipli- 
cations indiquées dans le second membre , ordonnant par rapport aux puis- 
sances décroissantes de x , et égalant dans les deux membres les coefficiens des 
mêmes piysances de x , on trouvera. . . 

(m'^i)A=:mA'^S,; ( m^a) B =:m B -^ Si A^S% ; 

(iW— 3) C=mC+»yi J?+«y,^+.*y3;etc.. 

On en déduira. .. 

T5). . . «y, -4-^=0; *y.-4-^*y.H-2 B=z o; Si-hASt-hBSt -¥■ 3 C=ù; etc. ' 

La loi suivant laquelle ces équations se forment, est évidente. Si Ton pousse 
les calculs jnsqu^aux termes indépendans de x, dans chaque membre d« 
ildemité (4), on trouvera. . . 

' P=zSm~j+ASm~M+BSm^i-^ ...-hS^M-hStJV^-hmP. 

Cette dernière éqnation donnera. . . 

(6). . . Sm^i-^ASm-^ -4- -B^y— 3 -*-...-¥• MS» + NSi-hC^i - r) P=o. 

Enfin , comme le premier membre deridentité(4) ne renferme pas de puis** 
sauces négatives de x, tontes ces puissances doivent disparaître du second 
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«iembr«; «galant doa€ les coefficiens des pni^ancoc n^tira de jr , à tén, ^ 

on troaTera. . . 

■ • r 

Sm+t + ASm -4- BSm^x + CSm^^ + • • • '4-7'^ a + QS r «= O 

(7)...t$'»fi,+u^t$'i»+»-.i4-j5vy«+ii-»-i-...H-iViy«+«+-P*y'»+«+Ç*y»î^o •••(*) 

485. En général , les formulée (5) et (6) serviront a calculer suecesnvê^ 
ment les valeurs des sommes St, S* , $3> • • » Sm-i ; et donnant suceet»^ 
vement à n les valeurs o , i , a , 3 , etc. , /a formule (7} déterminera 
Sm, Sm+x , Sm+a , e|c. On 4oit bien observer que «f» désignant la somme.*. 
a» -4- ft» 4- ...•+./•», on a... - 

«yo = «*-+-**-+-<^-*--"-*-'*=ï -M-*-! -^etc. == m fois i ^m. 

486. Si Ton effectue les calculs que nous venons d'indiquer , on trouTera 
que les sommes des puissances entières positiues des racines a y 6 > c , eCc* 
déS Pequation ... 

sont données par les formules^,.. 

S\=:a» + b^ + c^ ^ ..k-hl^^A^ — iB ', 
• «5'3=aî4-**4-cî4- ...-4-/5= — ^»-f- 3 ^5 — 3 Ci 
6'4=:/x4-f-&<-hc4-+- ... -+.^=^4 — 4^»i? + 4^C-*-2jl» — 4i>. 

487. On voit donc que toutes les puissances entièreêpùsUipeê des racines 

■ — — — — ■ ' i ■ ,1 ■ * 

(*) La formule (7) , se déduit avec plus de facilité de Tcquation (i). En 
effet j si Ton multiplie les deux membres de cette équation , par x* , on 
aura. . . 

(8) . . . jc'»+'» -f. ^j:"»+«-« -f jB^rm+'-a -4- ... 4. iVx'»+* -♦- Pj:*+' -♦- Çjf»=50. 

• . Les racines a,bfC, etc., de Féquation (i) devant satisfifûre à réqciation (^ , 
on aura... 

çm+» 4. ^/i«+«-« 4- JJa"i+«-a 4. . . . ^ iVa»*» 4- jPa»^« -♦- Çtf »«= o 
*»+'» -♦• ^ô^M-»-» 4 jB^m+i.-. 4. ... 4. iVô-H-» 4- P*"*» 4. Qft» = o; 
etc. , etc. ' 

Ajoutant toutes ces équations et observant que la notation du n®484> 
donne . . . 

an^m -I- iim-f « 4. etc. srr Sm+m ; «»»+•-' 4 ^«+«-» -4- etC. = Smfm^i j etC. , 

on obtiendra la formule (7) . 
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d'une équation ^ peuvent s'exprimer par des foncti-^ns rationnelles des . 
eœfciens de cette équation. 

ffiS. Lorsque Véquation (i) , manque de second, terme , ^cst zéro j ou 
aaonc... 

«y,=o; «y. = — aB;«y3 = — 3 C}«y4 = 2(^» — a^)ieic. 

489. Si Ton demandait les sommes des puissances négatives dès racines 
àeVéquation (1) , on pourrait poser x = - =^ -» j d'oiij^ = - = ar-« et 

/• z= -^ == x"" \ la somme despuiteances /i des racines de la tranifoi-mëe tuy^ 

eipiimcrait la somme des puissances négatives de T^qnation en x j de sorte 
qae la question serait ramenée à la prccédenie. Maiç.on parviendra plus direc- 
tement an résultat , en mctunt Tidentitc (3) sous cette forme . . . 

< 

(9) . . . P -4- a iVx -4- 3 iWjr> -4- 4 £x3 -+. . . . -4- mx*-« 

efc — xC — i h T--Î 1 î — -H elc, ) 

V. a — X 6 — • X c — X / 

DiriiftiurnDtté par les binômes a — x , ^ — x, etc., et ordonnant les qno* 
tienf aainmt les poissances positives et ascendantes de x j on trouvera . . • 

I I X X* I I X X* 

fl — X a a* a* 5— x b b* ù* ' 

Représentant les tommes des puissances négatives des racines ayb^c, etc. ^ 
par S^i p S^M 9 4^—3 , etc. , on posera. . . 

-4- 7 ■+. etc. =fl-« -*-&-» 4-etc. =!$'_, z 
a b 

— -f-T--^ etc. =fl-* 4- *-*-♦- etc. =«î-«: etc. 

h 7- H h etc.=a-»+6-» + c-»'4-etc. = «y-»» 

\ a» b* e» 

Et ridentîté (9} , deviendra ... 

m 

Sabstitoant pour JiTsa ^leur Q^Px4- JYx'-f-ilfx'-f.. .+^«-« -hx» , 
effectuant les multiplications indiquées , égalant les coeffictens des mêmes 
puissances de x dans les deux membres , on trouvera . . • 

fcï-Ç^.., jaife^.P^-.-^Ç^-..); 3Jlf=-(iVÏ-o-*^P*y-a+Çi'-.j\- etc. 
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La loi ^i règoedanf ce» cquationt eii facile à saitir. Oa ta dëdiiif . < « 

o P I , I I . 

Çf a à c 

« />•— aOiV III 
Ç» a* o» £f» 

tf.,=«(^ ^'^^^ ^JT? -^ F -^ ïs ■*-««^- 

ss-t-^-ttH — 7+ etc. 
a* 6* c* 

490. De sorte qae toutes les puissai^ces entières négatifeê des racine» 
éPune équation , peuvent s'exprimer en fonction rationnelle des coeficicÊS 
de cette équatioiu 

491. 11 est actuellement facile de proayer que toUtes le9 fonctions algé' 

hriques rationnelles et symétriques des racines d^une équation pewfent 

toujours être exprimées par des fonctions rationnelles des coefficiens de 

cette équation. En effet j tonte fonction algébrique rationnelle et sjmëtriqne 

des racines a, b, c, , ,.1^ d'une équation , ne ponyant être comppséeque de 

dt C 'V 
termes de la forme abc etc. , il suffit de démontrer qu'une fonction de 

celte espèce peut toujours être exprimée par une fonction rationnelle det. 

coefficiens de Téquation. • 

492. Afin de simplifier l'écriture des calculs, nous représenterons la solnme 

de tous Jes termes €le la forme A b c etc. , parT(a b c'^.etc). De 
forte que pour évaluer cette <fuantitéf il suffira défaire occuper successi- 
vement aux racines a, b, c, etc. , toutes les places , en conservant P ordre 
des exposons ; la somme des termes ainsi formés , sera la valeur de 

a C y _. 

T(a b c etc). Par exemple j pour les trois racines a ,byC, d'une équa- 
tion du troisième degré , on aurait. . . 

T(a>&3)=:a>&)-f-^'a3 + a*c3 + c*a3 4. b*c^ -h c*b^. 
TXa^b^c*) = a*b*c* -h a*c^bi + b*a^c^ 4- b^c^a* 4- c^a^b* -4- c»*»tf 4. 

tt C y 

493. On voit que 71[a b c exc,), exprime une fonction symétrique des 

racines a , b , c , etc. j car cette fonction contient la somme de tous les termes 

tt C y A C \ 

différens de la forme a b c^eic. Pour .énoncer la fonction J(a b c^etc.), 

* .^ V 
on dit termes abc etc. 

494* Ces conventions établies , passons k la solution du problème. Les 

sommes ^es puissances entières des racines pouvant toujours être exprimées 

par des fonctions rationnelles des coefficiens de Téquation proposée (n** 4^7 



i 
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^490)9 il suffit d'exprimer T(a h c etc.) au moyen de ces sommes. Ceia 

l^offre aucune difficulté'. En eftet : 

* C 
49^. i* Pour évaluer 1\a h ) , on • paultlpliera S par«^^ ce qui 

éonnen. . . 






*4 X Sç =(«* "♦■ ^* •*• <^* -^ «'C.) X (a^ ■+ fc^ -+- / 4- ete ^ 
xa(a +6 -f-elc.J4-(« o +a c -l-eicj. 



Oiyroitqoelayaleai; du produit «S* X tf^est composée de la somme des 

I . - et C 

f pdisuices « «4" ^ des racines et de la somme des termes de la forme a h . On 
«donc... 

d'oïl Cl). . . T(a* -S^) = *, X •$•<:-*» +C 

et C *^ 
:" ksfi» ^^ Pour évaluer 7^ (a b c }ion multipliera «^ par la valeur de 

/■ ' ' 

2r(« b ); ce qui donnera... 

Avec nn pen d'attention , on voit que ce produit contient des termes dt 
(lois espèces , savoir : des termes de la forme a o , dont la somme es( 

Kprésentëe par T{a^ "*" ^ ^ ) j des termes de la forme a '^ ^* , dont la 
«omme est indiquée par T{a ^* } j et enfin des termes de la forme. . .. 

A • "V tt C *\j 

* b C >dont T(a b c) représente la somme. On a donc... 



Mail k formule (i) donne. . . 



/^ 
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La substitution de ces valeurs , dans réquation (%), donnera .V . 



(3)..7/< 

497. Si Ton multipliait les deux membres delà formule (3), pv«$. > Ql 

parviendrait âi exprimer 2^ (a b c i2 ) an moyen dei lommM des foi»- 
sances des racines a , & , c , etc. ; et ainsi de suite. Mais tontes ces somma 
peuvent s'exprimer au moyen des coefficiens de i'ëqaaûon dont les racmci 
sont a,b,c, etc. , ( n^* 487 et %o)* Le principe du n» 49^ » ^^ donc dé- 
montré. 

498. La théorie des fonctions symétriques est de la plot grande «tiKté 
dans toutes les parties des mathématiques. Nous allons faire connaître com- 
ment on peut en déduire V équation finale qid résulte de l'éfifnination 
d'une inconnue entre deux équations et deux inconnues d'un degré quel- 
conque. /S^on» déterminerons ensuite le degré de P équation finale , et nous 
ferons voir comment on peut calculer Péquation qui a pour racines toutes 
les valeurs d* une fonction déterminée des racines d'une équation donnée. 

499. Lorsque l'équation (i) du n^ 4^> ^^' V équation générale du degré 

TEL entre deux inconnues x et j; le plus fort exposant de y doiu. . . 

tt C y S' 
T(a b c' d ) ,ej£ fil +C + >'-f»J' + etc. En effet; la plus forte aomme 

des exposans de x et dejr dans chaque terme de Téquation (i) , étant mi les 

plus forts exposans de j^ dans les coefficiens A, By Cf...P, Ç, sont. . . 

i,a,3,...,m — i,m. Par conséquent , d'après les formules du no 486 , lei 

plus forts exposans dejr dans les valeurs de iSi , S* , Ss»*» ySm, seront. . . 

1,3,3, . . ., n. Cela posé j si Ton examine attentivement les formules (i) et (3) 

des no* 49^ et 496 et si l'on fait attention qae n étant quelconque, le plus fort 

exposant de y dans Sn est n, on verra que les plus forts exposans de' j|^ dans 

T{a*^ h ) et Tia"" b c ) , sont respectivement «t -h C et * + C •♦• >. Or o» 

déduirait T{a b c d ) de T{a b .c ), en multipliant ce dernier terme ^ 
par Sj, et le plus haut exposant de^ dans «f . est J" ; le plus fort exposant ^ 

dejrdansT(a b c df ), sera donc fit + C + y ^-/; et ainsi de suite. Le j 
principe énoncé est donc démontré. Par exemple; si l'équation (i) était dn 
second degré, elle serait àfi la forme ... 

(a). . la:» -+.(;>-4-7r) x + Cp, -4- <jr^^-f-oy* ) =o- 
On aurait ^ = p-f^^;5 = p^4-<7^^4-r^^aj C=:o; Psco, etc. 
Les formules des n®» 4^ et 495 , donneraient. . . 

Si=^'-(p'^qjrp^3{p-hqx)(p,-hq,y-hr,jr*)i 
T{a-b) = S.S^ ^Si:=:^(p^qf)(p,-hq,r'h r,r). 

On 
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On voit qae le ploi fort exposant de jr dans T(a*h^) est effectivement 
1 -f^ ou 3. Pour Tcri6er l'exactitude de ces résultats , on résoudra l'équa- 
tion (2) par rapport à x^ et désignant les racines par a et ^ , on aura ( n* i4's}*«^ 

«•f-* = — ( P -H <3[r) > «* = P/ -♦- ^tX + rr/* î 

On en dëddra «y . = (a + *) = — ( p -f- «jrr). 

T(a«*) = («-*- b)ab =— (p + ^) ( A^z+V^ -f-Oj^»)- • 

5oo. Déterminer l'équation finale , qui résulte de VéUmination éPune 
incownme entre deux équations à deux inconnues. Poux fixer les idées ^ 
MO» oooaidérerons d'abord les équations. . . 

(i)...x«-f /'x-f- Ç=so;(a)...ar»+P/t-^(>,=:o, 

dans lesquelles P, Q, P, et Ç^^ expriment des fonctions quelconques dejr. 
Si « et C désignent les deux yaleurs de x que Pou déduirait de l'équation (a) ; 
ft et C aeront des fonctions de ^ , et les hypothèses x = « , x = C, satisferont 
à l'égnation (a), quelque wy'ity. On aura. . . 

(3). . .x« •♦• P^ -4- Ç^s^(x— «)(x — = o» 

Mais les mêmes racines dorant satisfaire à l'équation (i)^ on ne pourra 
idiaettre que les yaleurs dejr qui satisferont aux équations. . . 

i Cela posé y je dis que V équation finale en y y sera* * . 

(4). ..(*•-#-/**-♦- Ç) X (C«+PC-f*<2)=£o. 

En effet i i^ sijr =: b satisfait aux équations (i) et (a) j en supposant jr s: è, 

— "W^— — ^— ■^— — — — — — — Il —— ^— —— — — ^— — — I— — 

(*) Ponr simplifier le calent des yaleurs de «S** et de Si , on fera. • • 

p-^qy^M, V(p+^)*-4(p,+7.r'+"'/r*J*=«'* 

et ofaseryMut que l'on a. . . 

(11 -*-v)»H-(u— i;)»=aa(u«-|-v»);c*(M-^v)' •+• (u — v)^ ssatt'+Cwv^ 

on parviendra anx yaleurs do S» ât de Si* 

AltèbH, T. II. te 
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dans/', QfP^9 Q,9 ^ et C, ces fonctions de^ deviendront des nombres 
P9^9pt9 9t9*é9^n^^ ëqoations (x) et (3) , deviendront. . . 

(5). . .X»-*- f>« -4-4^=05 (6). . .*» 4- p/c -4- q,T^ (Jf — */) (x— 'C^)=o. 

Une même valettr de x , devant satisfaire en même temps ans ëqna* 
tions (5) et (6) , cette valeur sera x = «^ on a^= C^ ; l'une des quantités. . . 
«t/ '+-P*, "^q fC* -^ pC^-t-t/ ,sera donc identiquement nulle; la valeur ^=6, 
réduira donc à zéro un des facteurs du premier membre de Téquation (4)* Le» 
valeurs de j qui satisfont au système des équations (i) et (a) , satisfont 
donc a V équation (^» 

a^. Réciproquement , sijr=s& satisfait à Péquation (4); «/ + P*/+9i 
on C^> -4- pC^ + ^ , sera identiquemement nul ; les valeurs jr := & , x=: «t^, 
ouy = & et X = C^y satisferont donc à Téquation (i)j mais les mêmes va- 
leurs satisfont à réquation (a) , car ^=3 & réduit l'équation (a) à l'équation (6), 
et a: = «y ou x= C^ satisfont également à Téquation (6). Z^ valeurs de y qui 
satisfont à Péquation (4) > satisfont donc aux équations (i) et (a). 

5oi. la équation (4) e^t cionc V équation finale en y. 

5oa. Si Ton mettait pour «c et C les fonctions Aey déduites de la résolution 
de réquation(a), l'équation (4) ne renfermerait plus que les fonctions éàf- 
exprimées par les coefficiens P , Q, P^, Ç/ , des équations proposées, et le 
résultat, serait réqnation finale en^. Mais la résolution de l'une des équations 
proposées par rapport à x, n'étant pas toujours possible, il est nécessaire de 
liaire voir comment on peut obtenir l'équation finale , sans connaître «t et C« 
L'équation (4) , ne changeant pas lorsqu'on change «& en C, ou C en «t ; si l'on 
effectue les multiplications indiquées ^les termes du produit seront des fonc- 
tions symétriques des racines «t et C de l'équation (a). Ces fonctions pourront 
donc être exprimées an moyen des coefficiens P^, Qj, de Téquation (a). Et 
en effet; si l'on effiectue les multiplications , l'équation (4) deviendra. . . 

(7)...ct«^-f.p*c(*t-HC).^Q(*»-^c«)^-/>Q(*-HC)^•ç^^-p•*c=o. 

Mais «c et C étant les racines de l'équation (a) , on a... 
AC=Ç,}*-4-C=5-P,jd'eii P,»=s«»-4-C«-4-a«Cj ««-♦-C«=P,«-a*C=i',»-aÇi. 
L'équation (7) devient donc. . . 

Telle est l'équation finale en^, qoi résulte de l'élimination dex, entre 
les équations (1) et (a). Ce qui s'accorde avec le résultat du n^ igg. 

5o3. En général ^ si at, a» , ai, . , . am, et bg, b», bi,.. , bmj expri- 
mant des fonctions de y, on veut éliminer x' entre les équations,.*^ 

.(A)...x'"-4- aix»*-» -f- aaX*-»-*- ... -+-a«,_,x -4-a«i=o, 
(B). . .X» -f. b,x»-« •!• bax»-» -i- . . . -f.brX»-*-f, . .-Hb»-iX-f b<= o. 
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On eoneem Tëquation (A) rësoloe par rapport k x, tï dëiignant les m 
facînei de cette ëqaation par «i, «ay.«), ,.,, au, cet raoinet dcnoni 
latiffiûre à rëqoation (B) j ce qui donnera. . . 

(l).. «,•-♦- A,«i»-« 4-« + ^r«i"'-''-4-..+ 5r,« -4-5s-t«f + &i»=0. 

t 

■ 

r j * 



On ddmontrtra comme dans le n* 5oo, qne pour obtenir T^quatiov 
FivALE en jr, il suffit d* égalera zéro le produit P des premiers membre» 
des équations (i) , (a) , (3) , . . . , (m). Mais et prodait ne change pas lors- 
qaVm diange Tune quelconque des quantités *t; «a» A3, ..., ««, ea 
me antre ; les différens termes dt P seront donc des fonctions symétrique 
des quantités «1, ««> ..., ««(n*4^). Or «1, «a» «3, ...» ««> étant 
racines de Téquation (A) , ces fonctions sjrmétriques de «t , «• , «3 , . . . y «tn^ 
pourront toujours être exprimées au moyen des coefficiens ai , aa y a3> « * • » ^ n» 
de réqnation (A) \ le produit P ne renfermera donc plus que les fonctions 
Gonnaet de jr, exprimées par at^a», as, . . . , a« j 6iy &•, 5) , . . . , ^m^ 
L'équation, ainsi formée, sera Véquation finale en y ; car l'équatiom 
P=: o, a l'at^antage de ne renfermer que les valeurs de y qui saiis\ 
font aux équations proposées , et de donner toutes ces valetirs. 

5o4 Remarque, Lorsque Féquation (A) est du degré m, et l'équation 
(B) du degré n, les plus forts eiqposans de/' dans ai « a»^ ai, . . . , amp 
etdans bi,b%fb^y ..., &i»,sont i, a, 3, ... , m et i, s, 3, ... »n(n* ii8). 
De aorte que les accens des lettres tf et 6 indiquent les plus fortt eipo* 
sans de jr. Ainsi, dans hr, le plus fort exposant de y 'est r. 

'5o5. Si l'on examine les équations finales obtenues dans les n»* i85. . . igS, 
on ferra que le plus fort exposant dej, dans Véquation fin^Ut 9St tout 
au plus égal au produit des nombres qui marquent les degrés des équa^ 
tions entre lesquelles on élimine, Nous allons démontrer qne cette pro- 
priété est générale : 

5o6. Lorsqu^on élimine! une inconnue entre deux équations et deux û»« 
connues; si m et n désignent les degrés de ces équations ; l'équation 
finale sera tout au plus du degré mn. En cfiet i nons ^rons pwaré (n* 5qo) , 
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que iVqtiattOQ finale tnjr, ctait Je produit des m équations (i) , (a) , . . (lÀ), 
da ]i*5o3. H suffit donc de dsmontrer que dans ce produit , le plus fort expo^ 
•ant de^ sera mn. Gela est évident pour les produits des termes qui se (rou« 
vent dans une même colonne verticale j car le nombre des équations (i), (3),.. 
( m ) éunt m , le prodoit des m termes affectés de br , sera. . . 

èr «i»-»" X br «a»-'' X br «J»"''. . . X br «w»-'" On(ir)"»X (*i «....«»)»-'. 
ou (fcr)*" X («•^•-'', car«, X «ta X A3... X «t» = aai. 

Mais les plus for-ts exposansdejr , dans br et dans Om sont r et m (no 5o4}« 
le plus haut exposant dejr dans ( 6r }"* X (am )*'-'' , sera donc rm x m {nr-'r)y 
•um X /i. 

Il reste donc à démontrer qn Vit prenant un terme quelconque» . . 

> n*ri - n-rg , n-rj , n-rm 
r, « rj > rj 5 '^ r» "• 

dans chacune des équations (i), (2), . . ., (m); le plus fort exposant de y, 

dansleproduitfh h h ...b jf*, ' *, * *3 ... *^ * Jcfece*m 

termes^ sera m Xn. Le produit des m premiers membres des équations (i),(a)). .. 
. . . (m) , sera une fonction symétriqne des racines cti , a» , «3 , et» , (no4^0> 
réunissant donc dans ce produit , tous, les termes affectés du coefficient » . . • 

h b b ... & > la somme de ces termes sera. . . 
Ti r» rs Ti» / 

rt r% rj rmj \ « » ^ "• V 

Désignant cette somme par S y il s'agit de prouver que le plus fort 
exposant de y dans S, est mn. Or on obtient le terme du produit qui 
renferme le plus grand exposant de^ , en prenant dans chaque facteur Je 
terme qui a ie plus haut exposant dey , et les plus forts exposans de jr dans 

h 9b 9 b ,,••» ^ > wni r,, r», rs,... rm (n® 5o4). La plusfort exposant de^, 
r% r% rj r» 

dans le produit b b .„ b 9 sera donc r, -+- r« -t- . . -f- r». Mais (n* 480 ) 
'^ ri r» rm 

leplus grand exposant de ^ dans Tfa. ' «^ ' .«« «^ "js ••• 

tst(n — Ti ) -♦• ( H'^r» H". . .■+-(n— r»), ou mn — (ri-+-r«+r34- ... H- rm)* 
Le plus haut exposant dejr dans S sera donc ... 

(fx + r» -*-... H- rm )-f- mn -^ { r« -♦- r» + . . , H^ r» ) , ou 7?» X n. 
Ce qui démontre le pcincipe énoncé. 
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507. La méthode da n»5o3 , àonneV équation finale déharrassée desfae* 
Uurs étrangers; mais les calcok sont très-compliqués et le procédé dm 
■<>aai ne peut généralement conduire à Téquation finale, qae lorsque l'on 
connaît les râleurs âey qui réduisent le reste indépendant de xii zéro. Nous 
allons faire Toir comment on peut paruenir à P équation finale r à Paidm 
de la théorie seule du plus grand commun diuiseur. Désignons les pte- 
mien membres des équations (i) et (3} du n° aoi , par A ti B< Pour obtenii: 
les solutions communes aux équations ^ = o , ^ = o j on diyisera A par B i 
ce qui donnera un quotient Q^el un reste Rn-x de la fonne.. . 
«/*""■• *f- b, a:»-» + etc. La division de ai* i? par Rn~iy donnera un quo- 
tient Qf, avec un reste -fi,-a > de la ibcme ««x"~* -♦- etc. Gontinuantà opérer 
de la même manière., on sera conduit à diviser un reste R^ , du second de> 
gré en X , par un reste Ri , du premier degré ; ce qui donnera le reste B. indi» 
fendant de x. Indiquant la preuve de chaque division , on aura ... 

' (i). . . AzzBQ,-hR»^i î (a). . . a*B=:Rm^n Ç^4r/l»-. ; 

(3). . . a„* Rn^t =i?«-« Q„ -4- iî»-î j etc. 

D'après l'équation (i) ,• ton tes les valeurs Shc etjr qui réduisent ^el B à 
léro, réduisent B et /î,-i à léro ; et réciproquement, les valfeurs de x etjr qui 
réduisent B et /î,_, à zéro , donnent -/^ = o , JS = o. Les solutions des équa- 
tions Az=zOfB=o, sont dpnc les mêmes que celles des équations d'un de- 
gré moindre 5=0, Rn~t = o. La question e&t donc réduite h résoudre les 
équations B = o, R»-» =:o. 

En vertu de l'équation (a) , les valeurs de x et de / , qui rédniseut B ct/T»-»* 
à zéro , donnent Â«-a=o. De sorte que toutes les solutions des équations > 
B= o , R»-, = o, satisfont aux équations R«-i = o , R»-» =0 ; mais la. 
réciproque est fausse , car des valeurs de aretj^qui réduisent Rm—i et/î»-» h 
zéia, donnent a^* j^ = ; ce qui peut arriver sans que B soft réduit à zéro. 
Pour découvrir les solutions étrangères aux équations ^ = o, Rm-^t =0» 
on observera que d'^après la formule (a), on peut satisfaire de deux manières, 
aux équations /f»-» =o,/f»_. = oî savoir, en posant, J5=o et iT»-i =0» 
ou en posant a/ = o et Rn^i =0. Or ces deux dernières équations n'exigent, 
pas que B =0. Les équations /{•-« =0, i?».. sso, contiennent donc toutes 
les solutions des équations primitives , plus des solutions éirangèces Jour" 
nies par le système des équations a* =0, /î»-i = o» 

La formule (3) démontre que les équations Rn^» = o, /fi»-J = o> «>•' 
également sausfàites , lorsqu'on a Rm^^^sOy /î,»./=.o , et lorsqu'on a Rm^^^o^ 
«I,* =0. Les équations Rn-% = o , /î»-3 = o , contiennent donc toutes les 
solutions des équations iî,_, = o, iî,-, =0, plbs des solutions étrangérct 
aux équations /{,., =©, /f,^, — o. Ces solutions étrangères sont four- 
nies par les équations a^,> =: o, Rn~% = o. De sorte que les équation» 
jR»-a=o^ /{jt.3 :s:o , contiennent loutts les solutions des équations^ =z o^ 
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^ =o; plas des iolntioni écrangèrei aux ëqnations ^ = o, B =:o; in 
•oluttons étrangères sont donnejes parles deox systèmes d'équations. . . 

i«r système, a^* = o , Rm^i as o ^ a* système, a„* zzo, /{».»aB •. 

Continuant à raisonner de la même manière sor les antres restes ; d^gnaat 
le reste dn premier degré en x par /2'y, et lé reste indépendant de x par il, on 
en conclura qne les équations'R^-szOf R :=o, contiennent toutes les coupla 
qui satisfont aux équations primitives ^ plus des couples étrangères k 
celles-ci. Ces couples étrangères sont données par les équations, . . 

a* rs o, Ai-t = 05 tf^» =r o, Rm^% =0; <i^» = o,/^».) = 05 «te., 

prises deux à deux , et les équations R^=z o ^ /{=0y contiennent 
toutes ces couples étrangères , plus les couples qui satisfont aux équa* 
fions primitives. Gela posé : 

Il est facile àe former l'équation qui détermine toutes les valeurs de j 
qui ne satisfont pas aux équation^' primitives A = o , B =0. En effet i 
les équations a^=: o, R»^i = o. reviennent à. . . 

(4^... Ai =so , (5).. . Oi a:»-» +&i ar»-» -f. . . .-f-^ia^-+-*x =0. 

at ne contient que la seule inconnue^. Si C ,Ct, C», ... Cjt, sont lesta- 
cines de T^nationai =: o, en supposant ^= C dans les équations (4) et (5) * 
Péquation (5) déterminera ra — ' a valeurs correspondantes de x, car a, x*"* 
«IbparaUra. L'équation qui donne toutes les valeurs de^ qui satisfont aux 
équations (4) et (5) , contiendra donc le facteur {y — C)»-« , (n© 184). Par 
la même raison, elle doit contenir les facteur8(^ — Ci )■-■ > (7*"~ ^« )*~* • • • 
• • • > Ct" •"" C* )»->. Cette équation sera donc. . . 

(jr— C;»-» X (r — C,)»-« X ... X (7- — C» )»-»=: o, on a,—* = 0. 

Toutes les valeurs dej^ qui satisfont aux équations Ai =0, /{».i = o, 
seront donc fournies par l'équation (at)"-> =: o, et par conséquent les va- 
leurs de y qni satisfont anx équations { at Y := o, R»~.i =0, seront 
fournies par l'équation ( «/ )"-« = o , (♦). On prouvera de la même ma- 
nière, que toutes les valeurs de^ qui satisfoùt aux équations a^/ = o, /2«.a=o, 
sont données par l'équation {a,* )"'' = o , que po ur les équations a^,* = o , 
JRk.3 = o, les valeurs àejr sont données par {0^,*)*^^ =^0, etc. \ de sorte 
que. . . 

(6)...(V)— X («/,»)•-* X (tf^*)»-4etc. =0, 

sera l'équation qui donnera toutes les valeurs de y étrangères anx éiqna- 
lions primitives. Divisant donc R, par le premier membre de réquation(6)^ 



(*) l^j* )*"* 9 désigne la puissance ra — > du quarré de at> 



l 
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h çuotièni f (j), égàUhxéroy sera Péquationjinale qui résulte ite Péli" 
nUnation dex entre les équations primitives A = o , B =: o. Cette règle 
•nppMe que diaque fois qu'on change de diviseur y on mnltiplie le dividende 
par le qnanrë dn coefficient dn premier terme dn diviseur. Quand cette mul*« 
tiplication n'est pas nécessaire , il est toujours facile de modifier la règle \ par 
oemple, si dans la divisîooiÂlff par Rm^t , il suffisait démultiplier Bpar a,, 
pour tnniTer le reste Z^.^» j on obtiendrait Téquation finale en divisant 
Apar(a^}*>-a(a^s)«-3 etcDes raisonnemeni analogues à cens du n^ 5o7, con- 
duiront toujours à Féquation finale. 

. Pour que l'équation (6) puisse donner des valeurs de jr étrangères ans. 
équations primitives , il faut que n soit plus grand que a. Par exemple , pour 
éli miner x entre lef équations 

x*-f-{a7-»— i)ar — 8=so, a:»H-(^— x )x«— a=:o; 

on divisera les premiers membres de ces équations , Fun par l'autre j le restm 
«ein — (jr — i)x«-f.( %j-* — - 1 ) X — 6 j on divisera. . . 

(X"— !)• ar» -ff (y — 1)5 ar* — a (y— i)»,par — (y— i)x* -f.(ay»— ï) jr — fij 

le reste sera (6yi — 4r* — ^X* "" 4 r "f"^) x — a (lo ^» — 8^ -♦• i); on 
divimu, — tr — I) (6^4.-4y3_3^.-.4^ + 6)«a:»+(aj^-0(6r4 

-4r* — 3^» H- 4r+6)' * --^ (6 y* — 4^» — Sjr» — 4^4.6 )• , ^ 

(^r*— 4r*-3^«— 4^-fi6)x— a( loy»— 8^h- i) 
et le reste indépendant de x sera. . . 

t 
n/-*— 3 a^7-f-i6^* — 8o^*-f-35i y4 — 5oo^'-^ i8î^»-^i6ay^— iia=: /t. 

L'équation qui donne les valeurs étrangères de^ sera. . . 
{(^— .i).}ï-»(6^4 — 4yî — 3^« — 4^+6)»-îs=o,onCr-i)«=iai 

Divisant donc R par (y — x )*, le quotient. . . 

njr« — gy«— . iay4^g6 ^3 + 171 ^»— 6aj-— na, égalé à zéro, sera 
Téquatiôn finale. 

5o8. PaoBLiMX, Déterminer le nombre des constantes contenues dans 
réquation générale du degré m , entm deux inconnues z et y. Cette équa- 
tion est de la forme (n* laS) . . . 

Letecond terme contient deux constantes a et 6 , le troisième en contient 

txois) enfin U dernier terme , qui est du rang ( m + i )t contient ( m ^t) 

constantes p,q , r , . . . , t. Le nombre total de ces constantes est donc <%al à 

la somme des termes d'une progression arithmétique , dans laquelle le pre- 

nier terme est a, le dernier terme est m -f> i et le nombre des termea est m. 
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Or ( n* 390 ) /cette tomme est ;; m (m -f- 3). £0 nomhre des eùnttantescoR' 

tenues dans l'équation générale du degré m , en^re deUx inconnues ^ €it 

donc «p- m ( m •4- 3]. 
a 

509. Etant donnée une équation généralefu degré m , entre deux in» 

eonnueSf dans laquelle tous les oosificiens de x et dey sontindéternùnéip 

on peut prendre arbitrairement - m ( m •4- 3 ) solutions de cette équm 
tion 9 car ces solotions fouiiîsfent - m ( m + 3 } équations ^ qui serrent à 

déterminer les-m(iit-^3) coefficiens indéterminés dePéqaation proposée. 

Par exemple, Féquation - générale du premier degré entre denx inconnoes 
étant de la forme (a)...^r=a x-f-^j on peut disposer de a et de & , de 
jnani^ que cette équation admette deux solutions données x =a « » X ^ ^ 
e« x = fit, ,^ = Ci j car ces yalenrs de x et y deTant satisfaire à réquatioil 
^toposce^ona,., 

et ces équations donnent les Talenrs conrenables des inconnoes a et &• Lft 
•ubstitntion de ces valeurs dans l'équation (a) , conduit .à l'équation de« 

mandée. ,, y — C =( -^ ] ( x — «t ). Supposant m =; a , on verra que 

l'on peut prendre Jfcitraireroent cinq solutions de l'équation générale du se- 
cond degré entre X et y j ce qui s'accorde avec le second exemple dun* i5x 
5io. Composer deux équations générales en t et y^ Vùne du degré m, 
l'autre du degré n , de manière que les racines de ces équations soient 
égales à des quantités données. D'après ce qu'on a vu (n9 5o8), la première 

équation contient - m ( n| + 3 ) coefficiens indéterminés , et la seconde ea 

contient - /t (n -4- 3 ). Désignant ces nombres par ilf et JY, on aura. • . 

■ • 

ilf =i m( m-f.3;jiV=i »(»•+• 3). 

* 
i*. Lorsque m sera plus grand que n; on pourra prendre arhitrair»» 
ment 1^ solutions communes aux équations proposées , car ces solutions , 
devant satisfaire à l'équation du degré n, cette équation fournira iVéquations 
qui serviront à déterminer les iV coefficiens de l'équation du degré n. Les 
mêmes solutions devant satisfaire à l'équation du degré m, cette équation 
donnera iVéquations qui serviront à déterminer iV cocfficien» de l'équation 
du degré m. Cette dernière équation contiendra donc encore M — JV coeffi- 
ciens indciermincs. On pourra déterminer ces eoeffieiens en se donnant {M—JV) 
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MlreHflt 8oIiltiD]U de r^uation dn degré m. Par exemple, si les équationi 
pcopMëct sont da second et du premier degré , elles seront de la forme. . » 

(i).. .ar»-f- (a + hy) *-#- (<i;4-^^-f-«î,r*)=o , (a). . . ar H- a„4'^,J=o. 
On aura... iR=:aj natsi ;^=5jiV=a; ifcf — iV=3. 

On pourra donc prendre arbitrairement deux solutions communes ans 
^^iiatîons (i) et (a) ; si Tune des solutions données étant x=:i , yzsi , l'autre 
•ointion est :r =: 4 » 7* = a j ces deax systèmes de valeurs devant satisfaire aux 
égoations proposées, on aura. . . 

(3)... 1 + (a-f-^)-f«tf,-f ^y+c^ = o, (4)... ir#-«„-f-*;,=o. 
(^...i6+(aH.aô)4-hfl, + 30,^4 #,1=0; (6) ...4-f.(a/,+ a&„)= o. 

Les^qoations(4)et (6) donneront a,^ =a,&^=s— S.DesortequePéquation (a) 
dsviflBdra x«^a — 3^=o* Les équations (3) et (5) contenant cinq inconnues, 
mi pourra donner dej valeurs arbitraires à trois de ces inconnues ; soit 
«s=&^a^ = 0}le8 équations (3) et (5) , donneront &^ = 6, Cy =««- 7 ; de 
«orte^e les équations (ij et (a) , deviendront. . . 

Et en efièt , on satisfait également à ces équations en posant x = i et j^ = ' » 
onx = 4 et jr ^= a. 

a*. Quand m sera égal à n , les nombres M ef N seront égaux , et 
l'on ne pourra prendre arbitrairement que ( M — i ) solutions communes 
aux équations proposées ; car ces équations étant du même degré , si Ton 
talonnait arbitrairement il/ solutions , les ^coefficiens de chaque équation , 
seraient déterminés par les mêmes équations ^ ces coefficiens seraient donc les 
ttiémes. Les deux équations demandées se léduirnient donc h une seule; ce 
qui est contre Tbypothèse. On prendra donc arbitrairement { M — i ) solw- 
tioni' communes , qui serviront à déterminer IVf — i coefficiens dans 
ehaque équation. Il restera un coefficient indéterminé dans chacune des 
équations proposées» Donnant arbitrairement des valeurs différentes à 
cesdaux coefficiens, on formera deux équations différentes qui admet- 
tront tes M — 1 solutions communes. On voit donc que ce problème est suscep- 
tible d'une iuGnité de solutions. Par exemple , lorsque les équations sont d» 
second degré ; M est égal à 5 , et ces équations sont de la forme. . . 

(8)... a:«+(a, ■4-A,jr)T4-(c,-f.rf,jr-f-e,j*)=0. 
Si l'on prenait cinq solutions communes à ces deux équations , les cinç 
éq«iations qui détermineraient a , b,c, d, e. seraient les mêmes que celles 
quidétl^ineraieut a, , b,, c,, d^, e,^ car pour déduire ces dernières des 
premières , il saCIîrait de changer a , î, c, <f , e , en «^ , i^, c^^ d,,e^. Le» 
équations (7) et (8) seraient donc les mêmes. Pour former deux équations diffé- 
rentes, on donneia des valeurs arbitraires , mais différente», à dcuxcoeffcicns 
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qnelconqnes ^, cf^ ; il restera alors qnatre coeffidens indëtermiiiëi , dans cha- 
cune des ëquations (7} et (8). On dëtermhiera ces coéScîeiis en prenant ailiK- 
trairemeni quatre solutions communes aux équations (0 et (a). Soit il=si 
et </,= I. Si les quatre solutions communes aux équations (i) et (a) doÎTeni 
être. .. 

on trouvera que les éqaaûons demandées sont. . • 

(9). . .a:>— (ii+ia y) Jt^io (r+j«) = o ; a:«4-(3-Hr>+(3r*-hr— =«• 

Remarque, Si Ton élimine x entre ces équations, Péqnation finale sera 
yi -f- ajrî — y^ — a^ = O. Cette équation donne jr ss o , jr :=: 1 ,jr ss-^ i» 
y = — 2. Les valeurs correspondantes de x sont -f-i> o> — ict-f-a. De 
sorte que les équations (9) n'admettent que les solutions qui ont servi à dé- 
terminer les coefficiens. 

5ii. Déterminer quel est le plus grand nombre de solutions communes 
que puissent admettre deux équations à deux inconnues. Considérons les 
équations (i) et (a) du n^' aoi. Lorsque les premiers membres de ces équations 
auront un facteur commun ^ ( jt, y), le nombre des solutions communes 
sera infini , car les inconnues a: et ^ ne seront assujéties qu*à satisfaire à 
l'équation <f(a:,^) = o. Il suffit donc d'examiner le cas oii les premiers 
membres des équations (i) et (a) n'ont pas de facteur commun. L'équation 
finale étant tout au plus du degré mn ( n^ 5o6 ), cbaque inconnue ne |Mfcnc 
avoir que m n valeurs j le plus grand nombre de solutions communes est 
donc m Xn , car dans le cas oh les équations admettraient mn^hr solutions 
communes , chaque inconnue aurait m /t -f- r valeurs ; cbaque ^[nation finale 
serait donc du degré m A -f-r; ce qui est impossible (n* 566). 

Quand n est moindre que m , on ne peut se donner que -n ( 1 + ^ ) 

solutions communes (no 5io) ; le nombre des solutions communes qui n'ont 
passerai à déterminer les coefficiens de Véquation (a) est donc tout au 

plus égala m n-^ i h(n-^ 3). 

Lorsque m = n , /e nombre des solutions communes qui n'ont pas serui 
a déterminer les coefficiens , est tout au plus égal a,., 

^* '—{jn(nH-3) — i} ou/- n(n — 3)-f-i}» • 

Quand les équations proposées sont du second degré; - » (/i — 3) -f« i , |bf 
féduit à zéro ; ce qui s'accorde avec la remarque du n^ 5io. 



r 
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5i3. Déterminer Véquation qui aurait pour racines y toutes les sommes 
qu'on peut former avec les racines d'une équation donnée prises deux k 
deux* Pour fixer les idées , supposons qae l'équation donnée soit. . « 

(i) . . . x5 + -^ x* -f- B ar -f- C=o. 

Si a , ^ » c , sont les racines de cette équation , les racines de Péqnatioif 
demandée seront a+^f^+cet 6-f-<^* Désignant donc Tinçoùnue de cette 
dernière équation par^, Téquation demandée sera (n** xag). . . 

(a)...{jr-.(fl-h&)jx{y-.(aH.c)}x(r-(fr-+-c)}=:o. 

Les racines a , 6 , c , entrant de la même maniéré dans ces trois facteurs , 
le produit ne changera pas lorsqu'on changera l'une quelconque des lettres 
a^bjCjCn. une autre ; les coeffici^ns des diverses puissances de jr derronldonc 
jouir de la même propriété ; ces coefficiens seront donc des fonctions symé- 
triques des racines a , 6 , c , de Téquation (i) j on pourra donc exprimer les 
coefficiens dejr, an moyen des coefficiens connus ^^ B, C* Et en effet » 
l'équation (3)^ donne. . . 

(3;...^5— 3(^4.5+0 )j^«-f.{(fl« -4- ft»-f"C*)4-3(aft+ac-f-&c)}jr 

— (a>5H-.&>a + a?c-f-c»fl-|-&'6-f'C»6-f-2«*c)=o. 

Maisi^i =a-f.^-f«c =— ^; fl&-f-«c -f»6c =-f« Jî ; abc z^'— C» 

OnatrouTé (U0486), «y,=:fl«-|-ô«H-c» = -<^» — a i?; 

La formule (i) du n9 4g5 donne , en supposant « = 3 et C = i , 
T(a»b)=S» «y, — Si=:{A»—:à B) (— ^)-+.(^î — 3AB -^ 3C)= 3C— ^J&. 

Substituant CCS valeurs dans l'équation (3) , on trouvera que l'équation 
demandée est.. . 

(4)-- • r* + a ^^»-|- (^» -t- jB)j4- (^5— C) = o. 

Par exemple , si l'équation proposée est. . . 

ac»—6a:» + 11 jr — 6=05 on aura-/rf= — 6; S = 11; C=— 6. 

L'équation (4) deviendra^' — 127"* + ^'j y — 60 = o. 

Cherchant les racines de ces deux équations , on trouvera. . . 

x=I,X=2,x=3jjr=3,^=:4,jr=:5 

€1 l'on voit que les valeurs de^ sont effectivement les sommes des racinet 
I , a , 3 y prises deux à deux. 

5t3. Les racines de l'équation (i). . .x5-f-Ax»+Bx-+-C=o,é£an<«,fc,c,. 
et k désignant une quantité quelconque; on demande quelle sera: 
Véquation en y <fui aura pour racines (a + b-f.kab)),(a4-c-4-kac), 
(b-f-c + k bc ). Cette équation sera (no lag) 

[jr-.(a-4.^4.A fl*)}x[y — (a+c + Aae)}x{/— (H-c-|-A*<?)}=< 



> 
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Efifectaant les multiplications indiquées, les cœfficieHS de jr seront det^fom^ 
tious symétriques de a , b, c , que Ton pourra évaluer au moyen de A, jB\ C^" 
et Ton trouyerA > après des calculs astez longs , que Féquation demandée 

est* • • 

(5)...jrî^.(a^ — JîA)jr«4-{(^«4.JÎ)+(yfj»4.3-C)A: + ^CA»}jr 



Par exemple , si l'équation proposée étant. . . 

a:' — ôar^-hiix— 6 = 0, % 

' ] 

•n suppose A: = a j Tcquation (5) deviendra. . . 

Calculant les valeurs de x et y , on trouvera. . . 

x=zi, xr=:a,a: = 3;jr = 7,jr=:io,jr = r7. 

Et Ton voit que les valeurs de y soàt effectivement égales aux trois valenn 
de tf + 6+ 3 ah. Lorsqu'on suppose A: = o, l'équation (5) se réduit à l'équa* 
tion (4) , comme cela doit être. 

5i4. Former l'équation gui a pour racines les quarrés dês différences 
entre les racines de Péquation (i). On posera. . . 

Cette équation sera Véquation au quarré des différences de l'équation (i). 
Effectuant les calculs,, on trouvera que Téquation demandée , est. . . 

4,i{4(3^— ^«)(ir»— î^C)-^(^j& — gC)«}=»o. 

Si Téqnation proposée est a:' — 6jr«-f« ii a: — 6=o,on aura. . . 
u«f=— 6,5=11, C= — 6. L'équation (6) deviendra^'— fy*+gr— 4=0. 
Ces deux équations donnent jr=:i , ar=2 , jr= 3 ; ^^"=1 > J^ = '' r ^ = 4- ï^** 
▼aleurs de^ sont effectivement égales aux quarrés des différences entre l6s 
valeurs de x. Si l'équation donnée estx' — iia:*-f-3ix — airrso, l'équa- 
tion (6) deviendra y^ — 56 j'^ -f- 7^4 J» — a3o4 = o. Ce qui s'accorde avec 
l'exemple du n^ 375. 

5i5. En général , pour former Péquation qui a pour racine» une 
fonction déterminée des racines d'une équation donnée. Il suffit défaire 
dans cette fonction tqutes les permutations possibles entre les racines 
9iyh,Q,tc,,deréquation proposée* Désignant les valeurs successives 
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«fe ia.finttion , par B, , h,^ c^ , etc. , on égalera à zéro le produit des 
facteur» ( y — a^î, ( y — bj, ( y — c, ), etc. ; le résultai sera Péquation 
dÊB9Mmdée, Lbm coeficiens de y seront des fonctions symétriques des ra^ 
■CBM« 8/ > by , Cy , etc. , 'qui sbnt elles-mémep des fonctions symétriques dm 
a,b, c,etc. Ces coeficiens pourront donc toujours être exprimés y au 
Toajren des coeficiens conniu, de Péquation proposée. De sorte que le pro- 
hUme est toujours possible. Lis problèmes des n^'* 5ia > 5i3 et 5i4 > offrent 
-^ aj^ications de cette règle fgénénàe. 

5i6. Les expressions g^n^rales des racines des ëqnations qui passent le qua- 
trième degré, ne sont pas connues , et il paratt impossible d'assigner la forme 
de cet racines. On est cependant parvenu h démontrer que si toute équation 
a une racine, Péquation du degré m aura m racines de la forme. . . 

. «+C l/'—î ; « et C désignant des quantités réelles (*). La démonstration 
^ èeeette importante propriété , repose sur des principes que nous allons 
; d'abord établir. 

517. Les puissances paires de^^ , sont égales à-f«i ou à-— i , et les 
puissances impaires de\/^i sont égales à -|-^/iir, ^ ou k — j/^. En 
•^î«oii V^^ =a:jonaura... 

xssV'— -î; ar»r= — i ; x^^ix* X x= — V^^ ; x* = (x*)* =-f- i. 

La division d'un nombre entier n, par 4 > ne pouvant donner qae Tun des 
restes o , I , a , 3; si Ton désigne les unités du quotient par p, le nombre n 
\ le sera susceptible que de ces quatre formes . . . 

n = 4f' j n = 4pH-i ;n = 4p-+-a jw =:4p-f-3. 

Une puissance quelconque de V/^ > sera donc de Tune des formes snl- 
tantei... 

a:4p =: (x4)P=: (+ i)P = -f- I = ( \/^i)*^* 

a:4H-i z=zx*P x «« = i Xx=+V^— i =( V/^)*'"*"» 

x*r+* = x4P X x> = I X x> = — I =( V/-^)^'"^' y 

x*J^^ = xiP X *5=: I X x3=— \/~i =(V/^i)^'"*''- 

(*) 'Pour éviter des répétitions inutiles , nous établirons la notation suivante : 
*»^>*,>^,>*/,i^i,> y,S^yA,B, p,q, r,,..., *,«,/*, (), il, . . . ,»y , 7*, 
i, A^ , A^ , A^^ , . . . ^4 , Ai , Ae , etc. , a^ , è^ , «^, , A,, , représéhteront toujours des 
^ quantités réelles quelconques. Ces quantités pourront être positives^ négatives^ 
\ OQ nulles. Les lettres ayb,Cfd,...,ZfZ^,Za, seront destinées à désigner des 
txpressions , réelles ou imaginaires , dont la forme sera entièrement i/i- 
connbe. Ainsi , par exemple , tant que la forme des racines d'une équation nç 
sera pas conxnLe , nous désignerons ces racines par a, b, c , d, z, Zx , z». 
Nous supposerons toujours que tous les termes d'une équation sont passés 
dans le premier meiobrç 9 et que les exposans d« r«u«vimae fooi des aon^rev 
endexs positifs. 
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on peut donc les «opposer de la forme «-^ C V/^ , et dans ce cm C Mt xètk 
Ce ç[ni démontre le prindipe énoncé. 

Saa. Les racines de l'équation . . . 
sont de la forme A -f- B y^i , car Téqaation (i) donne. . . 



3 " • ' 'a 
et la racine quarrëe de («t^* — C» —47') + (^*^ — 4^) V-^ » est de la fonnck..' 
«ti 4- ^1 ^ — I (no Sao). 

5a3. Quand «t -4- C y^i est racine d?une équation; «t— C \/--î est racbi» 
delà même équation. En effet j si et H* CV^— i est racine de PëqnatioB 

(i). . ,0:'»+ px^^' H- .^a:"^» 4-. .. .-f-5jr -f- t=:o, on aura... 

Or (n^ 5i9)f tontes les puissances entières positives 4e et «^ Cy — i , sont 

de la forme ^^ -4- B^ Cy^ et les quantités A,,B^, ne contiennent que des 
puissances paires de C. L'identité (a) conduira donc à un résultat de cetti 

forme...(3)...-4+jBCV/^43 o, • 

AeiB désignant des quantités réelles qui ne contiendront que des puis- 
sances paires de C. Mais des quantités réelles ne peuvent pas détruire des 
quantités imaginaires ; il faut donc que A etB soient séparément nuls.Toss 
les termes de A se détruisent donc entre eux ainsi que ceux de B» Gela pos^j 

si l'on substitue dans Péquation (i), et — C^ — i , au lieu de or , le résultat ns 
différera du précédent qu'en ce que C changera de signe j or A et B ne cofl- 
liennent que des puissances paires de C; A et B ne changeront donc pasj w 

yésnkai de cette substitution sera dAc A -^ B C^^i j mais A et B sont 
Mentiquement nulsj A -^ B C |/ — i sera donc identiquement nul} l'hf» 
pothèsejr = flt— C ^Z — i réduira donc le premier membre de l'équi* 
tien (i) à fcéro j «i— CV^ — i est donc racine de cette équation. Ce qui dé* 
montre le principe énoncé. Par exemple, C' "+• V^ — * ) ^'^i"^ racine de rtqu*- 
tion a:" — ajr-|-a=o, on peut en conclure que i — V^ — i est racine de ta 
même équation. 

Remarque. at-|- C ^ — i et et — CV^ — i , sont des racir»*^ imag^^ 
nairea conjuguées. La somme de ces racines est réelle. 

524- Toute équafjnn , qui a une racine imaginaire de la forme 

* -h CV/ -^ ï, a un facteur réel du second degré de la forme x^'^px'h^ • 

En 
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i En etfet , qtiafid C n'ëtant pas zéro ,A-i^Cy — i est racine cPnne éqoa- 

' tion ; «t — C V^— i est racine de la mdme c^quation ( no 5a3). Le premier 
BéBibre de cette équation est donc divisible parle produit... 

»•— a«tT -♦- («•-♦- C>), des facteurs a:— ( «t-f-CV/ — i ) , x — (* — CV^— i ). 
Mais « et C sont réels; — a «et «*-f-C*, sont donc de» quantités réelles 
^et^. Ce qui démontre le principe cuoucc. 

5i5. Lorsque C n'étant pas zéro , Phypothèse x = * -f. C j/ — i ré- 
dùt U poljrnome x* -4- etc., à zéro, ce polynôme est divisible par lefac^ 
twr réel du second degré x' — aecx-^ «^-4* C* ( n® 5a4)* Ainsi , Thypo- 

k thèse X = t H- V^ — i réduitiaot le trinôme x^ — • a x — 4 ^ 2^<^ » <^ ^i" 
, Mme est divisible par x* — *a x+ a. 

5a6. <^i tonte équation a une racine , réelle ou imaginaire , cette ra* 

[ tmeterà nécessairement de la forme * 4- C* y — i ; (* et C désignant 
des quantités réelles). En effet ; lorsque Féquation propo&ée »f ra de degré 
impair, elle aura une racine réelle «t ( n^ 4^^)* ^^ sorte qu^en supposant C =ro, 

tMe racine sera de la forme «t -f- C y^- 1> H snffit donc de prouver qu'une 
'tfjiUtîoii de degré pair. . . 

(î). . . X»» +px*'»-» -f- <7x«"-"* 4- . . . -f- 5X -h t ^ o , 

I jrait de cette propriété. La démonstration repose sur des principes que noox 
liions d^abord établir : 

5a7. Si toute équation a une racine , Véquation (i) aura a m racines 
(ifi i4o)* Désignez deux quelconques des racines inégales de Féquation (i) y 
parx et <i y et A exprimant un nombre entier quelconque, posez. . . 

SaB. Uéquation qui donnerait toutes les valeurs de y , correspon- 
dantes à Mine seule valeur de k, serait du degré m ( a m — i ) , car jr est 
•oiceptible d^auiant de valeurs que Ton peut former de produits différens 
avec les am valeurs de x , prises deux h deux , et {n9 4^) c^ nombre est 
• (a m— * i). Les coefficiens de cette équation seraient réels ( no 5i3 ). 
vttie équation serait donc de la forme. . . ' 

(a). . . j-(a— 1) ^ Pym ( .«-. ) -i + . . . ^ Sx-^Tz=xO^ 

9 

P, . » • , «S^, Ty désignant des quantités réelles , qui peuvent toujours se déter*^ 
lainer au moyen des coefficiens p ^q ,. ,, s , t , de Téquation (i) ( n^ 5i3 ). 

Sag. Le degré de Inéquation (î) étant divisible nfois par a ; le de^ré da 
^équation (a) ne sera divisible que ( « — i ) fois par a. En «ffei ,* aoit 
4wss ( a A- + I ) a' ; aw— i sera un nombre impair ( a r-f- 1 ) et Voa aura. . , 

m=(aA-4-i) a»-» j/ii(aiîi— 0=s(aA-M;(ar-hO a»-». 

El Mgèbre. T. II. J7 
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Mais le produit (ks nombres impairs ( 2 A -h i ), (a rS- 1) , «t unnombri 
impair. {.^. n® 23^ ). Le piincij)e est donc démontré. 

53o. Si k étant un nombre quelconque , Péquation (a) du /i» 5a8 , a une 

racine 4e la forme «t -f- C V^ — i ; ^équation {i)dun** 5a6, <iam une racû» 
Je /a même f orme. Eu cîfcij si Ar ctant quelconque, réquation(a]a uneracincde 

la forme fic+CV/-— 'I i on aura. . . 

Chaque valeur de rindéterminée km donnera donc une équation eny, qni 

«ura une racine de la forme ct-i^ C ^ — i. Ces valeurs dey pourront coot»* 
nir successivement les m valeurs de z et de Zi ; mais ces quantités ne pouvant 
eiitrei^dans la fonction y que de m ( a i7t — i ) manières différentes; aprèi 
avoir donné à A , m ( a m — 'i ) -♦- 1 valeurs , on aura formé m(2ii» — i)4-i 

équations enj^, qui contiendront chacune une racine de la forme «-|-CV/— 1} 

on aura donc trouvé au moins deux valeurs de y de la forme «l'+C ^— ij 
qui seront composées des mêmes valeurs de i et de Zi , et de valeurs diSe" 

rentes de k (*). Désignant ces valeurs de y, par «t^ -♦- C^ J/ — i 

et fit^, H" ^M \/ "-*- I ^ les valeurs de z et dezi par a etb^ et les valeurs corret* 

(*) Par exemple , si a m = 4 » Péquation (i) aura quatre racines ayb,c,d, 
ctTcquation (a) aura six racines qui seront. . . 

a '^ b -^-A/iija-f-c-t- kac ^ a 4-cf-f- kad ; 

h -*- c -hk bc-^b-hd^kbd'^ci-d-hkcd, j 

_ I 

Donnant successivement à A, les six valeurs Ai,Aj, A), A4, kg, Ae, os 
tbrmera six équations en y , dont chacune contiendra au moins une racine 

Hc la forme « -4- i^ V^^ï > et le cas le plus défavorable sera celui où ces va- 
leurs dej^ne cou tiendront pas les mêmes racines^ dans ce cas, on aura 6a 
résultats'de celte forme. . . 

û-^fc-|-A,aft = «t^-|-C^^/~;tf-f.C-|-AaflC= *a -+• C» {/^ly 
tfH-</-t-A3flt/ = *3 + C3V^^;i4-C-f-A4ÔC = *4-f- C4 \/^\\. 

a-+-a-+.A5&J==it|^>C5V^^; c-|-J4-A6crf= ate-t-Ce V^^»- ' 

• 

Donnant à A une septième valeur A7 , on trouvera nécessairement une valoir 
de y qui renfermera les mêmes racines que Tune des six combinaison.s préc($- 
<lontc8,car on a épuisé toutes les combinaisons possibles. Si a et 6 sont le* 
racines qui entrent dans cette nouvelle valeur .de jr, on aura donc 

Ce qià T«rzâe l'exactitude du principe énoncé. 

\ 

i 

I 
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^Onilaatet àekf par h,eth^ , on aura. . . 

(o + * ) 4- *, ( a* ; == «, 4- iS, V/^^i (a + ^) +^« («^)==»^+i8. V'*:^ 

«et & seroÂt «leux racines de l^ëqnatioû (i). Regardant ( a + d } commi 
m» incoimae et ah comme une autre iûcokinue , on trouvera . . . 

La Taïeûré àe{a-^h) etdeab sont donc de la forme *-f- C \/ — i . Or 
«et 5 daignant déàz racines de Téquation (i) , le premier membre de cette 
tfjoatioll «st divisible par le produit x^'^(a-^b)x'^abf des facteurs 

(X — a},(x-^6J. Mais a+b tt ab étAnt de la forme a*{'C\/ — i , Vé- 

<|Badon X*— (aH-A)x4'«^ = o, a une racine de la forme* -4- Ç^ — i 
(n» $aa} ; Tëquation (i) a donc une raciiïe de la m^me forme. Ce ^ui dé- 
flumtrele principe énonce'. 

53 1. Ltt propriétés précédentes conduisent ^ la démonstration du prin- 
cipe du no Sà6. En efi^t : 

lo. Loraqoe a m sera une seule fois divisible par a j l'équation (a) sera d^un 
tiegré impair ( no 5^9 ) j cette équation aura donc au moins une racine 

réelle, de la forme « + C y — i ; ( i sera séro ) \ Téquation (i) aura donc 
tme racinie de même forme ( n^ 53o ) . 

a®. Quand a m ne sera divisible que deuk Fois par a ; le degré de TéqnA- 
don eki^ sera une seale fois divisible par a ( n^ 5a9 ) ; cette équation aura 

donc une racine delà forme a-f-CV/ — l(i^); Teqùation (i), aura donc unie 
tscine de la même forme ( n9 53o ;. 

Lorsque le degré de Téquation (i) sera trois fois divisible par a , le degré 
1^ Inéquation (a) sera deux fois divisible par a , (n^ Sag )', cette dernière équation 

tua donc une racine de la forme cch Cy — i* (s**) j Tcquation (t) aura donc 
toie racitoe de la même forme ( n^ ^So ) ; et ainsi de sikité. Le principe du 
fioSaS 9 est donc démontré. 

53a. Si tont^ équation a une racine; une équation quelconque , de degré 
paiTf aura nécessairement un facteur réel du second degré, "Ein effet j Téqua^ 
lion proposée sera dl^a forme . . . (i) . . ar»** -4- px***-* -|- etc. , :i= o. 

Si toute équation a nne racine , cette racine sera de la forme à-^ C \/-^t 
(n^SaS ). Quand C ne sera pas nul, Péquation (t) aura un facteur réel 
db second degré (n^ 5a5); et lorsque C sera zéro, la division du premier membre 
de l'équation (i) , par le facteur réel (r — «)^ donnera un i;uotient delà forme 
^««►r» -+- px>»»-«-4- etc. Ce polynôme égalé à zéro , aura une racine réelle 
«i ( &® 4^5 } 3 U preiqiejc membre de l'équation (i) sera donc divisible par le 
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j»rocluit X* — («t-f-at^^JT + cttt^ , des facteurs x — « , ar — «t^. Ce qui dcmottcn 
\c principe énoncé. 

533. 'Si toute équation a une racine ; une équation quelconque d'un 
àegré pair , 3 ni, sera dccomposabU en m facteurs réels du second degré, 
£n effet j récpiation (i) a un facteur réel du second degré de la forme x*+a/x-^f 
{n? 533). EITcctuant la division du premier membre pur ce facteur , le quo- 
tient sera du dcgl c im — a j ce qui donnera . . . ' 

jram ^ jt>x="»-» -f-ctc. ==(a:»-f-fl^a?-f-&J(x»"»-*-f-p,jr»'»-5 -f.ctc.) = o. 

LVquation r'^-'-^-^/c»"»-' -f- etc. =0, étant de degré pair, auranniac- 
icur rcel du second degré x* -4- a^, x -^ h,, ( n® 53a ). Donc ... 

jc»"»-» -^-p^x'^-î + cio.= (x* -h a^x -h AJ (x«*»-< -H P/,^*"^'^ ■+• «le.)» D*oîi 
x»'"-f-/'J:""~'-+^lc. =(x» *+- û^x-f^J (x»-ha^x-f'^J(x«'»-4-f-;?^*«^?+€tc.). 

Ces décompositions pouvant se continuer jusqu'à ce que le dernier {acteoc 
du second membre soit du second degré , le principe est démontré. 

534* Quand féquation proposée est de degré impair , cUe a une racine réelle 
sr = a(no435j. Divisant le premier membre par x — a, le quotient est de 
degré pair j ce quotient est donc décomposable en facteurs réels dn second 
degré ( n^ 533 )j et par conséquent, si toute équation a une racine , unt 
équation d'^un degré impair , a m -f- 1, sera décomposable tn uhfacteui 
réel du premier degré et en ra facteurs réels du second degré. 

53^. Chaque facteur réel du second degré , égalé à zéro , donnant deas 

racmes de la forme * :Ï:C\^ — 1 (n^Sai), on voit que si toute équation a une 

racine , Véquation du degré m aura m racines de la forme «t 4- C V/ — i. 
Ce qui démontre le principe du n^ 5i6 j ( ot et C sont réels ). 

536. Un polynôme x" -f-^jx»"— '-^tc.j égalé à zéro , donnant une équation, 
les principes des n®» 526, 533 et 534 , démonlicnt cette règle générale :5i 
étant donné un polynôme en x , il existe toujours une valeur de z , ipi 
réduise ce polynôme à zéro \ cette valeur de x sera de la forme 

«t -4- C j/ — i. Le polynôme de degré pair x^^-f-px^^-^-^-etc., sera le pro- 
duit de TQ. facteurs réels du second degré , et le polynôme de degré impair 
xan*+t -t- pxa"»-+-^c., sera le produit d'un facteur réel du premier degré 
par m facteurs réels du second degré. Les propriétés des no« 56a, 568 et 
(iiG , ne seront que des cas particuliers dn principe du n^536. 

537. Ôé terminer les diviseurs du second degré du polynôme 
X*" -f- px*""* + . . . + sx + t. Les diviseurs demandés sont de la 
forme x*+ax+6.Il s'agit de déterminer quelles doivent être 
, les valeurs de a et de 6, pour que x étant quelconque. . . 
a'*+£ïx-f-A , divise exactement le polynôme donné*. Si P dé- 
eîgne ce polynôme , on'divisèra P par x^-^ax'^ b , et continuant 
là diviâloa jusqu'au tesU moindre que le diviseur^ ce reste sera 
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de la forme jtx^B \AetB contiendront les inconnues a et b: 
Hais ce reste doit êti*e nul, quel que soit x ; on a donc A^:=o et 
^=0; les valeurs de a et de b, tirées de ces équations , donneront 
lesdiviseurs demandés. Le nombre des diyiseursdu second degré» 

da polynôme P, étant — ^ ' (n°44^)> si Ton élimine b 

M m ^ 

entre les équations ^ = , Z? := o , V équation finale en ûj sera 
du degré \rn(jn — 1). Par exemple ] soit Téquation . . . 
x^ — 2J7 — 4=0 i on divisera JT^ — ax — 4> P^'^ a;* + flx-|-i*>le 
rejtedn premier degré en x sera (a* — b — 2)x + (aft — 4) i ^® 
sorte que les équations A = o, B=o, seront. . . 
ff^^b — a=o, 06—4=0. L* élimination de b entre ces équa- 
tions , donnera a^ — aa — 4=^ » on en déduira a = a ; et la 
wlenr correspondante de 6, fournie par l'équation ab — 4^^» 
•ffa + a. Ce qui déterminera le diviseur réel du second degré 
j:*4-flJC+2. Et en effet; x^ — 2X — 4 ®st le produit ^e. . . 
l'+a^+a \ par x— a. Ces facteurs égalés à zéro , donneront 
les trois racines de l'équation proposée. 

538. Calculer les racines imaginaires , d'une équation quel- 
conque. Après avoir supprimé tous les facteurs du premier degré 
qui correspondent aux racines réelles commensurables, on par- 
viendra à une équation P = o , qui ne renfermera que de» racines 
incommensurables et imaginaires. On décomposera P en deux 
facteurs Ç et 7î , qui ne contiendront que des facteurs inégaux 
da premier degré (n*^ ^49)- ^^ sorte que la question §era l'é- 
duite à trouver les racines imaginaires des équations Q=o,/î=o. 
Les polynômes Q et R étant décomposables en facteurs réels 
du second degré ( n* 536 ) , on déterminera ces facteurs par la 
méthode di^ fx* 537/ce qui sera toujours possible, car il suflirade 
calculer les valeurs réelles de a et de i, dans les équations j4=zo , 
-fi=o, du n° 537. Les facteurs rée)s du seconcl degré , égalés 
izéro, donneront les racines imaginaires et incommensurable» 
Ses équations P=o, Q=:o. Par exemple^ pour trouver lesracines 
imaginaires de l'équation ar^ + a:'-f-2r + G =0 , dans laquelle 
les facteurs du premier degré sont inégaux et imaginaires; on 
cherchera les facteurs léelsdu second degré de cette équation ; 
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on trouvera ( n® 537 ) > 9"® ^^"'^ *^® ^^^ facteurs sont x*4-aap4-* 
et .T* — aa:+3 ; ces facteurs , égalés à zéro , détermineront les 
racines imaginaires de l'équation propbsée. On verra de la même 
manière que les facteurs réels du second degré de Téquation 
x^— 4x3— 8x*— 8x+4=o, sont x* — Gx+a et x^+ax+a; 
ces facteurs égalés à zéro, donneront les quatre racines de cette 
équation, 

Jtlqiiations à deux termes. 

* La méthode des n^* 3ia. . .3i5 , ne pouvant pas conduire à résondre le« 
équations à deux termes de tous 1(^ degrés, nous allons montrer comment 
on peut y parvenir à l'aide des lignes trigonométriques. Le procédé qna 
nous allons indiquer, rfpose sur la propriété suivante : 

* 539. Pour extraire la racine du degré m, de Pexpression, . . . 

(cos z riz V/ — I sin z) , il suffit de diuiser Parc z, par le nombre entier 
positif m. En eflfei j si l'on multiplie (cos a •+- \^ — i 8in*«), par. . . 
(cos b-h Y — I sin &) ; le produit sera. , . 
(cos a cos & — sin a sin ^) -t- ( sin ^ cos b'h cos a sin b)y — l > ou 

eo» (a -4- ^) -I- V/--I sin (a-f-5). Donc. . , 

(i)...(co8 a-^XZ-r-i sin a)(co8 M" V^ — i sin b)=^os (a-hb)'h V^ — 1 8m(fl4^)- 

Mnltipliant les deux membres de cette identité par (cos c + V' — i «inc)et 
oltservant que la formule (i) donne 

{ C08(a -4- 5) + ^/Hï êm(a + i) } X (cos c -^ \/~i sin c) 

tfs cos(a -h A4- ç) -4- V^^ 8in(tf -f* & -f c)i 
on trouvera.. . 

(cos a -*- y^x sin a) (cos b •♦- ^/-^ sin ô) (cos c -♦- {/^ sin c) 

4=co8 (a-4-&H- c)-t-V^ — I sin («-+• &+«)« 

Continuant à multiplier les deux membres de chaque identité par des fac« 
teurs de même forme , on aura, . . 

(cos a 4. y/— I sin a) (cos b -+"V^--ï ain*) etc. > 

4s cos ( a -f- & + etc. ) -f- ^/^ sin (aH-^H-eic). 

_ Supposant les arcs a , A , c , etc. , égaux en nombre et m » cette identiui 
Reviendra. .. 

(3) . . « (cos a 4- V^— I sin « )" ^a cos ma 4^ V^ — i 8in ma. 
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Soîl ma = 2 ^ d'où a ==-'"- ; il viendra. . . 



(co» . — 4- k^ — I «in — j s^ COI s -4- l/ — i sîn «. 
m my 

L'eitraction de la racine da degré m, de chaque membre de cette iden<- 
Ûe /donnera... 



Y C08 « -f- ^ — I sin z =^ ^^^ "^ -I- K — - I «in — • 



m m 



Si dans les raisonnemens précëdens, on change le signe dey —i, on 
trooTcra... 



Ht 

K cos » — ^ — I sin z 43 cos — — V' — 



I sm — • 
m ' m 



Ce qpi démontre le principe e'noncë. 

* S^o. Pour résoudre V équation à deux termes j x"»^!; on remar- 
iera qn'il s'agit d'exprimer a:" au moyen d'ane quantité égale à Panité, 
et dont on puisse facilement extraire la racine dn degré m. Or le cosinus 
d'na multiple quelconque de la circonférence est .égal à Tunité {*)t le 
sinus du même arc est nul , et ( n* SSg ) Ton sait extraire la racine 

d'une quantité de la forme, cos 2-I- V^— i èia x; on satisfera donc aux 
•onditions demandées en posant. , . 

I 

(i)...ac"»=:cos {nvkfr )tî: V^ — i sîn(naa'), 

ear n étant un nombre entier quelconque , cette valeur de x^ est égale \ 
Tunité et le principe duno 539, donne... 

ïi 

)[î|)...ar = cos r — a^ J ± \/ — i sin f — aw J« 

* 5{i. Chaque valeur de n fournira deux valeurs de jr. IN^ous allons dé" 
montrer qu'on obtiendra m valeurs de x et qu'on ne pourra en obtenir 
un plus grand nombre. En effet : 

l*. Lorsque m est un nombre pair aA, la formule (a) devient. . . 

(3) . . .X =t= cos ( z ^) ^ Y -r- 1 a'm [ -T ^ y 
Donnant successivement k n les valeurs o, i, 3,3, 4'^»^> ...A, 



(*) Dans toute cette nnalyse, a;r désignera la circonférence d'un cercle 
dont le rayon sera rnnitcj les lignes trigonoraétriques se raij>porteronC à 
ccuc circonfércixce ^ et la circ^fiférence sera divisée ca 3()o de^tc^ 
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et dësîgiiaBt les talears correspondantes de x, par ri , Xt > Jrs , . . . , xt, j:»f t^ 
on trouvera... 

Pour » = o; afi = cos o ±: y-~i 8ino = i±o=s-f-x 
Pour n =: I ; *» = cos T -r J ± V^ — i sin ( r^ 

Pour «==A— i; ari= cos r — ^ — ^ jltV^ — i sinr — r— *j 
Pour n=:A; jTk+i s=cos r r «• j^tV^ — isinfr^ J= — ï- 

On a déjà obtenu {ok -— a) Tnleurs imaginaires de x et deux valeurs réelles • 
ce qui fait aA ou m , valeurs de x. Il s^agit donc de prouuer qu*en subsUr 
tuant (Tautres nombres au lieu de n y on retomberait sur les mêmes 
valeurs de x> cVst'à-dîre que dans la formule (3), n^A-f-r, donne les 
mêmes valeurs de x que n = A — r ; cela ey évident, car la somme des deux 
arcs differens qui résultent de ces deux hypothèses, e'tnnt éçale à 3^, ces 
»rc8 ont des cosinus égaux et des sinus égaux et de signes contraires.' Ce 
qui démontre le principe énoncé. 

ai». Lorsque m est un nombre impair ( a A + i ) , la formule (a) devient. . . 

t/\ ^n'TT .g / — . yn T 

(4) ... X = co. ^j^±|/ -I «n ^j^^- 

Donnant ^ n les valeurs , o , i , a , . . . , A , il en résulte : 
Pour n=o ; x = cos o rt ^Z — i sino = i 
Pour n = I ; X =»cos -=— — rSiy — i sm ~>-r-- 

Pour « = A i X = cos —7 it V — ' *'" 



aA-M 



'•^ 



On a déjà obtenu a A + i on m valeurs de x; une seule est réelle. U s*agît 
de prouver qu'on ne peut en obtenir d''autres j et en effet , les hypothèses 
«=A— r,n zzA-l-r-f-i, donnent les mêmes valeurs de x , car la 
somme des deux arcs differens qui en résultent, est égale à a ^. Le principe 
du no 541 estdonc démontré. 

* 54a. Pour résoudre l'équation à deux terme* xi'-hiïsoj on observera 
que les sinus des multiples impairs de v étant nuls, et les cosinus égaux ^ 
— I , on a : 

«os(a/i-f- I ) ^r;: 1/ — I sin ( an -f. I ) *== — 1 = x*. Donc (n© 53^) 

/PN a n •+- 1 4 /— ~- . a » -j- 1 
( 5; . . . X = cos TTZîlv — I sm ^. 

m, -r- r ^^ 

"* 543. Cette formule donnera m valeurs dex et n'en pourra pas donner 
vn plus grand nombre. En eS^et,., ^ 
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I*. Lorsque m = a^ , les hjrpolh^ses n = ft — r— - 1 , n ^ih^^r^ con- 
^oicent aux mêmes valeurs de jr , caria somme des deux arcs qui en résolieiit 
«tt ^ale à a S". Prenant donc le double signe ce donnant à n les ^ valeurs 
Oj I , a , 3, . . . , A — I , on obtiendra les ni valeurs de x. Toutes ces va- 
ieors seront imaginaires. 

a«. Quand m = aA-f-i , les hypothèses n = k — r , »=A-4-r, conduisent aux 

niémM valeurs de x\ car la somme des arcs qui en résultent , vaut ite. Don- 

Mni à 71 les A valeurs o , i , a , . . . , A — i , on trouvera a k valeurs iraagi- 

oaires de jr , et /t = A donnera x = — i ; ce qui complétera les m valeur» 

de X. Le principe du v9 543 est donc démontré. 

''^544* En général , pour obtenir toutes les racines des équations x*» = d: i , 

un prendra y — i en plus et en moins , €lans lesjhrviules (a)"cf (5) des 
fiQs54o et 54a. On donnera à l* indéterminée n les valeurs o, i, ^,3, etc., eu 
ton ^arrêtera lorsqu'on aura trout^é m valeurs de x, car les autres valeurs 
de n conduiraient aux m^es résultats ( n^* 54 1 et 543 ). On peut donc tou^ 
jours supposer que l'indéterminée n est un nombre entier moindre que m. 
De sorte que les arcs qui entrent dans les expressions des racines des équa- 
tions â:*=rt I, sont différens et moindres que la circonférence. Aucun do 
^ ces arcs ne |)eut donc avoir h la fois le même sinus et le même cosinus que 
Tun quelconque des autres. Toutes les racines des équations x" = =i: i y 
sont donc différentes, 

'^545. Le principe du no a49 démontre que les équations a deux termes 
n'ont pas de racines égales , car a nV'tantpas nul , le bitiopie x" itrt* n'a 
pas de facteur commun avec sa fonction dérit^ée mx'»—'. . 

* 546. Ainsi , cliacune des équations x'»=i , x'»= — 1 , a m racines et ne 
peut en auoir un plus grand nombre. Toutes ces racines sont inégales. 
On n*est pas encore parvenu à démontrer la même propriélé.pour les équations 
complètes du degré m. 

* 547. Si dans les formules qui expriment les racines des équations 
x»» ==t I , on donne successivement h n les m valeurs i,a,3,...,m» 

et si l'on ne prend que le signe •+■ de V/*"-— 1 f on obtiendra m valeurs 
différentes Je x, car les arcs seront inégaux. On deura donc trouver les m 
racines de chacune des équations proposées. On obtiendrait les mêmes 
racines , en donnant an les m valeurs 0,1, a,..., m — i, car dans les 
formules (a) et (5) des n»» 54© et 54a , les hypothèses n = o , n = iw f 
conduisent ^u même résultat. 

* 548. Les formules (a) et (5) , des n®» 54© et 54a , donnent le moyen do 

déterminer directement le nombre des racines réelles des équations 

X" — 1 .= o, a"» -h I = o. Eu piîet } pour que x so\% réel, il faut que le sinus 

soit zéro ; ce qui exige que l'arc çpit un multiple de ît j le coefficient de w 

doit donc être un nombre entier. Gela posé : 

an 
lo. Pour que x soit réel, dans l'équation x»» = i , il faut que — 9oit 
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un nombre entier. Lorsque m=a A j — devient rî îï faôt donc qw 

7 8oit un nombre entier 3 mais plour obtenir tontes les valeurs de x, il suffit de 

donner à n les valeurs o , i , a, 3, ... A (n« 54i« i^'N La première el ia dcmièri 
hypothèse sont donc les seules qui donnent une valeur réelle de jr^rinconaoex 

n'a donc que les valeurs réelles -♦- 1 et— i. Quand wi = a A -4- i ; ,, doit 

<tre un nombre entier j mais (no S^x.^^), la plus grande valeur de 71 est A; la . ; 

seule valeur n = o , donne donc une valeur léelle de x. "^ 

ao. Pour que x soit réel dans V équation x* -+• i =!0 , il faut que 

— soit un nombre entier. Lorsque m = a A , la plus grande Talcur de ; 

n e'tent A— I, (n<>543. 1°), la plus^ande valeur de ?" , est moindre qnc 

Tuniié j il n^existe donc aucune valeur réelle de x. EInfin , lorsque m = aA -+-1 > 
les valeurs de n étant o, i, 2,3, ... A (n» 543. 1^) , la seule hypothèse qui donne 

un nombre entier pour —7 est n = A; il n'existe donc qu'une seule valeur 

réelle de x. Ces résultats s'accordent avec ceux du n^ 3i6. 

549. Quand on élève les deux membres de l'équation x"» = ijhla 
puissance q, on introduit mq — m , valeurs de x étrangères a V équation 
proposée , car Téquation a:" = i , n'a que m racines , et l'équation x"f = ï » 
a mq racines. Uéquation x* = — i , jouit de la même propriété, 

550. Les m racines de Péquation x* = i , *c déduisent également de la 
formule*. , 

n)... X i= cos ht/— ism 9 

* ' m m 

en donnant à n , ou les valeurs o, i , a, .... , m — 1, ou les valeurs 
1,3,3, ...,m( no547). Cela posé, soit. . . 

(a}...A=cos — -h y — I sin— • 
m m 

La raeine a , €ie l'équation x»» =:s i , jouit des propriétés suivantes .* 

55i. i». Les m racines de Péquation x"= i , *oii« «,«»,«',... 9 ** om ï» 
««ur la formule (a), du n© 539 , donne. . . 

(3). . . <tP = ('co. ^ + V^— MO ?^ Y = cosHEÎ+i/rr, .in ^ 

El la comparaison d« ceîte valeur de etP avec celle de ar, démontré que si i on 
donne kp les m valeurs i , a , . . . , m , les résultais «,««,«*,..., «*, seront 
les mêmes que ceux que l'on déduirait de la formule (i) , en donnant à n les 
valeurs i, a,3, ..., m. 

55a. 2^.. Toutes les puissances entières, positii^es et négatives y des 
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neines âe Péquation z'"=si , sont racines de cette équation. Ea effet. In 
fonnnle (3 ) donne ( n<* 53g ) . . . 

C08 — -4- v — 1 sin — ) = cos (/>Aaw) -♦- v — i sin(f>Aa^)=i. 

Ce qui dëmpntre que la puissance k de la racine ap est racine de Tcf^uation 
s" ^ 1. Le nombre k peut être positif on négatif. 

553. 3». Tous les produits deux à deux, trois à trois , eto» , des racines 
de l'équation x" =3 i , sont racines de cette équation f car ces produits 
rtant de laforme et* , si l'on divise n par m y on aura un qubtient q et un reste r , 
de sorte que «t» deviendra tt^f^*" ou ( «"• )t X a*" ou it x «f ou «f , et la quan- 
tité «** esc une des racines de Tunitë. Cela résulte aussi de ce que ces produits 
sont des puissances entières de a (n^ 55a). 

554* 4*' Quarfd les nombres entiers positifs m ef p , sont premiers 
entre eux\ ef désigne une racine quelconque de Péquation x'"^ i («• 55a), 
,0t /es m racines de cette équation sont exprimées par les puissances suc- 
cessive* I , a , . . . , m ^ de la racine aP» ( On suppose p < m ). En effets la 
foriBple(S )donne... 



(4). . . «tf* = cos S- ajr -♦- l/— I sin £-a^. 

m ^ m % 

Si la dyrision de pk par m , fournit le quotient q et le reste r , on aura. . ^ 
pk^imq-h r j — X ay = r ^^ . j a)r=a9 ?r -4-- 



arîT 



Mais , le sinus et le cosinus d'un arc ne changent pas , lorsqu'on diminue 
cet arc d'un multiple quelconque de la circonférence. La formule (4) , devient 
donc. '• • 

(5) . . . «?;« =: cos — - -4- V — ï sïo • 

m , m 

Cela pesé , lorsqu'on donne successivement k A les tts valeurs i , a > . . ., m , 
les m valeurs correspondantes de r, sont les nombres o, x, a, 3, ...,m — i, 
pris dans un certain ordre (n^So). Substituant ces m, valeurs de r dans la 
formule (5) , les m valeurs «tP, «*/' , a^T , • . . » «"*'' y q»i en résulteront pour 
Af^ , seront précisément les m valeurs de x que l'on déduirait de la formule (i) 
du no fij5o, en donnant à n les valeurs o, i , a, 3 , . . . , m-^\\ or ces m valeurs 
de X f sont les m racines de Téquation j:«» = i (no 547). ^^ principe est donc 
démontré» Par exemple , les racines de l'équation x^ =: i, étant «,«>,'«', 
« ^ ** ou I , (no 55 1) , si l'on forme les cinq premières puissances de la raciae 
A^, on devra retrouver les mêmes racines ; et en effet. . . 

(a')»=:«tî ; («3)a=:a6 = «t' X « = « j («3 )' = «9 = «* X *4 = «t4; 
(*3)4 = jti»~(ct5)» X *> = «> ï(«cî)«==:çt«5=(*5)*=:( l)5 = I = «*. 

265. 6« Lorsque mefpne sont pas premiers entre eux, les puissances 
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de fiP ne donnent pas toutes les racines de l'équation z" = T. Ainsi , ki 
racines de réquacion j-^ = i , ctaut et , et^ , a^ , ei^ , àL<^ , et^ ou i , en <^evanl «< 
aux puiiisanccs a , 3 , 4 ^ ^'^* > ^^ n'obtient que les racines i , a* et a.^, 

556. Dans V équation 1.^ — i =0, les sommes des puissances des ror 
cines dont les exposons ne sont pas des multiples de m , sont nulles , et 
les sommes des puissances des racines dont les exposans sont divisibles 
par m , sont égales à m. Les sommes des puissances négatii^ , jouissent 
des mêmes propriétés. Do sorte, que e , désignant un nombre entier positif 
^juelconque ,ona,., 

Sme+r = O , Sme = m J S-in« = m (*♦). 

Dans l'équation x" -4- i =: o , on a. ». 

Sme-^r = O; S— (me+r) = O J Swe = BU} S— m« =3— m. 

Cela re'sultc immédiatement des formules des vfi* 4^4*'* '4%* ^^^ ezemple, 
si les trois racines de Péquation x"^ — i = o , sont i , a et «i* , on aura 
(n<»|i3)... ' 

«tî r= i;«t6=:i ; «t9r=:i:«t»»= i: — - = * j =«• ; l -4-«t -♦- «t* = O. 

Ces formules Tërificnt l'exactitude du principe énonce' , car on eu 
déduit. .. 

(l)5 -f.,Ca)5 -4- (ata>5 = I 4- at' flt» -4- «t9 ût = I -h flt* -f- « =0 

(1)-* + W-«^ -4- (*»)-*= ' + -^ "^ iro'=^ ' 4- *+*• =o 

557. Examinons Içs propriétés des racines des éqi^a.tions , * . 

(i) ♦ . . xPI = I ; (a) . . . jrP =: I ; (3) . . . a:* =■ I. 

Xes racines des équations (a) cf (3) , satisfont a r équation (i), 0{ir «t 
«tant racine de IVcruation (a) , on a at/' = i j d'où ûtPî= 1^ = 1. 

558. Le produit^ de deux racines quelconques des équations (a) et (3) , 
est racine de l'équation (i). En effetj si et étant une racine del'ëquation (a} f 
C est racine de Pcqua'tion fS), on aura. . . 

*P:= I et Ci= ï ; d'où ( *f )f = i ,{Ciy = 1 ; «F^âT/îf ±=1 ; ( *C)W = i. 
«iC sera donc racine de l'cqvi.ition (i). 



(**). D'après la notation du no 484, <^i desf|ne la somme des puissances A 
des racines. 
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Les fmncipes da n® 539 , combines avec la formule ( i ) du n« 55o , dé- 
■ootrent la même propriété. En effet j désignez par nf et n" , les yaleurs de /» 
^ donnent les racines « et C ; tous aurez . . . 

« = «18 — a ir -♦- Y — I sm — a«*; C = cos — aîr-4- 1/ — i sm — a**. 

P p 9 "^ g 

EflEkecnant le produit de « par C , et observant ^e cela se réduit à ajouter 
les iict (n^ 539 ) , TOUS trouverez . . . 

\ pn J \ P9 / 

et la formule (a) du n« 539, donnera. . , 

(«tCj^ =: cos ( n'7 4- n" p )2ie -+- Vr-ï •"* (n' 7-l-n'' rta«* = i . 

« X C est donc racine de Péquaiion (i). 

559. Lorsque pet q sont premiers entre eux ; les produits deux à deux 
des racines des équations (a) et (3) , expriment toutes les racines de féqua-' 
tion (i). En efièt ; Tëquation (i)sipq racines différentes ( no 546 ) ; les p ra- 
cines de réquation (a) y multipliées successivement par chacune des q racines 
de réquation (3) , donneront pq produits , qui seront racines de réquation(i) 
( n9 558 ). Il suffit donc de démontrer que tous ces produits sont dififêrcns. 
Pour y parvenir , on désignera deux i-acines quelconques de Téquation (a) ^ 
par af et a", et deux racines de Tcquation (3 ) , par C et C". On aura. . . 

a' = cos — ^TT-h y — I sm — a^: «t^zscos — a ît 4- k — i sm — a «•. 
P P P P 

%'= cos — a «• + y — I sm — a «• : t '.= cos — a^ -+- k — i sm a ?r.D ou 

q "^ . q ' q '^ q 

Si *' X C pouvait être égal à «" x C" , les deux arcs — ^ > . » . 

— ^ -i-» seraient égaux. On aurait donc... 

pq & 



»'^ + n'>==iV^'7 4-iV>-, d'oîi ^= il 



N'—n' 



Or iV et n' sont moindres que p (n* 544) î '^ fraction— , dont les deux 

termes sont premiers entre eux , ne serait donc pas irréductible j ce qui est 
împtAsible ( !•'• section , n® 659. ). Le principe est donc démontré. . 

56o. Quand les nombres p, q , r , •.., v , sont premiers entre eux ; si les 
expressions générales des racines des équations. , . . 

(i) . , , x^ = I , (a) . . . xt =; ï , (3) . . . x''= I , . . . , X' = I , 
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sont respectivement ^ t», ^ C,y,.,.f m, le produit «C^^.., m, aura tMp)4*«t^i 
valeurs différentes et ces valeurs exprimeront toutes les racines deVéquv ■ 
tion z/^f****' = I. Cela résulte du principe du n* SSq. En e£fet , « , C , >, etCi, i 
désignant une racine quelconque de chacune des équations , (i) , (a) , (3) , elc. , 
les pq valeur^ différentes de a x C , seront lé4 ptf racines de. T^quadoii 
ar/>f s: I , (n** 559 )* ^^^" PI ^^ "" "^"^ premiers entre eux , et «C est une m^ 
quelconque de Téquation xfn se i ; les pqr yaleurs du produit «C x > i a- 
primeront donc les pqr racines de Téquatjon xri'' = i. Et ainsi de sait!. 

56i. Si les facteurs premiers de m , sont i^ y ^ 1 1"» ^^* y ^^ résolution 
de V équation x*" = i , dépendra des équatiàns xf=t;xf=:i;âc^ = i9 etc. , 
car les produits des racines de ces équations expriment toutes les racines de 
Téquation x" = i , ( n^ 56o ). On peut encore calculer ces tacinetf de la ma- 
nière suivante : 1° Pour résoudre Féquaiion xPi = i , on fera jrf =x; d'oii 
2P = xPI = 1 ; réquation *P :^ i , donnera p valeurs de z ,- et chaque valenr 
de z suhstituée dans xf :=s , fournira q valeurs correspondantes de x ; ce qui 
conduira aux pq racines de l'équation xFf = i. a* S'il s'agit de l'équation 
jrff s I , on fera x**" = x , d'où zP = xPi'' =s i . L'équation «f r^ 1 , don- 
nera p valeurs de jb j ces valeurs substituées dans xf ** = z , conduiront k des 
équations de la forme xf'' = a , et la résolution de cette dernière ne dépendra 
que d'équations de la forment = 6 y^** = c. Et ainsi de suite* 

*56a. Lorsque m est un nombre pair ak , le binôme T^'^t est 
décomposable en k facteurs réels du second degré , et quand m est 
un nombre impair ak-f* i , /e binôme X"* — i est le produit rfe(x— i) > 
par V facteurs réels du second degré. En effet, si les hypothèses x = fl, 
x = ô, réduisent le binôme x» — là zéro, ce binôme sera divisible par 
le produit x* — {a-^b) x-^ab, des facteurs ( x — a ), (x— 6 j. Mais, 
(q* 540) , les valeurs de x qui réduisent x" •— 1 à zéro, sont. . . 

a/i»" . - / . a/iT anw - y • . aw*" • 

cos 4- Y — I sm =a et cos « — y — i «m = O' 

m ^ m m m 

Donc , a 4* ^ = a cos — et a x & == i* 

m 

L'expression générale des facteurs réels du second degré de «"* — i , ett 

donc. . . 

, . an»' 

(i;... X" — axcos — ^ H- 1. 

m 

Diaprés la nature de cette formule , n a la même valeur dans a et dans 
ft, et les racines a et b sont différentes ( n© 5a4); ce qui exige que 1« 

sinus de l'arc ne soit pas nul. Ainsi , on pourra donner an, toutes 

les valeurs pour lesquelles — ne sera pas un nombre entier. Cela pose : 
♦ 563. Quand m est un nombre pair ak, la formule (1), ne détermine 
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■ pai de iacteiin cotrespondans liii=:oec h/t=rA, car pour ces valeurs de 

H, le sinus de deyient nul. Mais dans la fonnule (3) du n^ 541» 

Il =: o et n ae ^ , donnent x=4-ietx = ^'ij on en déduit le facteur 

■ *téd da second degré jr* — i. Donnant à /t les yaleurs i,a, ... ,k — i» 

pou lesquelles le sinus de n'est pas zéro , la formule (i) déterminera 

la(l:— > i) autres facteurs réels du second degré de *••— i. 

*ÇI8^ Lorsque m est un nombre impair ak H- 1 , on donne à n les 
falencs i , a , 3, ... , Aj la formule (i) détermine h facteurs réels du 
Ncond degré de jr*» — i et dans la formule ( 3 ) du n** 54o , n = o , 
doonant x = i , le binôme a"* — x est le produit de x •— i par les A fac 
leurs réels du second degré que l'on vient d'obtenir. 

''^565. £n général, lorsque m est pair on a»,, 

(a).^x"«— i=f=(x«— ï)(x« — axcos — -l-i)(x* — axcos — 4-i)(x«— axcos — |-i)etc. 
. Et quand m est impair ^ on a.*- 

fiff air 6lF 

{3)...x*— is^x— i)(x«— Mcos— -f.i)(x*— a«5os2 — |.i)(x«— axcos — hi) etc^ 

Oo en déduit. . . 

jr« — I =}= (x» — i) (x* — ax cos 6o" -+- 1) (x» — ; 2x cos lao® -|- 1). 
X* — •! 4=* (^ — ') {x*' — 2x cos 72® -♦- i) (x» — ax cos i44°"f-i)- 

^566. Si Ton combine les deux valeurs de x , que donne la formule (5) 

du no 54a, lorsqu'on prend successivement -+• ^-—i et — y — i, on tror- 
vera , comme dans le n^ 56a , que les facteurs réels du second degré du 
binôme x*" «f- i , «e déduisent de la formule. . . 

//N (^^ + 

(4). . . X» — ax cos ^ " ^ -f- I , 

^ m 

en donnant a n les valeurs pour lesquelles le sinus n'est pas nul. Et 
selon que m sera pair ou impair y on aura. .. 

(5)...x*H-i=|3(x* — axcos— -♦-i)(r» — axcos |-i)(x«— axcos f-i) etc. : ou. . . 

m m m 

(6)...x«»-*-i=fc(x+ i)(x»— axcos — H-i^fx» — axcos — +i)(x*— axcos — •f'rVtc. 
I X /\ . m m '^ m ' 



''^567. J^outes les équations à deux termes^ sont décomposables en 
facteurs réels du premier et du second degré. £a effet , ces égnations 
peuvent toujours se ramener & Tune des formes j^*" :±: «■• = o (no3ia). 

Sfi^^J^ = ^^) d'oùx=?:-; si Ton substitue cette valeur de x dans les for- 






àyn 
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maies (a), (3), (^), (6), des n«s 565 et 566^, et si l'on multiplie la de«i 
membres dechaijue équation par n"*, on. trouvera , pour... 



m 



m 



f8)...TO=aA:-hi j^"»— «"•= (jr—a) (jr» — 2ajr cos hû*)(/'' — 2iiycof-î--:fia*)«tf* 

w 3* 

{9)...m=ak; y»-f-<i"»=:(^* — suz^cos — -4-a*)(^«-^fl^cos — h«*) ctc« 

Ce qui démontre le principe énoncé. 

568. Remarque. Les principes des n^* 533 et 534 <^^ot rigoarensemeiit 
démontrés pour les équations qui ont des racines, et toutes les équations à 
deux termes ayant des racines , on peut regarder la propriété du n^ 567» 
comme une conséquence des principes des n^^* 533 et 534* Mais )'ai cru 
nécessaire de démontrer directement la proposition du n^ 567. Cette de^ 
monstration a d'ailleurs l'avantage de ifaîre voir comment on peut décomposer 
y^ d= a"* en facteurs réels du premier et du second degré. 

569. La construction géométrique des racines et des facteurs des' 
équations a deux termes , conduit à des résultats curieux , que nous aUoni 
faire connaître. 

570. (fîg. i). Si a partir de Vextrépiité Ao , du diamètfe d^une eir*^ 
conférence décrite auec un rayon CAp , égal a P unité , on dii^ise cette à 
circonférence en am parties égales AoAi , AtAa 9 AaAj, etc. ; les sinus et i| 
les cosinus des arcs o,AoAi , A^Aa, etc. y seront ceux qui entrent dam 
les expressions des Iracines des équations (i) x''»=:i, (a) x"»== — i. Les ànm 
et les cosinus des arcs , o , AoAa , A« A4 , etc. , qui sont terminés éutx 
extrémités des divisions de rang- pair , correspondront aux racines de 
l'équation (i) j les sinus et les cosinus des arcs AoAt , A0A3 9 etc. , qui^ 
sont terminés aux extrémités des divisions du rang impair y corref^ 
pondront aux racines de l'équàtidn (a). En effet j d'après la constructio&i 

chacun des arcs AoAi , Aiui», etc. , est égal à — • On a donc. . . 



a^r 



a.aw 



3.!Wr 



'^0^0=0) AoA»=^ — 5 AnAàr^^— î AqA%'=^ > . • ^fAnAtm-^ 



n,99p 



m 



m 



m 



m 



m m m ' ni 

<7P9»=cos - a«-; AtH'Pan:=sim — a^r 
m m 

CPa»+i=COsi— ^—^5 Amh+tPmh+j =sm^^ ^ 

m m 

(3) . . . CPa»+l/ — I. AinPin =COS- 39+ V^^ siu - 39. 

mm 

ff\ nn \/ — > -n fa/i+i)9 . -y — . fa/i-f-iV 

(4)- . CP»%Af.x-¥ K — i^,»+iP«+i=^o« — ^.i^^y^wii — —^-. 



] 



f 

Compamit lei formnles (S) et (4) avec les formules (a) et (5) des n<» 54o 
"«t 5(a ^ on Tern qoe U formule (3) donne les racines de relation x"'=:i , 
M fpt la formule (4)9 donne tes racines de réqaation (a)* Ce qui démontre 
#• principe ënoncé. 

$71. La £g. (i) met en évidence les principales propriétés des racines des 

fiipatioos (t) et (a). En effet j pour Téqnation (i). . . 0:"=: i , lés racines sont 

Jalonnées par la formule (3). Lorsque *m = aA* , le point jim eA Textrémité 

l^mM dirision de rang pair , le sinus de A^DAm est nnl^ le cosinus 

CAm^=- — 1 1 et la formule (3) donne les deux valeurs réelles de x j C^o=-4-iy 

a lépood à n = o et CAm = — i , qui répond à /i = A. L^extrémité B 

pnmier qoadrant répond à une division de rang pair, celle de Tordre 

i\ les quatre qnadrans sont alors divisés symétriquement; de sorte que les 

et les cosinus des arcs terminés aux divisions de rang pair, sont 

mêmes am^ signes près dans tous les qnadrans; on doit donc trouver 

les racines en donnant successivement à n les valeurs o, 1,9,3, . .,A, 

tpcnant V^— i en -f* et eu ^ 9 ce qui s^accorde avec Fanalyse du no 54r> 
le lis =s aAH- 1 » 1^ poinf Am est Pextrémité d'une division de rang 
; de sorte que l'arc AoÉAm , n'entre pas dans la formule (3) ; 
'équation (i) n'admet donc que la seule racine réelle x=s CAo=^i* 

Four l'équation x" = — i, les racines sont données par la formule (4), 
loi ne renferme que les arcs AbAi^ AoAz, eta, correspondans aux diri- 
ioBi de rang impair; de sorte que l'arc o n'en fait pas partie. Mais x 
le peut être réel , que lorsque .le sinus est nul. Donc , lorsque m = aA-f- 1 , 
^équation proposée admet une seule racine réelle , x = C/fai=— i, et quand 
H «t pair , il n'existe aucune valeur réelle de x. Ce qui s'accorde avec Fana* 
I3M ^ n« 543. 

579. ffig. a). La division delà circonférence , dont le rayon est a , en am 

égales , donne le moyen de construire géométriquement les facteurs 

des équations k deux termes. Voici la règle : A partir cPun point 

mque Ao de la circonférence décrite avec le rayon CD == a « 

la circonférence en am parties égales ^ AoAi , AiAa, AaA3,ctc. 

point M, pri» arbitrairement sur la droite CA^S , tirez des droites 

, MAa , MA) , , Mai , Ma», |Ma} , etc. , aux extrémités de 

iitnsioTÙ, Ùésigfiez CM par y. Le produit des m droites , MA©, iVLi, , 

,MA4, Ma4 , etCi , menées aux extrémités des divisions de rang 

fSera égal à (y" — a"»), et le produit des m droites MAi, Ma, ^ 

lS, Mas 9 etc., menées aux extrémités des dipîsions de rang impair. 

égal à ym-l^a". {V origine Ao des arcs ^ et le point M, doit^ent 

situés d'un même côté ^ par rapport au centre C). £n effet; d'après 

oottstmction • 4 . 

Jim'Ai si= — ; AqA» ïsî "~~> AwAi S5S — •; A^Ai ^ — ; etc» 
m m m m 

Algèbre. T. IL iS 
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Chaqae deini-circonf(^rence A^A^Am , Aoa^Am » étant âr^isée en m 
ties égales , aux points Ao, Ai, A», .,.,aj, a^etc, , le point Am est Petti^ 
mite de la m<«'"« division , et les arcs AoAt , AoA, , AoAif etc., sont r^ 
pectÎTement ëgaoxaax arcs AoQxj Aoa%, At^ai , etc.; de sorte que Iv 
droites Atat, A^a», Aiaz , etc, «ont perpendicnlaires sur le dia 
A»Am* Les droites MAx^ MA»y*etc,, sont respectivement égales ta 
droites Mat , Ma% , etc. j flt , d3> etc. , sont des extrémités de divisions di' 
rang impair, et «a^ ^4, etc., sont des extrémités de divisions de rangpair(*). 
Tirez les rayons CAi^ CA%y etc.; les triangles rectauf^ CA»Pip 
C>jf aPa , etc., donnent (Trigonométrie analytique) 

1 Isin- ::CA, ovLalAiPxy i l sin — ^: CA» on alA^P»; etc. - 
m -m ' ^ 

1 : cos - :: CAx ou a : CPi ; i C ços — :: CA% ou a : CP% : etc. 

On en déduit successivement. . . 
^ iPi =a sin - ; A»P%z=:a sin — ;etc. ; CPx =a cos — » CP%=a cos — ; etc. 

MA^^^y-^a^ MAm=y'ha'f iPfP, =: CiW— CP, =/ — a cos - j 

IR 

il/P, =: V — a COS — j MPi^y"-^ cos — ; etc. 

- (r - « cûs^)' + (a sin Q'= ^> - 2«jr cos ^^ + a*. 3 

MA^ X ifcfa. =/» — a4i/cos f-fl"; j 

il/^) X iP/aj =/• — 'a^j* cos f-a* j etc. \ 

(ii)...MAo X {MAt.Maj) x (MA^.Mai) etc. 

= (j^ — fl) (^» — a/i^ cos f-fl») (^« — aaj^cos ^~-+«» ) elCi 

(ia)..,.......,(i»/^,./Rrfl,) x(Af^3.i>fa3) x.\MAi.Ma$) tic. 

= (jr* — aajrcos — f-«*)(y* — a^T" cos !-«*) eic. 

Lorsque m est pair, le produit MAo X i^^«=:7'>-— a*, entre dans la 
formule (ir), et quand m est impair le facteur ^^m se trouve dans la for*. 



(*^) Par exemple, AoAj^ et Aoa^f Contenant quatre des am divisions de 
la circonférence ; Tare A^Ama^ , contient (am—- 4) divisions; mais 
uni — 4 ^'^ pair; ^4 et 04 sont donc des extrémités de divisions de rang 
pair. 
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Mde (ta). La comparaison de ces résultais avec les foimuies (7) , (8) , (^ , (10) 
f jii vP S&y , .àémoutn le principe énoncé^ car on trouye... 

(i3). . .Mjio X MA» X MA^ etc. =/* — a*"; 
{ii^,..MAi X Mat X ilf^î X Maz etc. =sy»4-a"». 

Lliypodièse a =19 donne j^=:x, ei les formules (11) et (i a) donnent la 
«oottniccion des équations (a) , (3) , (5) , (6) , des no* 565 et 566. 

^Ffl» .téonquo m ejt pair 9 le produit des am droites ^ MAo> MAi , 
1IA*...| MAm, Mtfiy Ma» y etc. y menées du point M> aux am points 
de dwision de la eitoonférence ^ est égal à y>" — a*"*, car m étant pair, 
k produit ilfutfo X ^^m > entre dans la formule (i3) , et la multiplia 
ciitioa des équations (i3) et (i4}> l'une par Tautre, démontre le principe 
énoncé. 

574* Les équations réductibles au second degré , sont de la forme e 

(i)...!»" — apx'"-f'q = o... (no3i7). 
Pour résoudre ces équations , 01^ pose x"* z=jr i ce qni donne. . i 

jr* — ^pf'^q=>o;d''oay=:p'^yp* — ^=x". 

675. tjor$que(p* -^q) est positif ou nul^ les deux valeurs de a:" sont 
réeUes. En les désignant par ^ et ^ , on a x"* :^ ^; x"* = ^ j et Ton sait 
trouver les am racine de ces équations. 

676. Quand {^* — q) est négatif ,<{ est positif dans Péquation (i), et l'on 
• pourrait encore opérer de la même manière ; mais les râleurs de ^ et de 2^ , 

étant imaginaires , les racines de réquation ( i ) se présenteraient sous una 
fume compliquée. Pour éviter cet inconvénient , on pose. . . 

V^^--f>»=riet/> = a; d'oîi x» =« dbl^l/ — 1 ,««-!-&* =^, 

' et il ne s'agit plus que d'extraire la racine du degré m de adzb ^ -^ i. Un 
«aisonnement analogue à celui do n9 S^o , conduit à faire. . . 

fla;iV-"i=*(cos t±V^ — X sin^). 

Cette transformation sera permise , si Pon en déduit des valeuits réelles 

dt ketde ^, Or , on doit avoir. . . 

• « 

a = Acos^; &=:Asin^; d'oîia»-|-&» =:A» (sin* ^ -f- cos» ^)= *»; 

A = V/?H:Sï==V/^;cos<^==j==.^ism<^ = 5f = — ^^ 
f est positif i h est donc réel ; d'ailleun, p* ^ q éunt négatif, p^ est 



/ 
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moîndK ^e ^ , et f^ est moindre qoe|/^ » (P' "* ^ ) ^^^^ n^gAtîf, f-"^ 
eftpositif y y^^— p* est réel et plus petit ^ue f/^j 1^ Talenxt de coi ^ et dk 
sin ^ , sont donc reeUes et moindres que le rayon i \ Varc ^ est donc réels OU 
peut donc supposer . « . ' ^ 

adt^ V^— I =3:»=:^ (cos^dz^ — i sin^)* 
Les valeurs de k et de ^ sont déterminées parles'équatiom» • • 

Arr: Y9 \ cosAîs-^ ; 8in^= ^T « 

Mais, n désignant nn nombre entier positif qnelconqne, les arcs , ^, (^9r]^ 
(^-f-4^)>-*-)( ^'+ 2vn), ont le même sinus et le même cotînnsi di 
sorte que. . . ^ 

-^ = co8(<^-f-a^t))^--^ — =^ =sin(^+aîrii). 

La^ialeur générale de or"* , est donc ... , 

a«=:^|- co8(<^-f- a ^n) dt V^ — rsin ( ^ + a^*)/' 

M 

Désignant V^A, par c , on aora (noSSg)... 

577. Donnant à n, lesm. valeurs o, i , a, . . . , ( m — i ) 9 on obtiendra 
, am valeurs de x, qui satisferont à Péquation (x) dun^ 574* On ne pourra 
en obtenir un plus grand nombre. En efièt \ si q désigne les unités dnqao-* 
tient de la division de n par m , et r le reste ^ r sera moindre que ,m , et n sera 
égal à qm^r. Substituant cette yaleor générale de n , dans la formule (a) , el 
remarquant que le sinus et le cosinus d'un arc ne changent pas^ lorsqu'on 
diminue cet arc d'un multiple quelconque ^irq de la circonférence ^ on verra 
que la formule (a) se réduit à. . . i 

/ox r /'^"f- a«* rN . -y— — - /"^ -H a»* rN * ^ . ; 

(3). . . x=c ( «o. Q *^ ^ jiV'^ .u,(^2-^;^j } ; r< ».. j 

Or cette formule est aussi générale que la formule (a) , et la quantité r n'est 
snsceptibie que des m valeurs o,x,a,...,(m — i)j chacune de ces valenit 
de r fournira deux valeurs de x j de sorte que la formule (a) , donnera am ?«• 
ieurs de j: , et n'en pourra donner an plus grand nombre» 
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1^ Aimi f dans V équation (i) . . .x"»— apx"M-^=Oy V inconnue x a am 
yfàûun f et ne peut en avoir un plus grand nombre, 

579. Lei deax Taienn gëpéralei d« x^ données par la formii]e(a), rëdniiant... 
t** — aj9âE« +9« ^ zëro, ce polynôme est f^ivisible par x , moins chacunt 
àm Tako» de jr (n* i36;; effectuant donc le produit. . . 

de X— cl cos i-2- 1- J/ — I sm -î^ 1 

cos-!^ Y — I sin Vf 

m m 3 

le résultat x> — OCX cos^ -i^c*, 

m 

wên PcXpKSsion générale des facteurs rëels duseoenddegre'de Péqaation(i\ 
De imte qoe p* '^ a étant négatifs le polynôme x*"* — apx*» -4« q , Ait dè^ 
eomposable en m facteurs réels du second degré. Pour obtenir cesfac" 
teursp U suffit de donner successitwnentàtt Us m valeurs o^ i» a, . . . » 
(■r^ I }• On a donc. . . 

(4). ,\ ****-apx»H-9= Tx*— acarcos -2- -f-c* J^x»— acxeosît-î -f. c* Jetc^ 

580. Lorsque le dernier terme q est égal à Tunité ^ on trouve . . . 

t X=i,es: i,cos^ = p ,sin ^=(/ i — fi>. 

L'éqoation (i) devient x**» — apx^ -f-i =0; et quand p est moindre que 
fniîlé , l'angle ^ est réel , de sorte que Ton a. . . 

(5). . .x**^— ax*^os^x=:(x*'-^xcos — -l-i) (x»— ax cos 4- » ) «te. 

581. Zef facteurs de Véquation x>"» — ax"* cos ^ -f- i ==0 , peuvent se 
sonstnàre par un procédé semblable à celui du n» 57a. En effet; si Ton 
tamine la formule (5) du n* 58o , on reconnaîtra facilement que pour cons- 
traire les facteurs du second membre , il suffit de déterminer sur la cin^nfé- 

I , , ^ ^-f-a^ *4-4^ ^ • j • 1^ • 

; moe a^*, les arcs — , , i- 2i-. etc. Ce qui conduit à la construction 

mm m 

«nifante , analogue à celle du n« 57a : 
58|^ (fig» 3). Sur une circonférence a^r , décrite avec le rayon CAssr , 

prenez vn arc AB =— - ^ partir de t extrémité B de cet arc , divisez 

m '^ 

2s circonférence en m parties égalesB At , AiAa , AaA-j,..., Am>iB. Tirez 
par le centre et le point A , une droite indéfinie CS. D''un point quel' 
conque "M. de cette ligne, menés des droites aux m points B, Ai, Aa^ 
Ail i • • y Am.1 et désignez la distance CM, par x. Le produit des m 
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quarfés MB», MA,*, MAaS . . . , MA»»-, (**) fera égal h^ , , 
z»"* •— ax'" cos ^ H- !• De sorte qu'on aura,» . 

(6).. .x'w—ax'^cos <|)-f- 1 =:MB» X (MA,)» x (MA*)» X ... x (MA».,J«, 

En effet ^ par construction, . . 

.^^= — j Bull ss A\ji.% = j%%j€^ r=: , . • s: jim^i B^^ — « 

Des points B, Ai, A»f etc., inene:^ des perpendiculaires BP^ AiPij^ 
A»P», etc. j sur le diamètre AD 'y vous aurez. . . , " 

BP=:8mABi CP=co8 AB*,IHP=ix-^coMAB. 
MB^ =.^P»+5P»=ar»— 2X008^5+1 j (iWL^,)»=:c»— axcos-^^^i-f-lil 
(MA%y=.x* — ax cosAAt'^i ; ... ; (Jfy^«»-i)*=a:»— ax coau4-rf4^»-t+i^ 

Effectuant It produit des quantités 3fB», {M Ai)*, {MAt)* , etc., et 
Tftnt que d'après la formule (5) du no 58o , le second membre du 
sera égal à x»"* — ax"* cos ^ -f* i ; le principe sera dëmontfé. 

Si l'on suppose <^ = o; l'arc AB sera nul, le pointa se confbndn 
le point A'^ MB deviendra MA\ les lignes M Ai, MA», MAi, €tc^ 
seront respectivement égaies à MAm^t , MAm-^% etc. ^ et le premier 
de Téquation (6) sera le quarrë de {x^^^i) j extrayant donc la racine qi 
de chaque membre, on tronvera... 

(7). . . X"» — I = MA X MAt X MA» x . . . x MAm^% X MAm^i 

=:MA X 3/^, X MAm^x X M/rf. X MAm^» ««,1 

Lorsque ^ = tt , on a cos ^ = -^ i j le premier membre de réqnatkm 
devient le quarré de x"* -4- 1 j de sorte que l'extraction de la racine 
de chaque membre de l'équation (6),- donne. . . 

(8). . .x«H- I = MB X MAi X MA» x MAi x . . • x MAm-^x* 

Mais dans la formule (8). . . 

-<^^= — 5 ^/^, = — ; AA»-=i—, etc, 



et dans la formule (7) . . . 
u47t=:o, AAi=::. 



— , AAi^=:.— f AAi^= — 9 etc. 
m m ~ m 



Par conséquent, si Ton divise la circonférence ar, en am parties 
dans les formules (7), les droites MA, MAt, MA», etc., seront 
aux extrémités des, divisions de rang pair, et dans les formules (8), lesli( 



(**) MA»i, MA'», , MA*m^i , désignent les ^narrés des droil 

MAi, MA», ', MAm^x, 
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\tB , 3fAi t MA» , etc. , seront menées aux extrc'mitës des divisions de 
mi; impair. On Toiidonc que la construction du n^S^^ n'est qu'Hun cas par- 
âcalicr de celle du b9 58a. 

583. Dans le premier chapitre , nous n'avons considéré qne 

hs valeurs numériques des radicaux ^ de sorte que chaque 

Xidical n'avait qu*nne seule valeur. Mais en ayant égard aux 

sArenes valeurs algébriques dont chaque radical est susceptible, 

kl rè^s que nous avons données sont susceptibles de modi- 

ications que nous allons faire connaître. 

584- Les propriétés des équations à deux termes , conduis- 
WA à la théorie générale des radicaux réels et imaginaires 
it tous les degrés. En effet; quel que soit le signe àe b, le 

m 

ndieal ^b, pris dans l'acception la plus générale, exprime 
la 'valeur de Tinconnue x, dans l'équation à deux termes 
s^= fr , et cette équation donne et ne peut donner que m va- 

m 

[«andej;; le radical \/b a donc m valeurs différentes, et 
n'en peut avoir un plus grand nombre. Ainsi , tout radical du 
degré m , a m valeurs différentes et ne peut en avoir un 
plus grand nombre. Lorsque m est impair, chacun des radi^ 

m m 

taux |/+ c, V^— c, naquuhe seule valeur réelle (n®34). 
Quand m est pair v/-Pc a deux valeurs réelles (n® 35) et 

m 

ks m valeurs de y/ — c , sont imaginaires (p? 37). (c est une 
[^ntité positive). Désignant par a la valeur numérique de 

i K+ c , calculée par la méthode du n* 99 , on'obtiendra les m 

m 

tdenrsde^ -f-c, en multipliant a, par \ea m racines de 

m 

l'imité; et l'on trouvera les m valeurs de V^ — c, en multi* 

m 

Elliant a, par les m valeurs de \/ — 1. 

585. Lcs^n valeurs de V^-f- c , se déduiront donc de la formule. •« 
<iî...a X ( cos^^dt K— -ï «in j... (n*54o). 
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en doanant tuccessivement à ?t , les yaleon i » 3 > 3 » 4> ^^' » «t le» M Ttkuii . 

■1^ 

de V/^ seront déterminées par la formnle. . . 

(a). , ,a X îcos ' i-- * V— I sin ■ ■ > . . . (n«539). 

Dans les formules (i) et (a) , on s'arrêtera qnand on anra obtenu m Takari 
car si on mettait d'autres nombres au litu àê n, oà retomberait sur Ici filean 

déjà obtenues. j 

m • 

586. CLactmedes m valeurs de |/Â7y combinée avec les n Taleun de^Sf , 

m » 

donnant m valears du produit de ces radicaux^ le produit deV^o^ par ySf > 
a m X n valears. Pour obtenir ceé valeurs , on appellera z le produit 
demandé ^ ce c^ui donnera ... 

(3) . . .« = \/âp X \/Tî ; «»» = V/a'»"» V/^^ 5 ^^ (4)« • •«*• = û^»if». 
Les mn racines de l'é^^tion (4) seront les mn valeurs du produit. . . 

« » m» 

f/ô^x t/^.Mais l'équation (4)» donnez i=z\/aP'bi'^ ; les mn valeais da- 

produit \/<z/' X y^Tf , expriment donc les mn valeurs du radical |/<i^"6f". La 
règle du n* aa , conduit au même résnlut , cmt elle donne ... i 



m» i 



(5) . . . VaP X \/bî = \/aP»bl». ' 

• I 

m ■ 

Ainsi, on obtient les mn valeurs du produit^tiP.X ^bî , en calculaitt 



mn 



les mn valeurs de yâp*b^. On parviendrait aux mêmes résultats tm 

m ■ »■ * 

calculant les m valeurs de yaP et les nvaleurs de.ybn y les mn prodvjUÂ , 
iieux a deux de ces valeurs ^ donneraient toutes les valeurs du produit^ 
demandé. Le premier procédé est le plus simple ^ parce quV>n évite de calculer J 
les produits deux à deux des valeurs des radicaux. On prouverait de la ménMj 
manière, que la règle du n9 aa , donne Texpreafiou générale du produit ^'o^j 
nombre quelconque de radicaux. 

Lorsqu^on voudra particulariser le produit des radicaux yaP, yhi^ 
pour une détermination spéciale de ces radicaux ^ on calculera la valatfl 
particulière de chacun de ces radicaux; le produit des valeurs ohtenue$^\ 
sera le résultat demandé. On démontrera de la mém.e manière que la rèf/$\ 

m n 

du no aa , donne les ma^a(€Wi dn quotient de yaf,pnr Y-b^n Cette x^t ( 
4onc général». 
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887' IR *> C,' V y daignent lei valeurs numdtiqaes des radicaux* . • 

^^ô? , ^bï, ^aP'bi'- ; on aDrav = AC. Eneffet) on a... 

*■» = al» ; C» =z 5f ; y»* == a/'"*f "•. Mais . . . 
aJ»» =3 *"»» et Al"» = C"»» j donc aP'*bi'* = «t»»»»C"* . 
Donc . . . >"»» = flt»»C»« = («C)»» ; donc > = «C. 

Par exemple; •oîta=:3,p:=i, m=:5j6=— 3, 9si,n=6. 
La foimnle (5) du u* 586 , donnera. . . 

Déngnant par V la Talent nnmeriqae deV^iSSSa^ les 3o Talenrs de. . » 

l/— i555a, d^lerminées par la formule (a) dn ja9 585 , se déduiront de la 

*W«J«' • •> X {cos (a» -f- i) .60 dt |/^i sin (a/i -f i) .60}, en donnant suc- 
eeMÎfemenC à n kff iSyalcurso^ i, a, 3,..., i4* 

On parrîendra plus longuement aux mêmes rësnltats en calculant tous les 
' produits deux à deux des valeurs des radicaux proposés. A cet effet, on repré- 

tentera par « et C , les valeurs numérises de \/â et de V/ — 3 ; les cinq va« . 

ff 

leurs de l/a^ déduites de la formule (i) dn n* 585 y seront* . . 

«9 « X ( cos 7ao± VCTi sin 730 ), « x (cos i44* =i= V^ »itt i44*)- 

1 

Les six valeurs deK— 3 , déduites de la formule (a) du n» 585, seront. . , 
C(cos3o»=fcV/IIïsin3oo),C(cos9o« dfc V^"n9o»),C(cos i5o«>±i/^8in i5oo) , 

•I Pon aura «C=:> ( n» 587 }. 

Si l'on calcule les produits deux à deux de ces valeurs des radicaux pro- 
posés y on obtiendra les 3o valeurs dn produit demandé. 

s 6 

Le produit de la seconde valeur de V^ , par la première valeur de)/ — ^3 » 
•era... 

«C (cos7a<> + V^sin 730) (cos 3o» -♦- ^/^ sin3oo), ouy(cosioao-t- y^ •*** '<>»«). 

Ce produit peut se déduire de la formule (a) dn n9 585, en y supposant 
lit=:3o et n = 8. 

$88* Ce qui précidfi suffit pour mettre en éM( d« tiycrtoutci U$ dificultéf 
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aa mojen des propriétés des fonctions symëtriqitts. Notif etàminarooi ioe^ 
cessivement les équations du second , du troisième et du qaatrîèiiiie degftf. 

Sgi* Soit V équation générale du second degré, . 
Si a et 6 en désignent les racines , on anra (n® 14^ ) . . •> 

(4). . .a«— a(p« -*-^=oî (5)- • •**"-V*+fl'==*- 

La somme des racines a et & étant connue , si Ton ponrait tronrer leur 
diiFérenee , il serait facile de les déterminer ; ml^s cette différence a deoz ^ra- 
leors (a —-b) et (i^ — a) ^ désignant donc cette fonction de a et 6 y par z f Té- 
quation qui donnera les deux valeurs de z , sera (n« lag). . . 

(6)...{«-(a— *)}{«-.{a-a)}=o;on{«-(fl-6)}x{*-f-(tf-*)} 

Les coefficiens de z pourront être exprimés au moyen de pttçi car les rar 
cines aetby entrent de la même manière | dans Téquation (6). Et en efibi j 
cette équation donne. . . 

«• — (a— i)«=30 5 0u»«=tf«-4-5>— aafcjou (7)...a>=:(a«-f-**)— '^« 

Les formules du n^ ^96 , donnent a*-^b* ^= ^p* — 2q j mais on peut cal* 
culer directement la valeur de a* •+• ^' 9 car en ajoutant les équations (4) et (S)» 
on trouve... 

«» + &*— ajE>(a-4-i)-f*a^=so;ou«*H- 6*— 4f'*"**^^ = ®5 

eu a* -f- ^* = 4p* — *9« 
L'équation (7) , devient donc ... 

z^^/^p'-^aq — a^ = 4(f>*— <7)-D'oîia=:rt2V/f* — q- 

•^ 

Donc...a-f"6 = a;yeta — 6 = ±:aKp* — q. On en déduit... 

Ces quatre combinaisons de signes ne donnent que les deux racines di£Eé- 
rentes... 

ar=;pd::V/p* — q- 

695* Pdur simplifier la recherche des racines a, b, c^ de Véquaticn gé^ 
nérale du troûiéme degré, nous la supposerons ramenée à la forme ( n* 4^4)* •* 

(i)...x'+3pjr — a^no. Et nous aurons (a). . .a-f.6-f-c = o. 

L'équation (i) serait résolue , si l'on pouvait trouver une autre fonction » 
du premier degré, des racioei a , & , c , qui ne dépendit que d'une équation du 
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mecomâ àefpé , car kt deux Taleqn de cette fonction donneraient deux ëqna- 
tiXma da premier degré entre a, 6, o, le^elles, combinée! avec rcquation (a), 
ccmdainûent aux valenrs de a, 6^ c. La fonction demandée, devant être du. 
|nemier degré en a , ^ y c, ett de la forme Aa+Bb •^CcjA,B,Cy sont 
des coeffidena îiAéterminÀ , indépendans de a , 6 , c , et il s'agit de les déter- 
miner de manière qne les yaleurs de cette fonction ne dépendent qne d'une 
équation da second degré. Or la fonction Aa-^Bb^Cc , est sosceptibUt 
dcsaixYalenrs... 

^ fAa'hBb'i'CcjAc^Ba'hCb'^Ab'^^Bc'hCat 
^'"^^Aa-i'Bc'hCb'iAk'hBa'i^CcjAc'hBb'hCa. 



Désignant donc cette fonction par jr , réq[aation qai déterminerait y , serah 
* do Mzième degré j mais cette équation doit être réductible au second degré ; 
elle est donc de la forme. . . 

(4)...jr« + P^J-|-Ç = 0, 

car en poaant j^' ss < , la transformée est. . . 

(5)...««+P»-f.Q=o. 

Lea cubes des six valeurs de^, contenues dans les formules (3) y ne doîvent 

donc avoir que denx valeurs différentes. Cette condition serait remplie , si 

trois valeurs dejr étant m , m« , m«>, les trois autres éuieut n, ha, /i«» , 

(« et «> désignent toujours les racines cubiques imaginaires de Punité }. Il 

auffit donc de chercher les valeurs de A^ B, C, qui satisfont aux éqaa- 

fi 
tionj. . • » 

(!Bi--jrz:zAa'^Bb+Cc=mifz:iAc'hBa'i^b=vnti'yy^=^b^Be^Ca=:mûL*; 
(7}..jrs=^tf.4.j9c-f C&=ra jyzzAb'hBa-^Cc^sn* 5 jr=5^c-»-JBfr-hCa=nA*. 

Or en général , trois indéterminées ne peuvent satisfaire qu'h trois condi- 
tions ; mais les fonnules (7} se déduisant des formules (6) , en changeant dana 
cea dernières 6 en c et c en 6, on prévoit que si les cubes des trois premières 
valeurs dejr sont égaux, il en sera de même des trois autres cubes. En effet ; 
lorsqu'on substitue pour m sa valeur Aa'^Bb'^ Ce , dans les éqnation» (6) , 
on trouve. . . 

Cea denx équations devant être identiques « les coefficiens de a doivent être 
éffiJiXf %inM qne ceux de 6 et de c ; ce qui donne. . . 

(8). . .*^= jB j (9). . .«5= C} (10). . .*C= -^. 

Xtft svbatitQtiou de la valeur de n, dans les formules (7), conduit aux mêmes 



^8S é L £ M £ N s '' 

('cpations ; et r«3imination de B, entre les épations (8) et (g) , donne* . j' 
C=ci^ A , d'où aC=ia^A'=.A* Les inconnues A, B, Cf ne doivent doifc 
satisfaire qu'aux ëcpiations (8) et (9). On peut donc disposer arbitrairement âk 
Tune de ces inconnues. Par exemple ... 

* 

y^ == I , donne Jî = a et C = «*. 

Dans réquation (5) , les deux valeurs de z ëtant m' et /t' ; on aura (n^i43)..« 

/>=— (m3-f-/i3)et Q=m^ x /i'. 

Nous allons démontrer que (m^ -4- n^) et m^ y,n^ , sont des fonctions sj- 
métriques de a , & , c ; il sera donc possible d'évaluer ces fonctions an moyen 
des coefficiens p et ^ de Tcquation (i). Pour obtenir la valeur de (m' +'*') > 
on formera d'abord le cube de m, c'est-à-dire (a-^bct^^cA*)^, Observant ' 
que Ton a. .. «t3 = i,«i4=«i, «1^:= a>, «t6 = i^on trouvera. .. 

Or la valeur de n , se déduit de celle de m , en changeant & en c et c en 6 , 
dans m j il suffit donc de faire le même changement dans la valeur de m' , 
pour obtenir celle de n^. Ce qui donne. . . 

Ajoutant ces valeurs de m' et de n' , observant que «-4-** = — i,ct 
adoptant la notation des n^* 484 et 49^ t ^^ trouvera. . . 

On pourrait déduire les valeurs de Si et de J\a*b), des formules des 
n^* /i86 et q^ , mais on parviendra plus directement au résultat , il l'aide de» 
artifices de calcul que nous allon^ indiquer. Les racines de Péquation (i) , 
étant a, ^, c, ona. . . 

(ii)...a3H-3pa — ^q^o; b^-h^pb — 2^ = oj c' -4- 3/»c — a^sso; 
a-hb-i-crrzo-^ ab-^ac^bcssSp^ abc =: 3ç. ( no 143 ). 

Ajoutant les équations (i i) , on trouvera ... « 

(flî -4. èî 4. cî) 4- 3p (a 4- è-+-c) — 6^ =s o j d'oii «y 5 = 6^. 

Pour calculer T(a'b) , on observera que l'on a. . . 

T(a*b) = ab (a-f&)-f.ac (a'^c)'hbc(b 4- c) î 

mais a >f- 6-f-c= o , donne . . . 

a + ^= — c, a -f-c = — 6, &-|-c=-^<i; donc..»: 

T{a*b) zz'-^abc — acb'^bca^=:-—Zabc =:— 6^. 

Donc m3-f>n3 = a.6^— 3(-^6^)-t-ia.a<7=:54^.. 

Pour obtenir la valeur de m} X n}^ on pourrait malpplier la valeur à% m* 
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par celle de n' , maU on abrégera le calcul , ea évaluant d'abord le prodi^it 
m X A. Effectuant ce produit et remplaçant et-f-di* par — i , on trouvera. . . 

m X n=(a« +ft» -H o«) — (ab + ac-f-^c) = (a* +è» -l-c»)— 3;>. 

Or, 0= (a4^-Hï)'=(«*+&*4<î»)H"a(aH-ac4^c)==(a»4-^»-fc»)-f-S;i. 
I^oac a* -^ b* •¥• c* =. — 6p. D'où mn=i — gp. 

On a donc P = — 549 ®* Q = (--9/')'* ^^ ^^^^ T^* Tcquation (5), 
devient. . . 

(la). ..«■•— 54^2 — (gp)' = o. Oh en déduit z = 27(<y±: V^</» -f. p*). 

Désignant ces deux valeurs de z par z, etz^,, et observant que m} et/i' 

ioot les deux racines de l'équation (la), on aura. . . 

_^^^^ s 

«^ = 27(94. V/9--+-Ai^) = m3; «,,= 27(7— V'9»-|-.pî)=/iî. 
Cet équations à deux termes donnent (no 3i4)* • • 

(i3)...iii= V^,, ?»=s« V^ > 7ii=a» V/^, j 1= V'-yi» i=* V^»/,, n=«* V^ir 

Le produit m X n ^ devant être égal à la quantité réelle — QP» on ne peut 

3 s 

combiner ^que les valeurs de m et n dont le produit est réel j or V^/X V^ 

3 3 

on yz^H f est réel , car yz^z^, = — gp. On ne peut donc admettre que ces 
trois systèmes. . . 

3 3 3 3 3 3' 

tnzz: yZftin'ZZ.\/zf,;m-=zAyZfet nz:ztt*y Zf/jm::zA*Yz,etn=:AYz^ 

5g|6. Si Ton prend le premier système, les valeurs des racines a, b, c, 
dépendront des équations. . . 

(2)...a-f-M-c=o ; (i3)...m=fl-t-ft«-Hc«»=:V/«/}(i4)'*'*=^+^**"*"C*= V^'*!» 
Ces équations donnent (**). .. , 



(**) Pour abréger le calcul des inconnues a, i, c, on ajoutera les 'équa- 
tions (2}, (i3), (i4), et observant que i -f. a -h «t> = o , on obtiendra la 
valeur de a. Ajoutant h Téquation (a), l'équation (i3) multipliée par «> et 
l'équation (14) multipliée par <t, on trouvera b, et l'on parviendra à 1a 
valeur de c, en ajoutant l'équation (a); à la somme despioduits deséqua< 
mon* (i3) et (14)^ par « et par «*. 
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L'emploi des deux antres systèinës de valean de m et de it, conduit anê 
mêmes racines , elles se présentent seulement dans un autre ordre. 

597. II reste à interpréter les valeurs de m et de n^ dont on n'a pas ûûf 
usage. Les formules qui expriment les racines de l'équation (i), ne contenant 
que q , q* et p^ , et les cubes de p ^ de «j9 et de 9>^p , étant les mémea, la 
résolution des équatibns. . . 

" (!)...x5-f3jpjF— •a^=o; (i7)...*'-|-34pa>— 37=05 (i8)...z3H-3«*px— 37=0 , 

conduirait aux équations (i3). Les équations (i3) doiuent donc donner les 
neuf racines des équations (i) , (17)^ (18}. Les valeurs de 7n et de it dont 

le produit est réel , ont donné les racines de l'équation (i) \ les yaleors de m 

3 
et de n dont le produit serait «V^s/s,, , fonmiraient les racines de l'ëqna- 

tion (17} , et Ton obtiendrait les racines^ l'équation (18}, en combinant les 

3 
valeurs de ttt et de n dont le produit est «* kV^ * 

598. Enfin, si l'on veut ne laisser aucuns doutes sur la nécessité d'obtenir 
les neuf racines à ta fois , on résoudra ce problème : Déterminer quelle 

est l* équation dont l'expression générale de l'une des racines est, . . . 

3_3^j__ 33 

jr= ^l/s^H-V^^/i)* L«* radicaux V^z^, V^»„9 pn* dans l'acception la plot 

3 3 ^ . * _ * 

générale, étant susceptibles des valeurs (^y ^r^/y ** W'^/i v^t 

3 3 3 

e,yzjf, tL*yz^^'^ si Ton combine chacune des valeurs de V^2y, avec les trois 

3 

valeurs de y z^^ , on obtiendra ces neuf valeurs de x. . . 

L'équation demandée sera donc. . . 

Effectuant les multiplications indiquées, combinant les facteurs trois k- 
trois , à partir du premier , et mettant pour z, et z„ les racines de l'éqna* 
lion (la), on trouvera. . . 

(or' + Zpx — aç) (af 5 ♦!• Z(tpx — 2q) («' -h 3* ^px •— a^) = 0- 

Dt 
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i)e sorte qne l'ëqnation demandée est da Hènyième degrë. Ce qai vé-> 
kifie rezactitude de la remarque du n^ 597 • 

Cet exemple suffit pour faire voir comment on pent^ormer une équa- 
ti^- lorsque Von connaît P expression générale des racines de tette 

équation. Si la racine était p-f- Yp*-^q, l'équation sertit... 

* 

{x — P'^VP* — q) (x — p-h ^/^a — 9)=±:o, otior api;4*^ = o. 

599. Ponr résoudre Péquation générale du quatrième degré, on fera 
j^pualtre le second terme (n* 4^} » ^^ désignant les racines par a, b, c, d, 
on apra.. . 

(i) . . .«* + px* -f. ^x -#- r = o î (a). ..fl-#-A-#-c-f-J=:o. 

Raisonnant comme dans le n^ 595, on cherchera à détenhiner A,By C, D, 
de manière que la valeur dt la fonction {^a -|^ Bb -f- Ce + Dd) tie dépende 
qoe j^ane équation réductible au troisième degré. Les racines a, b, à,d, 
étant susceptibles de a4 permutations, la fonction proposée dépendrait 
d'ime équation du vihgt-quatrième degré. Or avec un peu d^attention , on 

Voit que la fonction |^(a H- ^} — (^ + <0/ n'est susceptible que de trois va- 
leurs. Désignant donc cette fonction par t, Inéquation en t sera (n° 139). .* 

(!)..{«— (a-fi-è—c—ÉO*} {«— (a-fc— ^— rf)*} {«— (fl-M— c— fr)«} =0. 

Ponr simplifier cette éqnaûon, on observera que. ,, 

[a -fk6— c •— cQ* == if • — ^{ab'i^ae "^ ad ^ bc -+» bd -i^ cd) -^ ^(ab^d). 

Mais (a-f"&"4^cH^<Q* = 04 donner ; * 

ja = — a {ab -^ac -hud 'h bc -^ bd ^ ed) = •— ap. l)onC 
(fl + ô -^ c — <i)« ±=; -— 4? + 4(«^ "f- câ). 

Chàdgeant successivement i en à, ei h end, il tiendra. •« 

(a-f c — 5 -»■ ci)» = — * 4p -f- 4(«« -t-*^ 
(a -fTj — c — b)» = — 4j»+ 4(aJ-f* cb), 

\ Ce qoi réduira Inéquation (3) , à. . . 

{«-f*4(P — afc — c</)}{« + 4 Û» — «c — 5d)}{r+4(;?— ad^c) } =: ©• 
Jhieant tzsz^z et ensuite z-^p =:jr ; on trouvera. . . 

{jr-^ (ab-i^cd)} k{x — (ac + bd)} k{ X -"(ad-h bc)} =io i om 

(4)- . ^r^ 4-^r + .Cr + /î =» o. 

Jlgèhre. *T. ÎI. 19 
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Il s'agit d'éralner P, Q,Ry aa moyen de p,i;f, r. Or (û? 14a)...; 

P t= — («^ -f. cé/4- <ic -f. W -f- aJ+ ic) = — ;i = — ^(flfc). 

Miîa abcd=r et 4^1 =— ap j donc /î =— 71[a*5»c«) -f- 2pr. 1 

Les formules des d9* 496 et 4^ donneraient les vdears de 7\a*b€), '. 
2\a*b*fi*)f mais on peut calculer directement ces termes, ca^ on a. . . 

ahc^abd-^ acd^ècd=:q j A-f-6 + c-f«J=:o. Donc... 
o =± {abc -f- abd-h acd'-f- bcd) (a + &-f-c+-<Ç=: J\a*be) -♦- ^abed^ 
D'où . . . r(a»ftc) =— 4afcc*f =— 4r. Or. . . 
q* = (ai^c "^abd + ac£{+ ie?cf)» = T{a*b*c*)'^ 2àbcd x 7'(fl*)i donc. . . 

m 

T{a*b*c*) = 9» — rutbcdx T{ab) = (<y» — ^rp)* On a donc. . , ' < 
P=— ;;; Q = — 4rj il = — (9» — a/7?)-f.apr=(4pr— -ç*}. j 

L'équation (4) devient donc. . . 

r^—PX^ —^rf-h (4;?r— 7«) =0. | 

Mettant pour^ sa yaleiir x 4-^9 , on troCire. . . \ 

(5) . . .a» -f- a/5X»+ (p* — 4r)« — ^«=0. - j 

. Désignant les trois racineé die trette équation par s^, 2^, z^, et observant qoe ' 
dans Tequation (3) , / = 4s, on obtient. . . 

{a ■+'b—C'^d)* = 4«y î (^-f-c— i— iÇ» = 4«,, î (a-M— c— i)« == 4«a* D'o^* • • 

Les signes + et —-.qui affectent les t&dicaiux\/ z^^yz^ ^yic^ , présentant 
huit combinaisons difierentes, il est nécessaire d'examiner quelles sont ks j 
combinaisons qui conduitent atz racines de l'dqoatioik (i). Pour y parvenir ,* 
on détermine le signe du produit de ces trois radicaux. JLies équations (6) , 
donnent. . . 

Effectuant les multiplications indiquées dans tè second membre y oa 
trouve .... 

■ 

{± a V/^) (±a i/^) (d: a t/^) = Jj _ a^. 
La valeur de *$*} , déduite de la formule du n^i^'Sd, est — -6^. On peut cal- 



1 

\ 
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tiuer directement cette valeur, car . . . 

o = (a-f. & 4.c4-rf) (a« -H &» -f c» 4-d«) = «^î 4- T(a*b) ; 

1^5=:—- ^(a*^) =:6a^c = — 6<7 j car afrc = — ^. On a donc. . . 
(5)... (d=a\/^(±:2V/^)(±:aV/^)=:-8^. 

6oo. Par consëqnent , lorsque^ est positif dans F^quation (i), on tie doit 
idnMttre qnt les combinaisons de signes poar lesquelles le produit des trois 
ndicaiix est négatif; ce qui exige que deux radicaux soient positifs et l'autiè 
)iéfgÊitiî^ où que les trois radicaux soient négatifs. Prenant donc. . . 

(Çki.a-i-i-^c— rf=-f-aV/»]j (9)...a-Hc — b — £Î=:H-aV/^; 



(lo). . .a»{-d — h — c=: — aj/j 



^m y 



tt eômbîilaiit ces trois équations avec Téquation (a)...a-f-&-f^c-f-<'=09 
•n trouve (♦*). .. 

Lorsqu'on change Pune quelconque des quantités z, , ^a y ^at ^^ ^°® 
antre , ces quatre racines ne changent pas y elles se présentent seulement 
dans un antre ordre ; toutes les combinaisons de deux radicaux positifs avec 
tm radical négatif , conduiraient donc aux mêmes racines. Mais avec un peu 

d'attention , on voit que, changer les signés de V^ et deV/xJdans les formu' 
les (8}, (g) , (lo) , (i i) , revient à changer 2, en z^^ les formules (8) > (9} ^ (10) , 
conduiraient donc aux mêmes racines , en prenant les trois radicaux négatifs. 
De sorte que toutes les combinaisons des formules (8), (9), (10) ^ pour 
lesquelles le produit des trois ^dièaux est négatifs conduisent aux va- 
leurs de a , b, c, d, données par les formules (i i). 



(^*) Pour calculer les valeurs des inconnues sl, h, c,df on changera 
les' signes de tous les tertnes des équations (3), (8), (9), (10), de manière que 
dans chaque équation , Pinconnue que Von veut obtenir soit affectée du 
*ign^ H*; la somme des quatre équations qui en résulteront, donnera la 
valeur de cette inconnue. Ainsi ^ la somme des équations (a) , (8) , (9), (10} , 
déterminera la valeur de a. Pour obtenir b,on changera les signes des termes 
des équations (9) et (lo) j les résultats, ajoutés aux équations (a) et (8), donne- 
ront la valeur de b. 



I 
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60 1. Si PëçpDiation proposée ëiait. . . 

(12). . . «44. px» — ^a:-f.r=o ; 

le signe de 9 changerait dans relation (i) j de sorte ^e le prodaic des trois 
radicaux devrait être positif^ prenant tous les radicaux avec le signe -4- » ce 

qui revient à changer le signe de^z^ dans les formules (8) , (g) , (lo), (ii)f 
on voit que les racines de Téquation (la) , sont. . . 






v^) i -*= lQ-v7,-v^+v^y 



On prouverait , comme dans le no 600 , que dans les formules (8), (9), (10}., 
toutes les autres combinaisons , pour lesquelles le produit des trois radicaux 
est positif, conduisent aux mêmes racines. De sorte que les huit combinai- 
sons dont les formules (8), (9), (10), sont susceptibles, ne donnent que les 
deux systèmes de racines exprimés par les formules (11) et (i3). Le premia 
système se rapporte au cas où q est positif dans re'quation (i), et le seconda 
celui oii q est négatif. 

60a. Si Ton veut concevoir pourquoi les mêmes formules^ ne conviennent 
pns aux équations (i) et (ia),on observera que 2^, «y,, 2^, ët^t les racines 
de réquation (5), dans laquelle il n^entre que p ,p* , r et 9'i la résolutioB 
des équations ... 

(i). . . x^'\'px*-^qx'{-r^=:o, (12). . . x^^px* — ^ar+rsrro, 

conduirait h la même équation (5) j celte dernière équation devait donc donner 
les huit racines des équations (i) et (12). 

6o3. Pour obtenir une formule ^ qui exprime les racines de Péqua' 
tion (i), queh que soient les signes ^c p, q, r, il faut cJiercher des va- 
leurs des racines a, b, c, d^ qui renferment les premières puissances des 
coefficiens p , q, r. On y parviendra de la manière suivante : «^, «^ et «^, 
, sont les racines de Téquation (5) ; on a donc (no 142 }, 

«/•^ 2/,H-»jB=— ap j^,2^^=9» i d'où. . , 

^(2,H.2rt-f-^=«„+c«+2 »/;;;;;= (v^^^v^)*; 

Donc , V/^-f- V^ =\/ — («. -f- ^p) -»- 27 y j 



D* A L G È B R E. 
SnlMinaiit Ms Taleon , dans les formules (i i) , on tronTC . . . 



2<)3 



04).. . 






Let focmules (i4) jouissent de la proprîëcé demande'e , car elles contiennent 
la pranîèra puissance de ^ , et la valeur de z, , dépend de Tëquation (5) , 
qak renferme les premières puissances de p et de r. De sorte que les for" 
mules (i4)» expriment les racines de Péguation (i) , quels que soient 
Us valeurs et les signes des coefficiens p y q » r. 

fio4* Remarque* LVquation «^ «^„=—; donne. .. yz^^ = "II » 

On a tronré les formules (i4) en prenant le signe +) on parviendrait aux 
mêmes racines en pfenant le signe — , car cela se réduirait à changer le signe 

de^^Cydans les formules (i4} jce qui donne les mêmes racines, dans un ordre 
diffe'renc. 

6o5. On a vn que les racines ne changent pas en mettant pour s, l'une 
qnelconque des racines de rëquation (5). Or celte équation a toujours une 
ncîne réelle positive ( n^4^^)- ^^^ conséquent , lorsque on voudra simplifier 
le calcul des valeurs numériques des racines , on prendra pour Zy la 
radne réelle positive de l'équation (5). Si l'équaiion donnée est. . . 

(i)...jr4— 4^î-f.9j«— 6a/-f.io4 = o, 

«a fera disparaître le second terme, en posant y =:x-f>i , (n*4^)9 ^^ m^^ 
(Itmnera. . • 

jc* H- ir« — 5ax H- 4^ = o. 

» 

. Comparant cette équation à Téquation générale x^-hpx* ^ qx'^r^zop 
manra. .. 

p =:3 y 9 = — 5a , r = 43> L'équation (5) du no 5qq , deviendra . . . 

«^-f-ôz* — i83«— 3704 = 0. Soit « = jCy — 2. 

La transformée sera x^^ •— igSx^— - a3aa = o. 

Sf Ton compare cette dernière équation à Téquation (i) du n* 5gS, on 
verra que Xj n'a qu'une seule valeur réelle ( 0^ 5^)- Cette valeur sera dé* 
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(«rixiiaée par la première des formules (i6) du n^ 5g6. On trouTexai, . ^ 

5 , 3 * 

ar,=V^il6i-h V^l 0733^+ y/ 1161—^^10732^6; 
S 3 

=:V'ii6i-f.io36-|.i/ii6i — io3Ç=i3-4-5=:i8. 
Pn en déduira. . . 2 = âry — a= i6=«^. 

Les formules (i4) du n^ 6o3 , donneront. . . 

x=3, «= X, x=îi (— I d: V<15> 
Mais j^ =: X -4- I. Les quatre racines de Pëqnation (i) sont donc. . • 

Remarque. Dans cet exemple , il a e'té possible d'évaluer exactement 
chaque radical ^ mais ces cas sont très-rares. Le plus souvent on ne peat 
obtenir la valeur numérique débarrassée de radicaux, qu'en calculant la valent 
approchée de chaque radical ^ de sorte que dans le cas oU les racines sont 
commensurables , les formules générales ont souvent l'inconvénient de 
ne donner que des valeurs approchées de ces racines. Le même incon- 
vénient subsiste pour les équations du troisième degré, Oi| voit donc que 
les méthodes indiquées dans la résolution des équations numériques , 
sont celles qui présentent le plus d'avantages lorsque il s'agit de calculer 
les valeurs numériques des inconnues. Si l'on parvient à résoudre gâtera? , 
lement les équations de |ons les degrés, on n'en tirera aucun avantage pour 
l'évaluation numérique des inconnues. 

* 606. Nous sommes parvenus à résoudre les équations du troisième et 
du quatrième degré , au moyen des propriétés des fonctions symétriques. 
IVous allons faire voir comment on peut résoudre directement ces équa" 
tions. * X 

* 607. Pour résoudre l'équation (i). . . jc* H- 3/ix— 27 = o , 
on suppQsera x =y- -f< « ^ l'équation (i) deviendra. . . 

(jr-^,^)3^3;,(jr^-2)— a^ = 05 0u(jr3^a3— 2^)-|-3(jr-^«)(yH-/')=o, 

et il existera des valeurs de l'indéterminée z , qui feront dépendre la résolution 
de l'équation (i), de celle d'une équation du second degré. En efiet» on pen| 
supposer. . . 

jr3 ^ «3 .^ 2^ =: o • d'où (jr^z) (yz -fr p) = o, 

i:arcea deux dernières équations détermineront jr et z, et l'on en dédoii^ 
y -f- 2, qui sera la valeur de x. Quand l'équation (i) n'a pas de racine éfplt à 
zéro (**) f le facteur jr + z n'est pas nul , car x n'est pa^; zéro ; les équatiofil 

(**) Lorsque l'équation (i) a nue racine égale«à zéro, q est nul; et les àeat 
autres radines sont déterminées par Téquation x* -4- 3/7= o, que l'on sait 
résoudre. Il siiffit donc d'e^uuqincf (e cas oii l'équation (i) n'a pas dfi facint 
égale à zéro. 
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frMde&tei se rédaUent donc à. . . 

* 608. On ne devra prendre que les valeurs 4e y et de z qui satisferont 
h ces équations. OrrëqtiaMon(3) , donne la somme dc^ quantités jr^ et s^ ; 
il est donc nattirel de chercher le produis de oes Quantités , caf pour trouver 
âeusc quantité* 9 Iorsqu*on en connaît la somme et le produit , il suffit 
de résoudre une équation du second degré ( i^^ Sect. n^ 726 ). Elevant 
donc les deux membres de l'équation (3) , au cube , on aura. . . 

Regardant y' et *' comme les racines de Tcquation <» — P« -f. Ç= o , on 
aoraCn" i4a).. . 

L'équation en t deviendra. . . 

f —^qt — p3 = o j d'où t=:qzh ^q* -+■ p* . 

Les rackies de cette équation exprimant les valeurs de y"^ et de z' , on 
aura ... 

Posant (5). . . <7 -+■ Vq^+p^^^A^ et ^— l/^^"Tp= B^ > 
il ne s'agira plus que de résoudre les équations à deux termes. . . 
jr3 = ^îjaî=:JÎ3. On en déduira (no3i4)... 

'^'Gogb. Ces équations donnent neuf valeurs de^ -f- tç , ce qui parait conduire 
à neuf valeurs de x ; mais comme^ et z doivent satisfaire à la condition X'2=f7 , 
on ne peut prendre que les valeurs de j^ et de z dont lé produit est réel {**) ; ce 
qui fournit ces trois valeurs de / -f* z , ou de a: , 

(6). .. ap"=-4-f*jB= a'j x=zAa'^Ba* ='^î x=:Aa* -^Bct.^=c. 



(*'*) Si l'on Teut expliquer pourquoi l'algèbre conduit k des valeurs de 
y et de c qui ne satisfont pas à la question, on observera que les seules va- 
leurs de^ et de z , qui puissent convenir à l'équation (i) , sont celles qui satis- 
font aux équatiqns (a) et (3) j mais on a tir^ les yaleUR de jr et de z des équa- 
tions (a) et (4), et l'équation (4) donne j^ z zsz p , jrz= Ap , jrz = A*p ; on a 
donc introduit tontes les valeurs de^ et' de z qui satisfont anx combinaisons 
de ces denx dernières équations avec l'éqji^tipn (2) > on doit donc en&utte 
n'admettre que les valeurs de y et de z qui satisfont à la condition ^2=/?. Les 
valeurs de^ et s , pour lesquelles jrz=:Ap, ou yz^tt'p , donnent les racines 
de l'équation x^ -♦• 3«px — 2q = o , ou de Péquation x' -+- 3«*j»x — 2q =o^ 
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Substituant pour AetB, leurs valeurs tirëes des formules (5) , on <^t2ciidfii 
les trois racines a, b, c,de IV^atîon (i) du n*> 607. 

* 610. La méthode précédente ayant donné six valeur^ de x étrangères i 
réquation (i) , on peut croire que d'autres procédés conduiraient directement 
aux trois racines j mais il faut observer que toutes les méthodes doivent 
donner les mêmes racines ^ or A et B ne renferment que le cube de p ; les 
trois racines ne contiendront donc que p^ ; mais les cubes ,dep, de apet 
de ei*Pf sont les mêmes j on ne peut donc pas résoudre Péquation, . . 
x^ + 3px — aq = o , sans résoudre en même temps les équations. . . 
x'-4-3«tpx — aq=o, x^-4-3«t»px — aqsso j on trouvera donc toujours à 
la fois j les neuf valeurs de % qui satisfont à ces trois équations» Ce t^ 
s'accorde avec les remarques des n^* 697 et 598. 

''^611. Pour c/licuter /es ^rmu/es (6) ) avçc plus de facilité, on remplacera 

et et «> , par Jeurs valeurs - ( — ir\-y — 3 j 9 -'( — i — y — 3 j j ce qui 

donnera ... 

Les valeurs de ^ et j8 , dçduites des formules (5) du n^ 608 , sont. . « 

3 3 

yi=zVg-hV>g*-hp^y B=: \/q^yq*^p\ 

i®. Lorsque q» -f- p' sera positif, A et B seront réels et inégaux. La r«* 
cine a sera réelle ; les racines h etc seront imaginaires. 

a^. Quand q' + p' sera zéro , les valeurs de ^ et de ^ seront égales j ^e 
sorte que les trois racines a, b , c, seront réelles; h sera égala c. 

3^.*Lorsque q» -f-p^ sera négatif, p sera un nombre négatifs- p^ et q^ 
sera moindre que p^^ j les valeurs de ^ et de B, deviendront imaginaires ^ 
les trois racines seront donc compliquées d'imaginaires. Mais dans ce 
cas y les trois racines sont réelles (**). £n effet ; lorsque p est un nom|»re 
négatif — p, , Péquation (i) devient x* — ^p/c — a<7 = o , et l'on a , . , 

q* étant moindre qu^ p^^^ la. valeur de pj^-^' est une quantité positive mK 



m 

{**) On a donné au cas qne nous examinons le nom de cas irréductible , 
parce qu''on n^est pas encore parvenu à exprimer les raciiies par uq ^o^llu9 
|ini de termes algébriques réels.. 
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Soit... A^=iq-hni^ — iz=:K (cos 3<-f-v -— i sinSl); on aura. .«. 

I 

et la tratufonnatîon indiqaëe sera possible > si les Yalenrs de iT et de ( , 
- tirées de ces deux équations , sont rëelles. Mais , en supposant le rayon égal à 
hmifé, on trouTe. .. 

ç« H-ifi» = JT» (cos« 3« •+ sin* 31) = AT». Or ^» -f- m» = f^.^donc iï= V7^** 

Or 9 p^ est positif j K est donc réel. L'équation. , . 

q^zK cos 3t, donne cos 3t = •?? = -":;=;• 

K y/J} 

On a aapposë q*<^p}\ q est donc moindre que ^p,^y la valeur de 
co«3t est donc moindre que Tunité, on que le rayon \ l'angle t est donc 
réel* La formule.. . 



^' = ( cos 3^ 4- K--isin30ir , donne (n^^SSg) , 
A = (cos « 4- V^— I sin «) l/IT- 

a 3 6 ____ 9 

Ot'Kz=\/^ i donc}/ K^)/p,^=^yp,. Donc 
^ = (cos trh V^ — I sin «) V/pT» 

La Talenr de j9 ne différant de celle de A , que par le signe de \/ — i » 
oa a.. . 

5=: (cos t — |/ — I sin t) ^Pr On en déduit. . . 
|/p7Xco8 1; ft= — V>7>< (cos «+ V^ «in «}}<?=— V'^ (cos «— J/Jsin/). 



£e« froii racines sont donc effectiuement réelles. Les expressions de 
ces racines penvent être simplifiées , car le sinus d^un arc de 3o<> , étant 
égal à la moitié de la corde d'un arc de 6oo, ou à 3 , on a. . . 

sin 3oo = J; cos 3oo= V/i — J =ï k 5. Donc 
— è = a V^p/ (ï cos « -+. i 1/3 sin «) = 2 V^fJJ ( sin3o» cos* -{- cosSo^ sinf) 

= a ViP^ **û (3oo 4* t), 
-. c c= a V^(ï cos<— ï 1/3 sinO =a V^pJX «iu (3o» — /). 
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Ces formules m rapportent au cas où le rayon est Pnnit^; Ioxs^'ob Toa- 
dra opérer avec des tables dans lesquelles le rayon sera égal à r, on dena 
supposer. 



I • • • 



,~ÙL£i ,iii(3oo + f) ; — «=i!^ »iB(3o<» — ») 
r r 



cos t 



AÎDsf, pour résoudre Pëquation jt' — 70? — 6 = o ; on la compatera & F^ \ 
quation gëneral^^ — 3j9y^ -« a^ =: o j ce qui donnera p^ == } et ^ = 3. Qa ' 
en déduira. . . 

/(cos30=/f-~^^=/^-f-^r— î/p,= /3 + io— 4/(|) 

=: 9iga5i5 = /(cos 3ao 4^0* Donc. . . j 

3« = 320 41' et « = loo 54'. 1 

Cette valeur de t est un peu trop grande , mais Terreur est moindre qu'une . \ 
minute. Les formules (8) donnent... 

/ a = / 2 -^ j/p^ + l cos t — / r = Of477i i = /3 , J 

/( — 6) = /2 + |/p^/sin(4oo54') — /r = /a; ; 

/(— c)=:/a-f'T'A'/+^"n(i9® GO — /r = o=:/i. 

Donc ,a=:3,fc=: — aetc=: — 1. 

Telles sont les trois racines de Tequation proposée. Il 'serait impossible de 
les déduire des formules (6) , du no 609. 
fCi^, On pourrait résoudre Véquation du quatrième degré 

(i). ..a:* + pa:» -f- <7 a: -f- r = o , 

par une méthode analogue à celle du no6o7, en faisant x=:jr«f.z-f»f; 
mais les calculs étant très-compliqaés , on parviendra plus facilement an 
résultat en décomposant Péquation proposée en deux équ^^ions du se'" 
€ond degré» A cet efièt , on déduira de l'équation (i). . . 

ar4-4-pj:*=: — qx — .r. 



(**) Si l'on répète les calculs du nP SSg , en supposant le rayon égal à r, 
•n trouTcra... j 



V (COS2-4-1/— I sinz)/*»-* =cos — -|- K — i sin- ê 
Ce qui conduira aux formules (8)* 



■ 
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11 «eralt facile de rendre le premier membre nn carre, en ajontant, ^p", 
, maif le second' membre ne pouvant derenir ttn carre , qae lorsqu'il ren* 
L ferme x* , on ajoutera zx* k chaque membre , et après avoir completté 1« 
ijnarre dp premier membre , on disposera de l'indéterminëe s , de manièro 
à rendfe le second l^embre nn carre; extrayant ensuite la racine carrée dn 
cbaqiie membre ,. IV^ation (i) sera décomposée en, deux équations du se- 
cond degré , dont /leà quatre racines seront celles de la proposée. £ffo«" 
ludns ces calculs. En ajoutant zx* h chaque membre , on trouve 

Complettant^ le carré du premier membre , il vient. . . 

ar* -+• (p -f «)jt> +i (p -f- *)'r=zx* — <7« — r-f-^Cp +«)», ou 

Le second membre sera un carré, si Tindéterminée z satisfait à la condition 
(lire section, n® 720) 

(3)...«{(p + «)« — 4rj = <7«. 

On en déduit. . . 

(4). . . . «'+ 2p*»4-(p*— 4'') « — q*=o. 

*6i3. Pour toutes les valeurs de z qni satisferont à Téquation (4) » les dcn« 
membres de Péquation (2) étant des carrés, on pourra en extraire la racine 
carrée j ce qui donnera. ... 



(5) 



...»* + I(a'+«>==*=Gv^-5 7 V;)* 



Résolvant les deux équations du second degré , qui résultent du double 
signe , on trouvera. . . . 

(7)...ï=l(-V^±Y/-(«+art+99 V'i)- 

L'équation (4) ayant toujours une racine réelle positive (n^ 4^^ > si l'on dé? 
signe cette racine par z, et les deux autres par 2^, et z^ ; en mç(ti|nt dans les 
formules (6) et (7) , z^ au lieu de s , on en déduira les quatre racines a^b y€,d, 
de l'équation fi) j de sorte que le probltee est completteme&t résolu. Difcu* 
|om ces formula. 
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'*^6i4« Sî Ton Tent expliquer pourquoi la valeur de m dépend é^tmé 
équation du troisième degré , on remaïqaera que Téquation (5) èlo 'n iHW rf 

lfl> ^atre racines afb,Cfdy de relation (i) , le coeffi^ent yz, 4« b pnt 
mière paissance de x , est égal à la somme de deux quelconqucf dea radnei 
a,bfC,d'f de sorte qae z est susceptible des six Talenrs. . . . 

(«+*)-, (H-a)», (fl+c)- ,(H-d)S (a-HÇS (M-c)». 

Mais le coefficient de or' ^tant nul dans Pëqnation (i) , la somme des 
racines a, byC, d^ est égale à ze'ro (n*' i43}« On a donc. . . . 

^ La quantité jb n^est donc susceptible que des trois yalenrs difFérentes 
(a4-^)S (a-H>)>, (a^+d)*. L'équation (4) det'aif A>nc être du troisième 
degré. Cette équation a reçu le nom de réduite , parce qu'elle réiittit latéso- 
Intion d^une équation du quatrième degré à celle d'une équation d'un degré 
moindre. 

* 6i5. L'équation (5) démontre que si dans les formules (6) et (*)), on 
mettait successivement poufzy les deux autres valeurs z,, z^ , on retombe- 
rait sur les quatre valeurs de x fournies par Phypothèse z = z^. En effet; 
l'équation (5) donne deux équations du second degré de cette forme. . . 

(^). . . X* — xyz -4- « = o j X* +x V *+ ^^= <>• 

Si a et & désignent les racines dont la somme est réelle ( remarque du 
B^ 523 ) , on aura . , • 

Posant zzpz^y les éqaations (8) donneront. . . 



fe) 



(X*— (a-h^)x-f'a^=o; d'oîi x = a et x = il 
X» — ( chd) X -hcd =o; d'où x = c et x = d*' 



Faisant z :=2^ , les équations (8) donneront. . . 

X» — ( a-f'c}x -f-tffc=:o ; d'oiix = aet x = c 
X» — ( i +<?) X -f- W = o j d'oh x=zb etx zz:d. 

Enfin, l'hypothèse z^z^, donneiait les mêmes valeurs de x, dans an ordre 
différent. Le principe est donc démontré. 

* 6i6. Toute équation du quatrième degré est décomposable en deux 
facteurs réels du second degré. En effet j si l'on compare les éqaations 
(5) et (8) f on trouvera. . . 

Or, ab et od représentent les valeurs de a et de C, correspondantes à 2==»^ , 
et Zf est réel et positif j ab et cd sont donc réels. Mais, par la même raison > 
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« «f. 6 ttC'hd >ODt réels j ies formules (9) donueront donc deaz factédra - 
ïéèls dn second degré 4e l'équation (i). Ce qui s'accorde avec le principe gé* 
aérai da n» 533. « 

''^617. Ponr distinguer dans quel cas les racines a , b , ç, d , sont 
réùUes ûu imaginaires , on introduira les trois valeurs de z dans celles de 
X. Les racines de Féquation (4) , étant z^ , 2,, , z^ , on a ( n* i4a ) • • - 

»/ + ««+«•=— 2^5 «/«« + «/ «ji-f* «/,«•= P' — ir',z,t„z^=zq: 
Si dans les formules (6) et (7}, on met pour z sa valeur réelle positive z^, 
les valeurs correspondantes de x , seront. 1 * 

U— («^ + ap )=«„+»,; z,=: -2.*- ja<? y ; = a V^*„».; donc..^ 

2..Z-, V Z. 



«^ étant i^éel et positif ,1a valeur --^ — de z^ est réelle et positive. Les racines 

tg , z^ 50Rt £2bnc toujours de même signe. Cela posé ; 

I*. Lorsque les racines z^, z^, , z^, de la BéDi7iTE , sont réelles, les ra- 
cines Zg , z^j peuvent être , ou toutes deux positives , ou toutes deux néga- 
tives et inégales , ou négatives et égales. Dans le premier cas , les quatre va- 
leurs de X sont réelles ; dans le second , yz^ — V^^ e^ V^"^ V^ 
étant imaginaires ) les quatre racines sont imaginaires^ enfin, lorsque les ra- 
cines Zg ,z^j , sont égales et négatives , yz^$ — v^ ®*^ ""^> V^/r"^ k*]» 
est imaginaire , de sorte que les deux premières valeurs de x sont réelles et 
^ales , tandis que les deux autres sont imaginaires. 



{**) Le principe du n^ 6i5 peut se déduire de ces formuIes,car avec un pea 
d^attention on voit que les valeurs de x ne changent pas lorsqu'on change 
l'une quelconque des racines z^fZ^,z^, en une autre. Les valeurs de x se pré- 
■entent seulement dans un autre ordre. 
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ao. Lorsque les racines z^^z^^dela réduite , sont ùnaginaireM , cBet 
«ont de la forme ... 

«« = *-!- Cl/^^ ; «^ = « — C V/— 1} (n<>» Saàet 5a6), 

Les Talenrs de ^z„ et de V/^ , sont donc de la forme . . . 

VT, = *y + ^/ V^"^; V'^ = *y — ^/ V^^^ ,(no5ao). 
(A,Cy A^, C^, sont réels). On a donc. . . 

Les denz premières valeurs de x sont donc imaginaires et les d<ltix antrei- 
réelles. On en déduit cette règle générale : 

* 6i8. Lorsque les trois racines de la réduite sont réelles et positives f 
les quatre racines de l'équation du quatrième degré sont réelles \ lors» 
que les trois racines de la réduite étant réelles ^ Cune est positiue et Ut 
deux autres négatives et inégdtes , les quatre racines sont imaginaires; 
èr^n f lorsque deux racines de la réduite sont égales et négatives , 
ou imaginaires , l'équation du quatrième degré à deux racines réelles et 
deux imaginaires, 

619. On a fait des tenti^tives inutiles pour résoudre les équations qui pa»* 
sent le quatrième degré. Mais il existe des méthodes pour résoudre certaines 
équations. Nous allons faire cbnnattre ces méthodes. 

G20, i**. Les lignes trigonométriques donnent les expressions générele» 
des racines des équatioiïs à deux termes (n^* 54o. . . 544)* 

631. a^. On peut résoudre généralement les équations, . . 

car en posant x^r^z , ces équations dcTiennent. . . 
«»-|-p«-4-9=:o, «5-f-f>a»-f.9«-f.r = o, «*+ jJ**-4-^«* -!-/* + *=• 

et l'on a des formules générales qui donnent les Talenrs de s. La sabstito- 
tion de chaque valeur de z, dans Féquation x^r:::z, donnera une équation k 
deux termes que Ton sait résoudre. 

632. 3^. Les équations réciproques ,Boniceiies dans lesquelles les termes 
placés à égale distance du premier terme et du 'dernier ont de^ coefficiens 
égaux. Ces équations sont toujours réductibles à un degré moindrt* 
Par exemple , soit l'équation réciproque de degré pair, . . 

(i). . . a:^ 4- px* -f.«7x^ H-rjc' -f. ^x» -f-px 4- I = o* 

Si Ton divise par x' et si Ton réunit les termes placés à égale distance des 
extrêmes , on trontrera ... 

(3)...(^x3 + ~)-f-p(x«+~)-f-<7(*-<-0+''=O. 
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SnppoMnt * 4-—= « i on end^aira. . . (3j. . . x* — «: + i =o, 

SubstitiuaC pour jc-|--i x« H — j» x'-h— , leurs yaleurs «, «»— -a et 

Jb «W <A 

»3 — 3jb , l'équation (2) deviendra. . . 

r (4)... «î-f-pt^ + C^ — 3)«+(''— 2;')=o- 

De sorte qne la question est réduite à résoudre une équation du troisième 
degré. Chaque valeur de 2 , déduite de Péqnation (4), substituée dans l'équa- 
I tion (5) , déterminera deux valeurs de x ^ ce qui fournira les six racines de 
[ féqnadon (i). Si l'équation proposée était. . . 

C5)... x6 — 6x5 + 14 x4— 18x5-4- i4«' — 6x-f- I=CO, 

Rqoation (4) donnerait 2= i,«=a,z=3;ctles valeurs cOtrespon- 
dantet de x, déduites de l'équation (3) , seraient. . . 

i ( . iV'^::^^), + 1, + 1 et 1(3 ifc v/D- 

Soit V équation réciproque de degré impair. . . 

(6). . . x7 -f. px^ -f- <7a:* + rx* -f» rx^ + Çx* + /»x-f- 1 = o. 

Le premier membre est divisible par x -|- i , car l'hypothèse x = — - i y 
tédait ce premier membre à zéro. Le quotient égalé à zéro , donnera l'équa- 
tion réciproque du sixième degré • . ^ 



^" "X H- (q—p-hi )x«-f- (p— I ) x^i =0. 



— ^-hp— i)xï 



Cette dernière équation est réductible au troisième degré. Si l'équation pro- 
pOlëtf éuit x7 — 5jc6 -f. 8x4 — 4a:» -f. 8x« — fix -h I = o; Téqualion (6) dé- 
pendrait x^ — • 6x* -f- i4x4 — i8xî -f- i4x* — 6x -f- 1 =0 5 et l'on a trouva 
les racines de cette dernière équation. 

6a3. En général j les équations réciproques du degré pair am , et celles 
du degré impair am -f* i , sont toujours réductibles au degré m. Or on 
sait résoudre généralement les équations des quatre premiers degrés. On 
pourra donc résoudre généralement les équations réciproques, des neuf 
premiers degrés . 
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6a4« La théorie des équations réciproques , condaît II aile mëthode éU> 
gante poar caiculer les racines imaginaires de l'unité. Eit effet ; 6n a. . « 

jc«i— iafa(x— l)(jt"-« +x"-« +«■"»-'+«.* +«»-+- x + i). 

^e# racines imaginaires de Tanité dépendent dond de Véquation réci* 
proque* * . 

a:*»-» -f. a:"»-* + x*^» -*-. . . -fx» + dr H* I r=sO. 

6!i5. Par consëqnent, lorsque m /le sera pas plus grand que to, oit 
pourra trouver les expressions générâtes des racines de Véquation*, * 
x'»-'^i^=o. Par exemple , on a. . » 

x'— iafa(x— i)(x*-*- X» -f ar*4-x-f I )• 
L'éqnation (i) x* -|- x*4- x« -f.x-+ i =; o , donndé » «. 

(a) . . . QcH-^^-^x^ 0+1=0. 
Soit X -f* — = 2; on en dédnira (n^ 622 ) ^ 

X 

X* H- — =«• —a J relation (a) deviendra* . . 

(«a -_a ) -f 4H- ï = o ; d'ob « = î- (— t d: V/s)* 

La snbstitntioQ de ces denz valeurs de z , dans P^uation 0) da n* &ki ^ 
donnera les quatre racines de Pequation (i). Ces racines sont. . . 

î^i^ \/S d: V/a(-5— V"^} et i| (-1- V^5)i: V^ a(-.5+K5}} 

626. Si Ton combine leà principes dés n»* 56i e^ 623 , on verra que pour 
obtenir les racines de l'équation z"^=: i , sans le secours des lignes trigo* 
nométriques , il suffit que Vexposant m ne contienne pas d'autres facteurs 
premiers que 2^3,5, 7. Quand cette condition est remplie, les équa- 
tions à résoudre ne passent pas le troisième degré. L'éqnation x" =t; i ^ 
conduirait à une équation Mu cinquième degré. ' 

627. La résolution de Véquation z*"'+* -4* i = o | dépend aussi dei 
équations réciproques , car on a . . . 

x>"»+« -f.i4j(x-|-i )Cx>* — x>«-»-+x»*-«— ... -f.X» — X-+.Ï)* 

62Ô. Ce qui précède suffit pour donner une idée des Théories les plus 
importantes de TAlgèbre. INous terminerons cette seconde section par la 
Théorie des iSuitÇh Cette Tliéorie «enira à^lntrQduçtiçn au cahul digé* 
nntieU 
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CHAPITRE VI. 



INTRODUCTION AU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 



Théorie des Suites ('^*). 

* 6^ uA théorie d«s Suites repose sur des principes que nous allons 
[ d'Abord ëlaUir. 

f (Bo« Lonqtie m est un nombre entier positif, on a (no 49;* " 
(l). . . (x -4- a)"» 4= *" -♦-'wax'»-» H i ' a*x"»-* -^ etc. 

I n est teHe de ft^assnrer qoe /a formule (i) confient au cas oà l'ex» 
posant m est commensurable. En effet ; 

1*. Si l'on dÎTtse successivement l'unité par chaque membre de Piden- 
lilé (i), on trouyera. . . 

{•). . . (jc-4- «)-" = X--" — mur-"-» -+- — i ^ a«x-»-*« — etc. 



lis» ponr obtenir la formule (a), il soti&t de changer -f> m en— m dans 
h fonniik (i). Lft formule (i) convient donc au cas oii Texposant m est 
«a nombre entier négatif. 

' 9V. Lorsqu'on extrait la racine du degré n de chaque membre de riden- 
tité {t)f on trouve (uo 86). . . 

» » ■ ^^ 

(3)...(x4-«)+x +-^x +i-^(^"S- V«'* *^'^'^- 

Or ceue dernière identité se déduit de la formule (i) en mettant - au 

n 



(**) Un polynôme, composé d'une inGntté de termes, est ce qu'on nomm* 
One Suite ou uoc Série. Ainsi , (n» 4^4) > u°c prog.icîsion géométrique 
décroissante , prolongée h Tinfîni , est une Suite ou une Siiiie. 

algèbre. T. II. ao 
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liea de m. La Ibrmiile (i) est donc yraie quand l^exposant m est nn nomlM 

'fractionnaire positif. '' 

30. Pour s^assurer de Texactitode de la formule (i), quand Vetpo^ 
aant est un nombre fractionnaire négatif, il suffit de diviser Tanit^ 
{>ar chaque membi« de Tideiltité (3) , ou d^eztraire la racine du degré n da 
xhaque membre de Pidentitë (a). 

63 1. L'exactitude de la formule (i) se trouve ainsi vérifiée quand Tex- 
posant est commcnsurahle. Mab cette vérification nattant qu'un fait de 
xalcul, fondé sur Tanalegie, il est nécessaire de démontrer rigoureusement 
•que la formule (i) est vraie ^uand Perposantest commensurable* Pour 
y parvenir ) on divisera les deux membres de la formule (i), par j:" et 

disant - =s z> on trouvera. . . 






etc. 



I. 



I. 



H suffit donc de prout^er que la fofmuU (4) est vraie, quand m est 
iDommensurable, 

La somme de tons les termes de la série i 4- nu -4- — ^ z* 



etc.i 



'est une fonction de m, que l'on désignera par /(m) ; et changeant m en /i> 
il viendra. .. 

/./ N m(m— i) . m(m — i)(m — a) , . 

(5). ../H = i -4- me -^ ^/ ^ ''"^ i. a. 3 ^^■^^' 

^^ /./ V . .'*('* — i) . n(n— I ) (n — a) . , .,-„. 

<Q- • •/(«) = I 4- «2 + ' i! a "^ i> a. ' à * "<"^"- ( )• 

Quand m est un nombre entier positif K^ la forme àef(nl) est connue ^ 

Al 

tcar /(iST)^ (i -f-«) . Démontrons que cette forme de fonction contaient 

uu cas oà m est un nombre fractionnaire positif La forme du produit 
des séries (5) et (6) devant ^tre indépei^dante des valeurs particulières de 
m et n , si Ton détermine la forme de ce produit lorsque m et n aonr des 
tiombrrs entiers positifs, la même forme conviendra quand m et n seront 
quelconques. Mais, m et n étant des nombres entiers positifs j la série (5) est 
le développement de (1 -f-z)"* et la série (6) est le développement de (i -»-«}* i 
le4>roduit de ces deux séries sera donc le développement de (i+«)'"X(i-f«)*» 
<ra de (i+z)""*'* j on obtiendra donc ce produit en changeant m enii^-M dans 
la formule (5)* Ainsi , quand m et /t sont des nombres entiers positifs, on a..« 

• 

(7). . ./(m) X f(n) i=f{m + n). 



(**) On ne doit pas perdre de vue que f(n) , f{m-i^n),f(m'-^-+'p), etc. , 
^désignent ce que devieiii/(m) quand on change snccessiyement m» en ^ | 
mam-jr^fcn m-^n-j^p, etc. 
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Là fofttttle (^) sera dooc vraie quand m et n seront qaelcon^aes. Cela 
fogé : si Ton change n en n + p, et si l'on observe que la formule ( 7 ) 
teae /(il -♦- p) =/(«) X /(p) , on trouvera. . . 

/(m) X fin) X f(p) T=f{m -hn^p). 

Çontûmant de la même manière , on verra que... 

/(w) X /(«) X f{p) X /(v) etc. =/(w -f. n H* p -+. ç -+. etc.) 

Sappoêantlet quantités m, n, p, etc., égales Ik m et en nombre K, on 
Mua. . ■ 

(8)...{/(«)}*=/(miî:). 

it aéra im nombre entier positif, et m sera quelconque/ Zorf<^tM m setd 
BR nombre fractionnaire positif on pourra prendre [)our /C un nombrd 
entier positif ) tel que ntK soit nn nombre entier positif ^ dans ce cas, on 

uvnfimK) = (i-f-2) = \yi['n) f • Extra jant la racine du degré K de 
chaque membra , il viendra y(m) = (i -h^)"*' La formule (4) est donc dé^ 
ntontréêf quand ta. est un nombre fractionnaire positif 

Supposant n == — 7)1, dans la formule (7) et observant que dans la série (5)} 
Ris=o donne y* (o) s: t, on trouvera» .* 

/('»)XA-m) = t; d'où/(-m)=jJ-^. 

Mais, quand m est nn nombre positif , entier ou frac tionnaire , y(m) est 
iffl à (i -h 2}" j on a donc. . . 



/(-"•)=(r:^=^'-*'*^""- 



Za formule (4) e5t tlonc vraie quand m est un nombre négatif, entier 
^frwBtionnaire, 

Em formule (4) 99t dont itraie quand Pexposant est cpmmensurabléé, 
EaÎMMniant comme dans le n^ 33 > on en déduirait que cette formule est 
trnsie ionque m est incommensurable', et la généralité de P Algèbre 
tonduit à faire usage de la même formule quand ^exposant est img^ 
gùuUre, 

* 63^» La formulé dn binôme étant démontrée pour un exposant quel- 
conqoe, nous allons en déduire quelques formules qui seront utiles par 
la snite. 

Si après avoir changé dans la formule (4)^ zen ~, on multiplie les deux 



membres para*», on trouvera... 
to) . . . (n 4- a:)"» = a" < 



X m (m — t) /xN» . 



I -4- m — I '-^ 
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Lorsque dans la formule (g) , x>n doone slicceMÎTement \ m^ lèê yàUni^ 

-, 'r,'^n^ on trouve... ■ f- 

, . -*/ - I t X ï.i /"xN* I.I.3 /'ar'N' 

(.0). . . v^ï+î=«. Ji+ — - ,-:^ {^) + j^ Q-; 

2,4.6.8 \âj ■*" a.4.6.8.10 V.âJ ) 3 



_ (.-,)(».-i)(3.-i)('«Y|„ 
I» a* 3 \nay 



(") 



( >» AN . n(n4- ») /x\* 
...(a+x)-.= --j. - -y + j-5^ (5) 

\ I. 2. 3. \ay 

Changeant -f^ or en — > x» la formule (12) donnera. . ^ 

M...<.-.^.=^.(.*=e)*"J;^(f)- 



f . a. 



_-2i I - ) -4- etc. 



♦633. Lorsijïte Hans une série aih -+-bh -f-ch''-f-. etc. , ie* eoeficUm 
A , b , c , d , etc. f étant des quantités finies indépendantes de Pindéter* 
mihéé h , les exposans <t, C , y ^ etc. , "sont positifs et plus grands qnfi 
zéro ; on peut toujours prendre h assez petit pour que la sotMne S ds 
tous les termes danenne moindre qu^une quantité donnée i^) ; car l'on 
ronçoit que h étant très*|>etît , si h diminue d'une mani^ continue , et s'ap» 
proche indéfiniment de zéro , la somme S s'approchera indéfiniment de zéro» 

* 634* Dans une série ordonnée suiffant les puissances postUt^es et 
croissantes d'une indéterminée h^ on peut toujours prendre h asseit 
•petit , pour que le ffremier terme soit plus grand que la somme de 
tous les autres. Les coeficiens des dii^erses puissances de h sont dot 
^uantitésifinies indépendantes <2e h. En effet ^ «oit la «érie 

*h*+ bh* +'^+cfc'' + ^+''+ etc. , 

^flns laquelle , lés quantités à , C , V , etc. ,■ sont des nombires positifs quel- 
conques , et les coefficiens a ,b , c , etc. , sont des quantités finies indc- | 



(^*) Dans les principes des n«»633, . . . , 639, ^^ n'aura égard qa^aoz v«- 
icurs absolitws d^ quantilést 



I 

1 
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[ pendantes de h. H s^agît de prouTer qu^il existe toDJoiirs une Taleur fiui* 
de h^ ^[ul ladf fait à Pinégalité. . . 

(i)... afc*>fcfc*"'" -f-c^* "*■"*" ^-f-etc («^ C, >,ctc, sont positif»}^ 

DiYifantlef deux membres par h*, il safBra de satisfaire k la condition. . «. 

(a). . , a > bh^-h cfc ^"*"^+ cic. , 

it FoB a TU (n® 633 ) , qaHl existe toujours une valeur ht , âtk , qaï satis<^ 
lût à cette dernière in^alitë. 
*&5. Lorsque la série (i) est de la forme, . . -^ 

>- U çuarttUé h est facile h déterminer. En effet j Tine'galite (a), devient. . •* 

« > &A + c^* + dk^ -f- etc. 

. Délignant par n le plus grand des coefi^ciens b , c , d^ etc. , prift.positî^e- 
-ihenty le cas le plus défavorable est celui où tous les coefEciens ëiant de 
mêmes signes et égaux à n , la série se prolonge à rinllni. Il suffit donc 
4*assigiier la valeur de h , qui donne. . . 

a > n^ + /t^« + n^3 + etc. Or (no 4^4) * • ' 
mh-^-Fih* -^ nh^ 4- etc. s^inh{l -h h-^ h*-^ etc.) s^ nh Ç r )• 

_ On doit donc avoir... 

I — a' ^ a-h n 

* <S36. Ainsi > <£eiiis /a «crie ah*-4- bh * ' -f- ch * •♦- etc. ^ on ren^ 
dra le premier terme plus grand que la somme de tous les autres y 
Vu donnant h h une valeur moindre que le quotient de la division 
du coefficient a du premier terme , par ce coefficient augmenté dii^ plus. 
grand tk tous les coefficiens h, c , d, etc. , pris positii^ement, Dc'sorto 

fne pour toutes les valeurs de b moindres que -— (n désigne lo^ 

plus grand des coeficiens b, c, d , ete, , ptà positivement ) j le signe d»- 
la somme de tous les termes de la série , ne dépendra que du signqdn, 

j^amier terme ab . Par exemple , dans la série. . . 

III 
^ -♦• -r ^*-f-7 h'^+ ô ^* "♦" etc. , on a. . • 
a 4 ^ 

a =: I , n =r - : d'oîi ht << ^. 
a' 3 

a * 

Ainsi I pour toutes les valeurs de ^, moindres que ^, on s^ar9;...y 
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Et en effet , cette dernière ine'galîtë donne. . . 

i>i^-+-i/**-»-r: h^-hctc, ; ou (n* 4o4) > * > ■ _^ - f ; d'oîi h < f." 

Tontes les valears de A, moindres ç[ue Tunitë , jouissent donc de la pio* 
priete demaiidee. 

* 637. Dans deux séries ordonnées suivant les puissances positives et 
croissantes d^une variable h , on peut toujours prendre h assez petit 
pour que la sériç qui commence par Je plus petit exposant dehf soit là 
plus grande en valeur absolue. ( Les coefficiens des diêférses puissance» 
de hf sont finis ). Il s''agit de prouver qu'il existe toujours B|ie valour finit 
de/t, qui satisfait à l'inégalité.. « 

( « , C, >,..., Cl , y, , etc. , sont des quantités positives). 
Laissant ah seul dans le premier membre , et divisant les deux membrcn 
par À , on obtiendra une ine'galité de cette forme. . . 

a > A}/ -h Bh^ '^ ^'-f Ck^'^ ^^'^ ^«'•h etc. 

j4^ B^ C etc. , seront des quantités fîuies; /, ^/» ^0» seront positifs. La 
principe est donc démontre (no 633.) 

* 638. Etant donné trois fonctions, . . 

« ■+" ^jc "h yx* -f- etc. ; a -f> &jr-fi ex* + etc. ; A-^Bx -|- Cr* -f"*tc« » 

dans lesquelles a., C, y, etc. ,0, b, c , etc. , A, B, C , çtc. , désign/gnt dès 
nombres; si la valeur absolue de la seconde fonction est toujours corn-* 
prise entre les valeurs des deux autres; on aura « = a = A. En effet , 
11 suppose. . . 

a-hCx-^eic. <a + Ajr-f-eic. j et a-f*&x*4>*etc. < u^ + jBjç •+• etc. 

Ces inégalités donnent. ... 

* — a<(ô — C) ar-f etc. ; a — A^CiB-^b) x-4*etc. 

Or X étant très-petit et diminuant, les seconds membres de ces dernières 
ncgalitcs approchent de zx>'ro, et l'on peut tonj^ours prendre x assez petit pour 
que les seconds membres deviennent moindres que des quantités don- 
nées (no 633). Les d>iïorence8 «t— a , a — A y doivent donc être moindres 
que toute quantité assignable j ces différences sont donc Qullcs ^ OU a donc... 

a == « et a=.A, 

* 639. En général, lorsque dans les inégalités, , . 

(i) ... A -4- ^ < A,-+- Jt/t A<-+- /<< A;,•+•<^à 
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A y Aj, Afg désignent des constantes ^ et J", /^, ^^ , des quantités variahlea. 
ensemble , et susceptibles de devenir en même temps moindres que tout» 
grandeur donnée ; les constantes A , A^ , A„ , sont égales entre elles. 
{ L'une, des quantités /, ^^t ^n* V^^^ ^^^ nvd\e ). En effet; les in^;aJitë« (f) - 
éannent... 

A-A,<t-* et A,- A,</,-/^ 

Les difitfrences A— -A^, A^ — A^^ doivent donc être moindns ({Hû tonte- 
foantitë donnée. Ces différences sont donc nulles. 

* 64®* ^"^ identité est une égalité qui subsiste j quelles que soient. 
le* valeurs que Von donne aux lettres qui entrent dans cette identité 
(i^* section, n* aïo). De sorte qnV/i donnant des valeurs numériqueë^. 
arbitraires aux lettres qui entrent dans une identité , les deux membre$. 
prennent la même valeur numérique, 

I * 6^1. Lorsqu^on a ordonné les deux membres J'une Identité par rap-. 
port aux puissances croissantes ou décroissantes d'une mente lettre x ; 
les termes qui composent le premier membre, sont respectivement 
éigaMêx aux termes du second membre. De sorte que les exposons et 
les coejficiens *de ces termes sont égaux chacun a chacun. Cela csè 
évident, l#^[ue le nombre des termes n''est pas inûni ; car dans ce cas, 
ti les termes des deux membres de l'identité n'étaient pas égaux chacun à 
chacun , on en déduirait une équation qui ne serait vraie que pour uiv 
nombre déterminé de valeurs de jr (n^ 140); ce qui est contre l'hypo- 
thèse (no 640). Mais comme les identités que nous considérerons seront 
quelquefois composées d'une infinité de termes , il est nécessaire de démons 
trer qu'elles iouissent de la propriété énoncée. Soit l'identité. . . 

(i)... flx*-f-&x -fcx'^+etc.^sa/r^'-f-ft.x '-+-c/t^'-*- etc., 

dans laquelle a , & , c , . . . a^^b,, e, , . . .* , C , y , ...«,, C, , >^ , ... , sont 
des quantités quelconques indépendantes de x. Il s'agit de prouver que 
cette égalité ayant lieu, quel que soit jt ^ on doit avoir. . .. 

( On suppose que les deux membres sont ordonnés de la même manière ). 
Examinons les differeus cas qui peuvent se présenter. 

* 64a. lo. Lorsque tous les exposons étant positifs, les deux membres^ 
sont ordonnés par rapport aux puissances croissantes de x , les plus, 
petits cxposans de x, dans chaque membre , sont respectivement « ei «e^ 
Si ces exposans étaient inégaux , on pourrait toujours donner h x une valeuii- 
assez petite pour que l'un des membres de l'idcniilc (i) fnt plus grand que 
l'autre (no 63; ) 5 ce qui est conuairc à la nature des idenlilcs 'n^ C4 » )• Le» 
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ezposans «t, «t^, 9ont donc égaux (,**)- L'identité (i) devient donc. « i 

px -I- hx -l-cjr'^-l- «le. =f= «/3c -♦- ^^^ '+ cjx'^'^r etc. 
Il est actuellement facile de prouver ique a'='af. En effet; li a ^taitpliu 

f^rand que a, , en divisant les deux membres par x , et faisant ensuite passer 
tous les termes en x dans le second memJ}re , on parviendrait à on réiultat 
de cette forme. . . . ' 

«^fl, 4=^x^+5/ "*"'''' ^ Cx^"*^ ^'■*"'''f-|. etc. 

«T , (T, , (T,, , etc. , seraient positifs ; on pourrait donc prendre x assez petit 
pour qne le second membre fût moindre que le premier (n» 633 ) > ce qui est 
contraire à la nature des identite's (n<* 640). a ne peut donc pas étreplus grand 
que a^. On prouverait de même que a ne peut être moindre qae a^ Donc 

a = a,. Les termes ax , a/r ', sont donc identiquement égaux. Retran* 
chant ces termes de part et d'autre , l'identité (i) deviendra. . . 

C y ^ y 

(2)... bx -^cx -^etct^b^ '-f» c/c M^etc. 

On démontrera y comme pour l'identité (i) , que les prcoiiers tenues 

ce . • 

hx , hfc 'j dePidentîté (a) , sont identiques. £t i^insi de suite. ^ 

* 643. Tjc principe du n° 6\i est donc démontré pour les identités qui 
ne renferment que des exposons positifs. 

* 644* 3^* Quand tous les exposans sont négatifs , on ramène la ques« 
tion à la précédente , en faisant x = -^ 

645. 3<>. Lorsque V identité (i) , contenant des exposans positifs et 
négatifs , le plus fort exposant négatif ne sera pas infini ; on désignera 
cet exposant par-^m, et l'on multipliera les deux membres de l'iden- 



(**) Voici une démonstration plus directe. Si «^ pouvait être plus grand 

que et, en divisant les deux membres de l'identité (i), par x , et faisant en» 
suite passer tous les termes en x dans te second membre , on trouverait 
un résultat de cette forme. . . 

a^^Ax^-^ Bx^'^^'-h Cx^ "♦" '^'■'- *^«-|.etc. 

u4, Bf C, etc., seraient âes quantités finies; «T, cT,, «T,,, etc., seraient 
positifs. On pourrait donc prendre x assez petit pour que le second membre 
fût ruoindre que le premier (no633); ce qui est impossible (no^64o). «, ne 
peut donc pas être plus ^rand que «. Qn prouverait de même que «^ ne peut 
ùie moindre que «. Donc «=fit^. 
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tU^ /.\ OQs les ezposans de x dans la transformée seront positifii - 

de s«ri principe sera démontré (n* 643). 

û£R, Ao ^^^^^ ^^ P^'^ f^^^ exposant négatif étant infini , le plus 
arand ^^"^ positif ne sera pas infini ^ on désignera ce dernier expo- 
sant Ha»'*''*' *^ ^^^^ divisera les deux membres de Tidentlté (i) par a* ; 
tons J' ^xp<^^°^ deriendronc négatifs \ de sorte que le principe sera encore 
dém^^ ('^•644). 

47. 5*. Lorsque l'identité (1) contiendra une infinité de termes affectés 
exposans positifs, et une infinité d*exposans négatifs , on pourra mettre 
ndenticé (i) soiis cette forme. . . 

(3)... iV^.P^aiV,-^/',, 

iVetiV^ ne contenant que des ezposans négatifs de x , et jP et P, des ezposàa* 
positifs ou nuls. 

Quand l'hypothèse x = o , rendra N — N, irfini (**) on aura N4= J^/ 
et PsfaP,. En effet j Tidentité (3) donne,. , 

Si 2V n'était pas égal à iVy, le premier membre iV— iV*^ serait une série 
dans laquelle tous les exposans de x seraient négatifs , et la série P^ — P, 
ne eontiendrait qne des puissances positives de x. Pour x=o, la valeur 
de If-^I^j serait infinie , et celle de P^ — P serait finie. De sorte que 
pour des valeurs de x très-petites , la valeur de JV— IV, serait plus grande 
que celle de P^~~ P -^ l'identité (i) ne serait donc pas vraie, quel que 
fût jf 5 ce qui est faux (n® 640). On a donciVs^ -^/î d^o»* ■P4=-P/- De sorte 
que tous les termes de ces deux identités sont identiquement égaux , cha- 
cmi à chacun (no* 644 «t 643). Le principe du n<^ 641 est donc encore vrai. 

Enfin, lorsque l'hypothèse x=so, ne rend pas IS — TU, infini, le principe da 

no (S41 peut être en défaut. Par exemple , la fraction ^ étant iden- 

tiqnemcnt égale & la somme des fractions f — — : si l'oft divise snc- 

\ — X i-Hx 

eessirement l'unité par i ■— > x et par 1 -f- x , en prenant pour premier terme 



(**) La série a:-* + ar-r^-f-x— < -f-etc. , devient infinie lorsque af=:o, 
car elle exprime le quotient de la division de i par x* — x. Mais quelque- 
(igis^ une série qui renferme des puissances négatives de x , peut ne pas 
devenir infinie lorsque x =0 ; la série a:~»-|-x-* -|- j:-^ _^ etc.", jouit de cette 
JTopricté, car elle exprime k quotient de la division de 1 par a:— 11 



l«w 
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ée chaqve divisear, le premier terme du denominatenr , ^ 4 



4= (i -♦- a: -♦- X» -♦- etc.) -h (ar-»— ar-« 



-♦- i-^ afc (i — a: -f- ar»— etc.) — (*-« -f- a—» ^„ v 

(5). . .(i+x4-x«4-etc.)-+-(a^»-jr-*H-etc.)4=(ï-^-*"^*-etc.)-{ar-«-for' i^^c.) 

et dans cette demic-re identité , les termes affectes des mêmes eziMtfau ^. 
sont pas égaux dans chaqne membre. Cette difiiculté résulte des terii^ 
que Ton néglige. Si , après avoir introduit dans chaque série le reste qm 
complette la somme de tous les termes y on chassait les dénominateurs, le 
principe du n^ 641 ne serait pins en défaut. Par exemple, en prenant les 
trois premiers termes de chaque série et ajoutant le reste ^ ndentité (5) 
devient. . . 

Chassant les dénominateurs et ordonnant ,"■ on verra que les coefScient 
des mêmes puissances de x seront ég;anx dans chaque membre. 

* 648. Ze principe, du n9 6^i ne peut donc être en défaut que lors» 
qu'on néglige des termes. En général , on lèvera, toutes les diffioulté» 
relatives aux séries y en ayant égard aux restes. Lorsqu'on fieca usage 
d'une série , pour calculer les valeurs numériques de la- fonction dont cette 
série représente le développement alge'brique , on devra s'assurer de la conver- 
gence de la série (no 661); on y parviendra facilement, lorsqu'on pourra évaluer 
le reste qni exprime la somme des termes que Ton néglige. Quand ce resta 
sera inconnu , on devra chercher des limites, entre lesquelles la somme do 
tous les termes soit comprise. Quand les restes successifs iront en dimi- 
nuant , ou quand les limites seront d'autant plus rapprochées que IVm 
prendra plus de termes , la série sera convergente , et pourra servir à cal- 

i culer la valeur numérique ^rès-approchée de la fonction. On en verra dea 

exemples dans les no* 732. . .735. 

* 649. Lorsqu'on ajoute plusieurs fractions •> > > • > etc. i 

. •* *^ X — * X — C X — y 

la somme est une fraction rationnelle de cette forme . . 

A -^ Bx •¥• ex* -h -f- /jr-»-» 



ui/^B/r-h C/rM- -+- L/K'^ »-f^» 



D' 



(**) On supposera toujours que r exposant de x sera moindre dans 
U numérateur quo dans le dénominateur. Si cette condition n'étak 
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Le dénominateur exprime le produit des dénominateurs (^ Jt — « ) » 
(x-— C) etc., des fractions données. Par exemple, la somme des fractions. . •, 

3 5 7 — 19 — 8cc -♦- i5jr« 

■■ 9 ' > ■ ' . 'i » est A . > — * 

jc — I X — a x-f-3 — 7X+X* ' 

Oocnpons-nons de la solution dn problème inverse : 

N 
* 650' Décomposer une fraction rationnelle irréductible ^7 ' 0*9 

fractions partielles , ayant pour dénominateurs les facteurs réels du 
dénominateur D y de la fraction proposée {**), Le d^ominatear Df 
ëtant toujours d^composable en facteurs re'els dn premier et du second degré 
(a® 5J6) , ilse présente differenscas que nous allons successiyement examiner. 
*65j. Premier cas. Lorsque le dénominateur D sera décomposabla 
en m facteurs du premier degré, réels et inégaux, on supposera,,, 

(i)...:^=-^'-+ ^^+ +^^. 

MJ X — Ai X — a» X 



Ox, a», . . / , Om, sont les m racines réelles et inégales de Téquation DseOm. 
Les numérateurs ^t , A» , . . . > ^^i , sont des nombres inconnus qu'il s^agit 
de déterminer de manière que Pëquation (i) devienne identique. Pour y 
parvenir , on pourrait faire disparahre les dénominateurs , ce qui don* 
nerait. . . 

ff=A[i {tD^a%) (x— aj) . . . (x— a») -^Ai (x-^'-ai) (x — « j). . . (x — fl») -f- etc. 

m 

Effectuant les multiplications indiquées , chaque membre serait un poly- 

^&s remplie, on ordonnerait les deux termes de la fraction suivant les 
puissances croissantes de x. On diviserait ensuite le numérs^ur par le dé- 
nominateur , et Ton continuerait Topéralion jusqu^au reste , dans* lequel 
te plos fort exposant de x serait moindre que dans Iq diviseur. La frac- 
tion proposée serait ainsi décomposée en un quotient^ qui ne contiendrait 
que des puissances positives de x , et en une fraction dans laquelle Pcxpo^ 
tant de x serait moindre dans le numérateur que dans le dénominateur. 

Par exemple , si la fraction était — r-ô — r-~"> ondiviserait «^ -f- 1, par 
*^ i-4-3x-4-x* 

«■-f»3x + 1 , et l'on trouverait. . . 



x*-+-3x-f-i i-+-3x + x' 



(**) Ce problème étant îtkIu terminé , nous indiquerons les formes de dé- 
compositions qui sont les. pins utiles. Nous décomposerons toujours la frac* 
tion proposée en fractions partielles d'aune forme telle que le nombre dca 
numérateurs inconaus soit égal an nombre des équations qui expriment que 
la somme de ces fractions partielles esc identiquement égale à la fractiou 
donnée. 
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nome da degré (m*-" t) ; galant ensuite les coefficîens des mêmes pnîssanccf 
de X (no i35) , on formerait m équations du premier degrë , qui serviraient 
à déterminer les valeurs des m inconnues jii, A», ... , u^«. Mais les 
calculs seraient très-longs , et Pon pourrait craindre que les valeurs dequel- 
ques numérateurs ne devinssent infinies (Ir«scct. , no*493«..49S ) , ce qui 
indiquerait Timpossibilité de la décomposition précédedte. Afin de lever 
tous les doutes , on aura recours- à la méthode que nous allons indiquer. 

* 65a. Pour calculer directement la valeur du numérateur A x ^ d'tuiù 

fraction partielle quelconque ' $ on désignera la somme des (m •» i) 

p 

autres fractions , par t^ > ce qui donnera . . . 

Cette décomposition sera toujours possible , s'il existe toujours une 
valeur de Ai qui rende Péquation (a) identique. Or Péquation (a) donne... 

(3). . . JY=:A, Q-hPix-^a,), 

La valeur de Ai devant être indépendante de x , et Téquation (3) devant 
subsister quel que soit x , on peut faire disparaître le numérateur inconnu F 
en supposant j: = ai. Les polynômes JY et Q, qui* ne Muferment pas le 
facteur jt — a, , se réduiront h des nombres n tiq j de sorte queTéquation (3;) 
deviendra. . . 

n=:Aiq\ d'oîi^i=-« 

* 653. Nous avons supposé que x=:ai , réduisait jP (a: — «ai) à zéro. Cette 
Condition sera \emplie si la valeur de P correspondante à Ai ^ - » ne 
renferme que des puissances positives de x. Or Péquation (3) donner 

P= — , et :c = a, réduit iV— - Q\ zéro: iV— - Oeei donc 

x— «i q ^ ' ^ 

exactement divisibleparx — ai (no 1 36). Mais iVet Qwt contiennent» que des 

puissances entières positives de jt ; P ne contiendra donc que des puissances 

entières positives de x. La décomposition indiquée par Péquauou (a) est donc 

toujours possible. 

Premier £xempl]&. Soit la fraction. . . 

i5x» — 8x*- 19 
x' — 7x + 6 

On décomposera le dénon^iuateur en ses facteurs (x*—i), (x— «a), (jc-|-3) 
(noaç)4); et Pon fera... 

i5x* — 8x — iq Ai , Ai . Ai. 

, . ■■ — .— î: ::r — — H- -f- — ■ ^ -^ 

X* — 7X+6 X — j X — a x-j*3 



D* A L G É B R E; S17 

Pour déterminer les .Talears des inconnnes At , A» , Ai, qui rendenl 
eette ëqaatîoa identique, on fera disparaître les dénominateorsj ce «pit 
donnera. . . 



(55 . . . i5x>— a*— igp=u^.(x— 2) (x-f-3)+^. (x— i) (a>f 3H.^î (x— i)(jr- 2). 

Effiectnant les multiplications indiquées, les coefficiens des mêmes pui^ 
lances de x, seront égaux dans chaque membre ( n» i35). On formera ainsi 
ixQU équations qui donneront At = 3 , A» = 5 , A% = 7. 

On peut abréger ces calculs, car l'équation (5), devant subsister quel 
que soit x , et les inconnues Ai , A% , A^ , étant indépendantes de x , si 
Ton suppose successivement x = i, x=a etx = — 3, Téquation (5) , 
donnera... 

i5 — 8— 19=^, (i — •i)(i-f3); d'où ^,=:-f3; 
i5.2* — 8.2— I9 = ^,.(2 — i).(2-+-3) ;d'oii-^«=-*-5; 
i5.(— 3)« — 8(—3)-.i9=^i(— 3— 1)(— 3— 2)id'oii-^î = -f7. 

Enfin, ai Ton veut déterminer directement Tune quelconque des incon- 
moei Al 9 A», A\^ Tinconnue A% , par exemple, on fera (n^ 652). . . 

i5x« — 8x-> 19 _ A% P 

Daïis ce cas, iV=t5x«— 8x— 19, Q=(x — 1) (x-f-3). 
Il Cl 9, désignant ce quie deviennent JY etQ, lorsque x s=2 , on tronvera. . . 

ii=:i5.4— 8.2— 19=25;^ = (2— i](2-|-3) = 5jd^oU ^. = -=-^=: 5. 

On calcnleraii de la même manière, les valeurs des inconnues At et 
^A^, On Toit que ces trois procédés conduisent aux mêmes résultats. Substi- 
tuant les valeurs des inconnues Ai , An , Ai , dans Téquation (4) 9 on for- 
mera l'identité. . . 

,5t« — 8x— 19 ^ 3 ^ 5 . 7 



x^ — 7a:-h6 „^^x — t x — 2 x-h3 

Dcuxièm Exemple. Si la fraction proposée est. . . 

1 -h X 
6x — 5x*-+-x* 

on c^iercbera les facteurs x , (x— 2) , (x -*• 3) , dn dénominatetur , et Ton 
fera... ' 

I -f-X -^« . -^« _i_ -'s Tk» i 

ft r~rT — ? = ' r •*- y. D'où 

ox — ox" -+- x^ X X— 2 X — 3 

>-h*3=(* — 3)(* — 3)^. + x(x— 3)^.+x(x-2jw/^ 
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Donnant sacc^ÎTemept k « , les valeurs o , ^ et S, on tronrera* ^4 

* 654. TaotstÈME Exemple. Soit la' fraction — --^ .On cherchera 

^ rt -f- oar -♦• ar' 

les facteurs p—x^q-^x du dénominateur. 

Quand tes racinfs p et q seront inégales , on fera. . •, 

(i)... — . , ■ ^= ' ■ H ^- — •. 

^^ a+oxH-jr* p — X </ — a: 

Chassant les dénominateurs, il viendra. . . 

j4-hBxza:P(q^x) ^ Q (p^x^. 

Cette dernière équation devant subsister quel que soit :r, si Ton donna 
successivement à x les valeurs -f> /; et H- ^ > on trouvera... 

• A'hBp^^Piq-'p) et A'hBq=iQ(p'-q'). 
On en déduira. . . 

"^GSS. Dsuxi&ME CAS. Quand le dénominateur contiendra desfaeteurt 
réels égaux , on aura D=i Q(x — a)P -, les polynômes Ç et iV n« con- 
tiendront pas le facteur (a:— a). Mais ces polynômes ne renferment qua 
des puissances entières positives de xj lliypothèse xr=:a, réduira donc 
Q et JY h des nombres q et n* Afin de déterminer les fractions partielles 
qui correspondent an facteur (x— a)P, on fera... 



(^^) Lorsque pi=iq , les valeurs <ie P et Q deviennent infinies , ce qui 
exprime que la décomposition indiquée par l'équation (i) n'est plus possible. 
Pour découvrir la forme de décomposition qui convient à la fraction 

•. — — r^ } on fera p»^ x=sz^ d'où x=:y» — « 5 ce qui donnera. . • 

B 



AA-Bx A-hBjp^z) _ A-^Bp B _ A'hBp 

(p — x;» z» z» z (p — x)* {p — x)' 

(***) Il serait plus naturel de supposer. . • 

N ^-hj5x-hCr>-^...-|-/rxP-' , P 
D {3t^a)P ^Q 

Cette décomposition réussirait, mais le but que l'on se propose étant 
d^obtenir de^ numérateurs iadépendans de x , on fera x = a -h ;s daoa 
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Chassant les dënommatean , il viendra. . . 
(6)... iV=u^(2rf--4, (or— a)Ç+^. (x— fl)«Ç-f ...+P(x — «)/». 

Poar faire disparaître toutes les incono nés excepte^, on supposera xss a 
dans réqaation (6) ^ ce qui donnera. . . 

n=:Aq: d'oii... -/^= -. 

9 

La snbstitotlon de cette Yaleur de A dans l'équation (6), conduira à 
Téquation ... 

Les polynômes 2V et Q étant connus , on pourra calculer le quotient IVx 
dek division de ^iV"— — Q j , par (x — a) ; ce qui donnera. . . 

Supposant x=^a , le polynôme iVi deviendra un nombre ni, etl'^uai» 
lion (7} donnera... 

nisaAiq; d'oîl...^i:= — i. 

Opérant sur Tëquation (7) , comme sur Téquation (G) ^ on divisera 
{ i^i— —^ Q p par(a^— tf); si /Vj désigne le quotient, Téquation (7), deviendra 

(8)... JVM:=^»Q-¥-Ai(x^a)Q'{',.,-^Aj^t (x— fl)/^îQ-f-P(x— a/-». 

La valeur x sz a , réduira iKa à un nombre n» et Téquation (8) donnera 

dia ^— .Et ainsi de suite. 

* 656L La mëtfaode pnksëdente suppose que P ne renferme que des puis* 
positives de x (**)» La légitimité de cette hypothèse ett vérifiée , 



P 



i« 



•ï; 



fé^natioa précédente , ce qui conduira ^ un résultat de cette forme. . . 
/> ^lï^ "^ Q 

Remplaçant z par (x — a) , on sera conduit à la décomposition indiquée.' 

{**)SiP contenait des puissances négatives de x, Thypsthèse r = a 
taidraitP infini quand a serait nul j P(x — a)Pf PCx-^ay"^ , etc., pourraient 
^''"'liMK ne pas disparaUcej de sorte que la méthode pourrait être en défaut. 
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Pponant sacc^îyemept k « , les valeurs o ; a et 3 y on trouTera* • 4 

. I. ^ 3 ^ _4 

* 654. TaotstÈME Exemple. Soit Ia~ fraction — -—. — - — .On cherchera 
^ rt + oar -♦• ar' 

ks facteurs ^— jr, ç— «■jc du dénominateur. 

Quand les racinfs p et g seront inégales , on fera. . » 

Chassant les dénominateurs, il viendra... 

^+ j?f =r /> (^ —x) -f. Q 0^— ar). 

Cette dernière ^nation devant subsister quel que soit x, si l'on donne 
successivement à x les valeurs -f> p et-f-^» on trouvera... 

• A-hBp^zPig'-p) et A-¥-Bq=:Q{p'-'q). 
On en déduira. . . 

"^GSS. Dsuxi&ME CAS. Quand le dénominateur contiendra desfaeteun 
réels égaux f ou aura />= Q(a:— a)/» ; les polynômes Q et iV^ n« con- 
tiendront pas le facteur (x — a). Mais ces polynômes ne renferment qua 
des puissances entières positives de x'^ rh3rpothèse jrr=:a, réduira donc 
Q et JY h des nombres g et n. Afin de déterminer les fractions partielles 
qui correspondent au facteur (x— a)P, on fera... 

Z) -" (a:— a)F "^ (x — a;p-' "*" (x — a}P-* "^-•^^x— a) "** Q ^ ' 



(**) Lorsque p-=:q ^ les valeurs «fe P et Q deviennent infinies j ce qui 
exprime que la décomposition indiquée par l'équation (i) n'est plus possible. 
Pour découvrir la forme de décomposition qui convient à la fraction 

vr -^ — rjî on ferap— x=s2y d'oîix=j9— s^ ceqnidonnera... 

B 



AA-Bx A-hBjp^z) _ A-^Bp B _ A-^Bp ^ 

{p — xj* z' X» z — (^ — x)« (j> — x)* 

(*^*) Il serait plus naturel de supposer. . • 

N A-hBx-hCx*-^.,,'hKxP'' , P 

mmm — — » .Il . lu .11 mXm -—-% 

D (x — a}/» ^ Q 

Cette décomposition réussirait, mais le but que l'on se proppse étant 
d^obtenir dd numérateurs indcpendans de x , on fera x = a -h ;s dana 



/ 
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Cbassant let dënomraateon , il Tiendra. • . 

Pour faire disparaître tontes les inconnnes excepte^, on supposerai as a 
dans Péqnation (6) ; ce qui donnera. . . 

n^=j4q: d'oii... .^= -. 

9 

La ralistitotion de cette Yalenr de A dans l'cquation (6), conduira à 
relation... 

Les polynômes iV" et Ç étant connus , on pourra calculer le quotient iVx 
dek ditiaioA de TiV— - Qj , par (x— a) ; ce qui donnera. . . 

(7). . . If,=^t Ç-H-^a (x-^) Ç+. . .-4-^;^,ra— rf)/»-* X Ç+P (x— fl)P-» . 

Sop^^osant jTs^a y le polynôme iVi deviendra un nombre ni, etl'équai» 
tioa (7} donnera... 

nisayéiç; d'oil...^i=: — î. 

Opérant sur Tëquation (7) , comme sur Féquation (G) ^ on divisera 
( i^i—— i Q \ par(j^-^}; si JYt désigne le quodent, Tëquation (7), deviendra 

(8)... iV;=;i^,Ç-*-u^3(x--a)Q+...-f^;,-. (x— fl)/^îQ-f./'(x— a/-», 

La Taleur x sz a , réduira iV. à un nombre n» et Téquation (8) donnera 

^a ^— .Et ainsi de suite. 

* 656w La méthode précédente suppose qne P ne renferme qne des puis* 
positives de x {**)» La légitimité de cette hypotbèse ett Yéri6ée , 



f^épation précédente , ce qni conduira ^ un résultat de cette forme. . . 

Afemplaçant z par (x — a) , on sera conduit à la décomposition indiquée.' 

(^'^'jSi P contenait des puissances négatives de x, rbypsthèse x=:a 
vendrait P infiiii quand a serait nul j P(x — ay, PCx-^ay"*, etc., pourraient 
^•ac ne pas disparaUce j de sorte que la méthode pourrait être en défaut. 
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qui rcpoiiiîenl aux facteurs iiuagiuaircs , df venant imaginaires (**) , on 

éyite les imaginaires en décomposant la fraction proposée ^rt^ en fractions 

partielles, qui ont pour dénominateurs les facteurs réels du second 
degré de D. Par exemple; si x» — aax -f- *' + C», désigne Pan de ces fac- 
teurs , on aura. . . 

/)l=:(jr» — a«tj:+ «t» -f-C«) Q. On fera. . . 

(12;... 7^= ' ' . jm "P-yT' 

Q exprimera le quotient de la division de D par x* — oaxH- ««-f-C' ; 
P désignera un polynôme inconnu qui ne renfermera que ^es paissancet 
entières positives de x^ ^ et B seront des nombres inconnus qu'il s'agira 
de déterminer de manière que Tequation (la) devienne identique. Pour y 
parvenir , on chassera les dénominateurs contenus dans réquation {12) j ce 
qui donnera. . . 

(i3)... iV= Q {A -h Bx) -h P (x^ -^actx -i^A^-h C*). 
Les racines de IVquation x* — netx -|- *> -f- C» = o, étant * -f- Ç^/—! 

etût-r-CV/ — i; si l'on substitue pour x Tune de ces valeurs dans l'équation 
(i3) , les polynômes JY , P et Q, qui ne renferment que des puissances en- 
tières positives de x., donneront des résultats de la forme >"+■/ V/ — i j 
T' et «T désignant des quantités réelles ( n© 519). Ainsi , lorsqu'on fait 

X =<t-^C y — I ; le numérateur IV devient g -{^h y~-~i 9 P devient 

6%+ ^y V^ — I > Ç devient <^^-»- h^^ \/ — i, et Téquation (i3) prend cette 
forme. . . 

On en déduit. . . 



(**) Les facteurs dex3-|-x-io,étant (x-3),(x"hi-2V/-i;el (x+i-haV^-ï;* 
si l'on faisait. . . 



';^'-^9y+ï9 _ ^t At 



> 



xi-Hx— 10 X — 2 a:+I— 2V/=7 or-M-fa V/— I 
on trouverait -^i=5, A% = 1 — -r \^ — i, -^j= i -Hr k — '. 

4 4 

De sorte que les numérateurs Ax , A^ , qui répondent aux factears ima- 
ginaires , seraient compliqués d'ima?;inaires. Pour faire disparaftre les ima« 
gÎQuircS; on ajoute les depx dernières fractions, et l'on trouve que..* 

7.r''-h9x 4 . IQ . 5 2X-h3 



09.'.) 
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Dans cette cqnacion , les (juantitcs réelles étant égales eutrc elles , ainsi 
^ne les imaginaires, on aura. . . 

Ces équations détermineront les inconnues A et É. L'hypothèse 

!*=:«— CV^ — I condnirait aux m<?mes valeurs des inconnues A et B , 

«t il suffirait de changer le signe de y — i dans ré(£ualion (ij) , ce qui 
donnerait les équations (iS). On opérerait de la nicnie manière pour les 
■lires Couples de factears imaginaires du premier degré. 

Exemple. Soit la fraction ^ ' Les facteurs réels du dénomi-» 

jr-*-+- JT — lo 

llaieor^ étant (x — a) et (x«H-2j: -h 5) , on fera. . . 



B» 



C 



jfi-^x — 10 x»+2x-4-5 X — a* 

Chassant les dénominatcui-s , il viendra . . • 

(16)».» 7a:»-#-gjr-4-i9=(x — a) (^-|-^jr)H- C(x*-f- ax-f-S). 

\ Ef^ctaant les multiplications indiquées , et égalant les cuefllcicus des 
Llnémes puissances de x, on formera trois équations qui donneront... 



I 



>^ = 3, J5 = a, C=5. 



Si l'on veut calculer les valeurs des inconnues A et B , par la méthode 
t |énérale da n® G5'j , on résoudra Téquation j:^4-aa-4-5=o ^ ce qui donnera 

*= — iifca V^ — li Supposant jr = — i -+- a y — i , l'équation (16) dé- 
tiendra. . i 

— II— ioV/^ = — (3/^-1- Jî)—(8B—a^ \/— 7. 
iBoQc... 3^ 4- if = II et 85 — a^== 10. 

On en définira y/ = 3 et 5 = a. Pour obtenir C, on fera x = a dans 
l'i^^uation (16)^ ce qui donnera C=5. 

* 658. Quatrième cas. Lorsque le dénominateur contient dés facteurs 
y^aginaites égaux du premier degré , on peut opérer comme dans le n® 655 , 
lis les numérateurs des fractions partielles étant compliqués d'imaginaires, 
eflEcctiitj des décompositions analogues à celles du n® 657. Par excnq)Ie ^ 

f*i le facteur réel du second degré x"^ — a*x -f- *» + C^, cïlt contenu p foi» 

[dans D; en désignant ce facteur par .Yj on aura... 

Pour détermiuer les fractions partielles qui correspondent au facteiur 



.'••» 
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2[ff on fera. . 

I 

Chassant les dënominatenrs , on tronvéra. . . 

. . .+ QXf-* {Af'hBpx)'^PXf. 

Les racines de l'ëqnation JTaeOy étant «d:C ^/— i ; si Ton suppose.. 

s:=:«-f.CV/ — I j le polynôme X se réduira à zéro, iV deriendra 

^ H- ^ V^ — I ; Q deviendra ^,,-f- k^ 4/— i; de sorte qne l'équation (17) dt- 1 
viendra. . . 

Le? parties réelles devant être égales dans chaque membre, ainsi qaeks 
imaginaires, on formera deux équations qui serviront à déterminer ks va- 
leurs des inconnues A, , j9^. Désignant ces valeurs par a^ et h,y Téqui- 

Vion (17) donnera... 

(18)... iV^-Ç(fl, + */r)= ÇirC^^ + i?,^)^ ÇJr»(-/#î+jB,ar)4- ... 

. . . +Ç2?-« {A^ + Bpx) -^Plr. 

Les valeurs a,, b^f de ^^ et de B,, ayant été déterminées par la coodH 

tion que Thypothèse jr = * -H C ^^^ , réduit j!V^Q{A,'*'B^) , 'à zéwj 
le polynctoe 2V—Q(a, -4- ^/r) est divisible par x* — a«x-f>«* + C« oa 
:par X (u9 5a5). Désignant le quotient par iV^ et divisant les deux membics 
de réquation (18), par X, il viendra. . . 

(ig),,.If,=^QiA^+B„x)^QXiAi-f'Bix)'h,,. 

Opérant sur cette équation , comme sur l'équation (17), on fera 

ar = «i-f.C V^ — I, dans les deux inembres de l'équation (19) ; les ^[nantit 
réelles seront égales entre elles, ainsi qoe les imaginaires; ce qni donnoa' 
-deux équations, à Paide desquelles on déterminera les incoonnesi^^i j9^.£lJ 
jiinsi de suite. 

Premier eeehfle. Si la fraction proposée est. . • 



jc' —• x* + 2x3 — aj;» 4. X — X 



On cherchera les facteurs (x — i)^ (x*4* i)*, da dénominateur, et 
fera... 



xH"! _./fyX 4* B, ^ AnX'hB^ 



*" 



jc» — x4-f-ax3 «i.ax*4-x<-*i (Jf»'+'iJ* x*-^i ar — 1 



j»- 
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Chawt les dënominateun , on trooTera... 

(ao), . •4H-x=(*--0(^/XH-^/)H-(jf--x)(a:»H-i)(-^//p+5/,H-^(**+i)*. 

Si après avoir eSectaé les multiplications indiquées , on égale les coeffi- 
cîois des mêmes poissances de or ^ on obtiendra cinq équations, qui don- 
. nenmt. • • 

-rf, = -I, ^,= 0; A„=i^l, Jî^ = — i; >jr = I. 

Pour déterminer ces inconnues par la méthode du n* 658^ on résoudra 

Péqoalioii x* -f- i =s o ; ce qui donnera or = zil V^— i j supposant 

»s=: V— I 9 l'équation (20} deviendra. . . 

^ Les quantité réelles devant être égales dans cbaqne membre , ainsi que 
r lai imaginaires^ on aura. . . 

I I =3 — {Af'hB') et I = Rr^Af ; d'où A, =— i et i?;= o. 

I- 

Pour calculer A„ et B„ , on fera passer {x — 1) {AjX'-hB^ dans le prc- ^ 
Muer membre de l'équation (ao) ; on substituera ensuite les valeurs des in- 
Connues A, , B^, et l'on divisera les deux membres de l'équation qui en 
Késoltera , par x* + i î ce qui donnera. . . 

I = (or- 1) (4,x+ BJ ^- A (a:>^- i).. 

Supposant x^ V'~ î*, on troavera. . . 

1 = (V^TT- {A„\/^i^B„) i ou 1:= ^B„^A„)MB„-A„) \/^u 

Donc — (^,,4-^J= 1 et B,r-^n^o. 

Ces équations donnent A„z=: , ^,,=:— -. Enfin^^ si l'on fait x=r, 

"^Tëqaation (ao) donnera -^ = -. On a donc ... ' 



^ 



X*— x*+ax*— rax* -t-o:' 






î Dsuxtiiffi Exemple. Les facteurs de x>— 5x4-f lax'^ i6a:»-|-nx— 4»^**»^ 

■ (x* — ax-f- a)» et (x — i) 5 on posera. . . 

— x4^3x3— 4a^«4-4jr— 3 A/r-hB, A„x^-B„ A ^^ 

jts— SxH-iaxî— i6x»-t- lax— 4 "" (x«— ax-t-aj» "*^ (x»— ax+a) x^7* 
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Efifectuant des calculs analogues à ceux da premier exemple , ott 
(rouvera . . , 

^^=:i, B/=i\ 'A,;=.o^ JB,,=— ï;^=i. De sorte que... 



"*^ 65g. En géne'ral , on décompose la fraction proposée == , en frot- 
tions partielles , dont les dénominateurs sont les facteurs réels du* 
premier et du second degré du dénominateur D. Les numérateurs d», 
ces fractions partielles contiennent des coefficiens ïhdétermihés. 
On fait disparaître les dénominateurs , et ton dt termine les (oeficient 
inconnus, de manière que V équation qui en résulte soit identique, Ù 
qui exige que la forrrie des dénominateurs soit telle ^ que le nnmhn 
des coejficiens indéterminés , égale le nombre des cquations auxtjveilts 
ces coefficiens doivent satisfaire." Quand on est conduit a des nsuftaU' 
absurdes, cela indique que la décomposition msignce n''est pas pos- 
êible. Par exemple, les facteurs de x^ -r- 3 j: ■+■ 2 étant (x-t-a) et (x — !]•> 
si ron supposait . . . 

a— 3xH-x5 x-ha (x — i)* ' 

on seraitconduit aux équations contradictoires ^=ij B — a ^=1,2^-1-^=0' 
De sorte que la décomposition assignée n'est pas possible. Ou pourrait 
faire ... • 

La décomposition... 

i^x-^x» _ A P-h Q x 

a~ 3x -f-x^ X -4- a (xr— i}» 

I I 9 

réussirait également, car on trouveraitu^= ^, JP=:^elÇ=-r' 

Cet exemple suffit , pour faire voir qucÏPon peut décomposer une fraclioa 
^e plusieurs manières difFérentes. Nous avons choisi les formes de décora^îo- 
^ition qui serviront dans la Théorie des suites et dans le Calcul intigrai' 

* 6G0. Remarque, ISons avons supposé que la fraction donnée était irré- 
ductible. Si rcttô condition notait pas remplie, on en serait averti par» 
forme du résultat. Par exemple, les faqteurç de x»---i étanç x+i etx— i»"* 
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Ton faisait-- — - = ■ h — —^ j on treuverait A^(> t\'A.'=. \ \ 

(x — 1) 

ce qui indiqaerait qqe la fraction ■ ^^ ^» est équivalente h la fraction 
iirédnctible 



x-f- I 

S^rï^éî récurrentes (n* 674). 

"* 661. En algèbre comme en arithmétique , la division conduit toujours 
à un quotient exact ou périodique (**). Par exemple, lorsqu^on divise i 
par I — X, le quotient i -f-x-f-x' -+-x' H- etc. , est périodique, car chaque 
terme est ëgal au précédent multiplié par x. INuus allons démontrer que 
tôttfef les fractions rationnelles (n® S\ç^) jouissent de la projyriété rc' 
marquable cTengendrer des séries , dont les termes se déduisent les 
uns des autres suivant une loi constante. Nous examinerons d\ibord les 
propriétés de la série qui exprime le quotient de la division de l'par i — x. 
Oaa. .. 

(i).. . — L_ î45i-fx»4^»-f xî4-a^^+. . .+x"+x«+»4-ctc. 5 r«+,=x»(***). 

La division donne le moyen de réduire la fraction ——«en série. Cher- 

<^Hms \ résoudre le problème inverse , c'est-h-dire à revenir de la série h 
la fraction génératrice. En désignant la somme de tous les termes de 
; la série , par S » on aura. . . 

<S«xi4-x4«cc«-+-x3-fetc.ti:i-|-x(iH-or+x*4etc.)=i-f-x X S ; d'où t$'= * 

Nous aUons maintenant considérer Pidentitc (i) , sous le rapport des 
Talears namériques que Ton pem donner a x. Lorsque x est. moindre ^I^c 

f l'oaité , la fraction est positive, les termes i , x, x*, etc., dimi- 

f noent à mesure que Ton s'éloigne an premier , et plus on prend de termes , 
pins on approche de la valeur numérique de la fraction. On dit alors que 
la série est convergente , parce que les sommes que Von obtient en pre- 
nant successivement le p ramier terme , les deux premiers termes , etc,,, 



i " 



(**) Nous n'entendons parler que des nombres entiers et des polynômes 
algébrique» rationnels. 

(**♦) Tn+t désignera toujours le terme général du rang n-f-i. Les termes. 
<îc la série se déduiront successivement du terme général, en donnant à rz 
ies valeurs o, i, a, cic. 
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approchent de plus en plus de la fraction génératrice. On peut mémw 
toujours ' prendre assez de termes pour que leur somme diffère de la 

valeur de "^ , iPune quantité moindre qu^une quantité donnée quel- 

conque—. En e£Pet ; l'identité (i) donne. . . 

r 

-i— d=x-|<r-|-. . .-f.x»-«-f JC»(I-»-af^-ctc.)=I-♦-J>^. . .+a:«-»-+-ar» ( -^\* 

I— JP A* — */ 

Lorsqu'on prend i-f- jr-f-ar"4-. • •+a^""*S 1^^^ la somme de tons le« 

termes de la série, l'erreor que l'on commet est donc égale à .11 suffît 

donc de satisfaire à l'inégalité •• • 

«• ^ I I ^ ^P"^ K*'^ ï) 
— ^ — ^ posant Jt = — > on tronyc. . , n«~ i > -j • 

X étant moindre que l'unité, z est plus grand, que l'unité j Iz etl(z — i), 
font des quantités, flnies (n» SyS) 5 de sorte que la valeur de n e»t finie ,el 

d'autant plus grande que la fraction ^ est plus petite. Ce qui démontra 
le principe énoncé. 

Lorsque x est plus grand que l'unité , la fraction e$t négaciTe » cfi 

l'on a.4 4 ' 



*- T-^ J4= ' -f-^ + ^'-f-^' ■+" af*-+- 



etc. 



Les termes i , x^ x^, etc. , vont en augmentant et sont positifs ; de sorte 
C[ue plus on prend de tjzrmes et plus on s^éloigne de la valeur du premier 
membre. Dans ce cas , on dit que la série est divergente ; elle ne doit être 
considérée que comme un développement algébrique qui résulte de la èïf'r* 
sion de i par i — ar. Si l'on voulait rendre la série convergente, on dÎTi-» 
serait i par x — i , en regardant x comme le prcmi^ terme du diviseoT) 
ce qui donnerait. • . 

(a';. . +- -+- — 4- -^ ^., ,H ( v-H — rr^ «^c- • T»=^^' 

^' X'^l^x X' x^ x»^ x*+^ ar»t» X» 

X étant plus grand que i , le premier membre est positif; les termes da 
fécond membre diminuent à mesure que l'on s'éloigne du premier terme, 
et Ton approche d^autant plus de la valeur du premier membre , que l'on 
prend plus de termes. Si Ton veut déterminer combien on doit prendre dt 

termes , pour que la «ommç de ces termes ne diflfère de , que d'nuc 



/ 
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qaandië moiodre qne la fraction - ; oa observera qat VïàetïûU ( a ) 
donne... 

•t par consëqoent lonqn'onne prend qne les n termes — l — -f* . . . -f ~ 9 Ter- 

ifoit est --( j. On doit donc aToir. . . 

af»V.jp— 1/ 

X» (*— l) P l(x) 

Pour revenir de la série (a) à ta fraction génératrice ^ on désignera 
h somme de tons les termes par S , et Ton aora. . . 

41=: — ♦— + etc.=— -#- — ( - -4- — -fi etc. 1 =1 - -f- — «1. 
XX» X a\x X» J X X 

ation«f rs - -^- - «y, donnera... 4$* ss . 



* 069. En g^ëral , les séries coHTZRGEirTZS donnent les valeurs nu» 
Tféri^ues approchées àUs fonctions qu^ellcA représentent f tandis que les 
fines DiTsaGiiTTES s'éloignent de plus en plus de la fonction dont 
Mes expriment le développement. On ne doit donc conside'rer les séries 
divergentes , qne comme des dëve]upp4>mens algébriques , auxquels on peut 
toujours substituer les fonctions génératrices. Quel que soit x , on peut tou- 
ynus remplacer la se'rie i -f- x + x« -f- etc. , par la fonction génératrice 

p— } et réciproquement. Ces transformations sont d'une grande utilité 

àa» Tanalyse. 

. * 663. En général , lorsqu*on développe une fonction en série , la série 
^exprimant la valeur exacte de la fonction , que lorsqu'on prend la 
itmme de tous les termes ; une série , qui se prolonge à P infini , na 
feut conduire h ht valeur numérique approchée de la fonction que lors^ 
que la somme des termes que P'^n mgfige peut devenir très'petite. 
Mais sf^us le rapport de Volgèbre , on peut toujours remplacer une 
série par la fonctiàn génératrice. 

* 664. Lorsque dans Tidontité (i^ , x est moindre qne Panité , les termes 
> 9 X , x*y. et<^. , vont en diminuant , et la série est conyergente ; tnais de 
ce que les termes d*une série v^nt en dipiinuant , on ne peut pas 
toujours en conclure que la série soit convergente. La recherche des 
caractères auxquels on rrconnalt si une série est convergente, o£Fre sou- 
vent 4a grandea difficnltés, Ifouf nous bornerons en conséquence à con* 
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sidérer les séries cnntme des dével^ppemens algébriques , et alo» il 
sera inutile dVzaniiner si elles sont convergentes on divergentes. Quand 
nous ferons usage des séries pour calculer les valeurs numériques 
approchées des fonctions que ces séries représentent , nous aurons soin 
de tendre les séries convergentes, ^ 

* 665. La fraction -s — , a donpë naissance à la série i+j:H-jr*4-etc. , 

I — X 
dans laquelle chaque terme est cgal au précèdent multiplié par x. De sorte 
que pour former la série, il snfEt de connaître le premier terme i , et la 
raison x. Le terme général du ranp /i-f- i , est a:» j on en déduit un terme 
quelconque, sans calculer les prccédcns. Enfin , on a vu (n* 66i), comment \ 
on pouvait remonter de la série à la fi action génératrice. IVous allons rë- J 
soudrc ces trois problèmes, pour toutes les fractions rationnelles ; (m verra 

qu''elles jouissent de propriétés analogues h celles de la fractiorv»— 



* 666. Le procédé le plus naturel pour réduire une fraction rationnelle 
en série , est dVfiectuer la divi&ion du numérateur par le dénominateur; 
mais cette méthode ne fait pas connaître la loi suivant laquelle les termet . 
de la série se déduisent les uns des autres. Pour découvrir cette loi , on 
regarde les coefHciens du quotient comme des inconnues , et Ton détermine 
ces inconnues par la condition que le produit du diviseur par le qnetient 
soit identiquement égal au dividende. En voici des exemples : 

*G6*], Une fraction rationnelle , dont le dénominateur est du pre- 
mier degré en x , peut toujours être ramenée a la forme-- ^ a et • 

défcigiant des quantités indépendantes de x, positives ou négatives. Poçr 
réduire cette fraction en série, sans effectuer la division du numérateur par 
le dénominateur , on supposera . . . 

(3)... ^JL- =f=^-f.^a:-+- Cr«H-Z)a:î -+-... -f-iVx«-«+Px»-f<tc., 
I — ax 

et l'on déterminera les coefficiens^, B, C, etc., de manière que l'équa- 
tion (3) devienne identique. A cet efifcl , on mnltipHera les deux membres 
par (i — ax) j ce qui donnera. . . 

«t=^-f.(5— ^^).r-f-(C— -Btf) x^-h-iD^Ca) a:î-+-. . .^{P-^JVa) x»-fetc, 

Si l'on efTcctuait la division de et par (i —-ax) , on obtiendrait un quo- 
tient de la forme du second membre de l'équation ^3) j lea coefiBciens 
u4 y Jj , C etc. , s(:r;«icnt des fonctions connuca de a et de a ; et le quo» 
tient multiplié par le «liviseur , reproduirait le dividende *. liCS valeurs de 
u4 f B f C , etc. j doivent donc être telles, que le second membre de l'iden- 



\ 



n' À L G È B R E. 33l 

titif (3) M réduise 3i «t. On doit donc avoir.. . 
. ^=:«, j5— Aa^=:o , C — Ba-=.o ; ... ; P — iVii=:o ; d^oii.. . 

* 668. La relation P^nlVa convenant à deux termes consdcntifs quel' 
eonqpies ^ on voit qae chaque terme de la série est égal au précédent 
I muttfflié par a. De sorte que tous les'termes de la série se déduisent 
dit premier. 

* fGSQ. La méthode précédente a reça le nom de méthode des coeffi- 
tiens indéterminés , parce qu'on regarde les coefficicns A ^ B , C , etc. , 
' tomme dès indéterminées que i*on détcrminit de manière que réqaatioii 
devienne identique. 

*670. Lorsque le dénominateur est du second degré , la fraction 
peut toujours se ramener à la forme . Pour réduire cette 



fraction en série , on suppose. . .' 



I — ax — a/!c^ 



*"<" V 4=w^4'^jr-»-C.r»+Z>x3-|-. . .+iJfx"-«+iVJ:'»-'+Px'»-|-etc. . 

Chassant le dénomînatenr , il vient... 

«-f. */r E^ .^ + (i? — Aa)x -4- {C--Ba^Aa) x* -t- (Z)— Ca — Ba) x^ 

. . .4- {P—Na^Ma^) x* -4- etc. , 

et raisonnant comme dans le n^667| on trouve... 

(4) . .-«^=* j B—Aa^zd.^ 5 C—Ba-^Aa/^ Dz^Ca-hBa/, ...j P=z]Va-h3Ia,, 

D'oîi. . . 

(5). . . A^=ti'j 5= ûflt -t- et^; C = a'«t + aet^ -f- fltfl^ ; etc. 



Les équations (5) déterminent les valeurs des coefficicns inconnus 
A, B, C, eic. 

*67i. Lorsqu^on examine attentivement les formules (4), on voit que 
chaque coefficient , à partir du troisième , e^^ égal h la somme des 
eoefficiens des deux termes précédens multiplies respectivement par a 
et par a^. Cette loi subsiste dans toute Vétendue de la série y car la 
relation P=]Ya'^3Ia^y convient k trois termes consécutifs quelconques 
T^ous les termes de la série peuvent donc se déduire des deux premiers, 

*67a. Si le dénominateur était du troisième degré, on ferait... 

-^^'^— -' =f3^-f. J?x-f. Cx^-h. .+/:jc'»~3 H-il/jc—^+iVx »-' +Pjr'«+etc 



l'ax-a/x*-aax^ 

ft des c}dcuU analogues aux précédens, donneraient P = lYa+^a^'^ La^^ 
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de sorte qa'à partir du quatrième terme ^ U eoeficieni de chaque terme 
est égal à la somme des coefficiens de» trois termes précédens mirf- 
tipliés respectivement par les coefficiens a^ a^ et a%: 

''^673. En général, une fraction rationnelle de la forme:, * 

■ — ; aonne une féne . . . 

i-T-aa: — Uix' — . . . — am—iX'* 

dans laquelle chaque coefficient est égal à la somme des eoejficieiu 
des m termes précédens multipliés respectivement par les eoefficiens 
a, ai y a», ai, ,,, , a m, du dénominateur» De sorte que cette loinecem' 
mence qu^au (m -4- i)<«i"« terme. La valeur du coefficient A» de ce terme 
est donnée par la formule, . . 

Am=:Am^ia "¥ Am-^^ai -♦- Atm^za» -!•... -4- AiUm^a -f» Aam» 

Tous les termes de la série peuvent se déduire des m premiers 
termes, 

* 674. Les quantités a, Ut, a»^ a^ y etc. , par lesquelles il fantmniti* 
plier les coefficiens des termes qui précèdent celai que Ton cberdie , portent 
conjointement le nom d'échelle de relation. Les termes de Fëchelle de re- 
lation sont Ufaifa», etc. , et comme on est obligé , pour ealcoler cbaqve 
terme , d'aToir recours aux termes précédens , on dit que les séries de cette 
espèce sont récurrentes. Ainsi, les fractions rationnelles. . • 

et «t-f-AyX âL'-^AiX-^AaX* 

I — ax 1 — ax — UiX* 1 — ax — aix*—aax* 
sont exprimées par des séries récurrentes de la forme. . . 

A -f- Atit'^ A»x* -h Aix^ -f- etc. 

Pour la première fraction on a A=a ^Téchelle de relatioB est com- 
posée d'un seul terme a , et chaque terme est égal an précédent multiplié 
par a. Pour la seconde fraction , Téchelle de relation est composée des 
deux termes a y a^, et le coefficient de chaque terme est égal à la somme 
des coefficiens des deux termes précédens, multipliés respecti^ment par 
a et par Uj. Et ainsi de suite. 

* 675. Les termes a , a, , a» , etc. , de P échelle de relation , sont in- 
dépendans du numérateur «t + eiia: -I- etc. De sorte que toutes les frac- 
tions rationnelles qui ont le. même dénominateur, . . 
I — ax — Uix* — . . . — am-ix"*f engendrent des séries récurrentes qui ont la 
même échelle de relation. Ces séries ne diffèrent que dans les m premiers 

termes. Par exemple , la fraction rationnelle ' : 9 donne une 

'■ ' i — ax — UtX* 
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•ëlitf récurrente A 4- AiX -^ -^rf, ar» -f. -^jx^ -♦- etc. , dans la(|uclle. . , 



Sî le dénonÛDateiu: restant le même, le nam<Sratenr devenattC-fi Cijr, 
Tédidle de relation ne changerait pas , mais on aurait. . . 

dssCf At=zaC 'hCi^ A^ssAta-^AaMf Ai = Ata^^-Atai, etc. 

*&fi, PaziiiER PROBLÈME. Une fraction rationnelle étant donnée; 
teleuler la série récurrente qui exprime le quotient de la division 
dit numérateur par lé dénominateur. D'après ce qu'on a vu ^ il suffit 

de nmenei' la fraction à la forme i '-^ '^^ * On cal- 

I — ax — ûix*— ... — am-ix'* 

cnle les m premiers termes du quotient ^ par la division , ou par la mé' 

thode des coefficiens indéterminés. Chaque terme se de'duit ensuite des 

Ht précëdens , car le coefficient d'un terme quelconque est égal \ lar somme 

des coefficiens des m termes prccédcns , multiplies respectivement par les 

tennca connus a, a, , Om, " • , Om^t , de Fëchelle de relation (n** 673 ). 

I "^^ X 

Aînaî y pour réduire la fraction 5— ^ en série, on calculera les 

d«az premiers termes -4-1 et + ^ , du quotient ; les termes de l'échelle de 
xtlation ^tant -Ha et -f*3 , le troisième terme de la série sera (i xa-4-i x3)x* 
on Sx* ; le quatrième tarme sera (5 X a -4- i X 3)x^ ou iSfr^. Continuant 
ce calcul y on trouvera. . . 

""^a^a 4* ï -♦• *-f-5jc* + i3x5 +4ix4 -4- laix' -4- 365x« + ctc. 

La division de i — a; par i — ax — 3x* , conduirait an même nfsnltat. 

* 677. Deuxième problème. Connaissant la série récurrente et le 
nombre des termes de P échelle de relation; trouver l'échelle de rela- 
tion et la fraction génératrice. La série rëcurrente-^-4-J5x4-Cx*-+-Z>x'-fetc., 
^tant donnée y les coefficiens A , B, C, D, etc., sont des nombres connus. 
11 s^agit d'en déduire les termes de l'échelle de relation et la fraction gé* 
nératrice. Si S désigne la fraction génératrice qui exprime la somme de 
tous les termes de la série récurrente; on aura. . • 

(ii)...^=^H-jBx-+- Cr>4-Z>^'-4- fx'l-f.etc. 

* 678. i* Si l'échelle de relation est composée d^un seul terme ; en 
désignant ce terme inconnu par a , on amra . . . B=Aa ; C==Ba ; D=^Ca \ etc. 

La première équation donnera a = --^ I tf cette valeur de a derra satis- 
faire aux autres équations. Pour calculer la fraction génératrice S ^ on 
remplacera les coefficieD«> B, C> D^ etc., par leurs talenn Aa, Ba,Ca,etGKi 



■1 



I — ax — aiX 



Les valeurs de a et ai , ne de'pendant que des coefficiens A, B, C, D^ 
on voit que la valeur de la fraction génératrice ne dépend que des quatre 
premiers termes de la se'rie. Si l'on divise A-h{B — Ad)x , par i-^ax — a^x'^^ 
et si Ton a e'gard aux formules (5), (4) , etc. , le quotient reproduira la se'rie 
proposée. Si la série donnée étant i -f- j:-|-5j:=» -f- i3j:5-f-4iJ^^ -+- etc. , on 
sait que réchellc de relation est composée de deux termes inconnus a ^a^ 



334 £ L É M E N S J 

ce qui donnera . . . 

S-s^A-^Aax -♦- Jîflx» -h Cax"^ -fctc. r=^-f-aj: {A-hBx -|- Cr»4- etc;) 

■ 

Or A-hBx^-Cx^-hetc.^s^S. Donc S^A-hax X »$•; dV)ii(a).. S = ^. 

' ^ ' I — ax 

La fraction génératrice demandée est donc . Et en effet ,. si l'on 

^divise A par i — ax, on trouvera... 

riz A -h Aax -hAa^x* -♦: Aa^x"^ -f- etc. 

Mais par hypothèse B = Aa } C=zBa=: Aa* \Dr=.Ca •=^Aa> ; etc. , 
la division de A par i — aar, donne donc pour quotient la série... . 

A-^-Bx -¥ Cx* + Dx^ -+- Ex'^ 4- etc. 

* 679. a». On opérera d'une manière analogue , quand Péclielle de re- 
lation sera composée de deux termes. On désignera ces deux termes par 
a et fl I . On aura (n® 670) ... * ,'1 

(3)... C=Ba-hAa^'y(!i):^.D=zCa^Bax'^E=.Da'\-Cas\etc. 

Les coefficiens A, B , C, D y etc. , étant cocoas, les deux premières 
équations donneront lés valeurs des inconnues a ^ at , et d'après l'hypo- 
thèse , ces valeurs de a et at satisferont nécessairement à toutes les autres • 
équations. Les termes a, ai , de l'échelle de relation , étant ainsi détermif 
nés , il sera facile d'sn déduire la fraction génératrice S, car en mettaol 
dans l'équation (i) , les valeurs des coefficiens C, D, E, etc., on 
trouvera. . . 

i>=iA-\^Bx -4- {Ba -h Aat)x^ 4. ( Ca-*- Bai)x^ -4- {Da + Cfli)x* ■+- etc. 

^A-^-Bx-k-ax (5x-f-Cr*-4-i>x3-4-etc.)-f-a,x» (^-h5x-4-Cr»-feic). 
^Mais-4-*- J5x-4- Cx» '^etc.zz: S fil Bx ^ Cx» -+- Dx^ -h eic^S -^ A, 
Donc S ^si A -^ Bx -^ ax {S -^ A) -^ aiX*{S). 
Celle dernière équation donnera ... 

(5)... s^^-*-iB-A<,)x 
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tatira A = i ) B=i ; C = Ty ', Z> = i3 ^ les équations (3) cf (.{) , «loiinc- 
ta=sayai=s3i et la formule (5) devieadru... 



s= — ' 



I — ax — 3jc** 



^680. Remarque, Lorsque Pon connaît les termes a, Ai, de Nchelle 
lerebtioDy et la série re'currcnte A -h ^x 4-. Cr * -f- etc. , le dénominateur 
t—- ox— ^ aix* de la fraction ge'nératrice est donne j pour calculer le namë~- 
nteor « + «ix , on pose . . . 

« -f- *iX ^ . « ^ 

=^4-^jrH-0»-f-etc. 

> I — ax — ûix* 

i • 

Chassant le dénominateur et observant Vjue le premier memt)re de 

Station qui en résultera ne contenant pas de puissances de x supc'rieurcs 

i k première , le second membre doit jouir de la même propriété^ on nc- 

^Sgerales puissances de x supérieures à la première, ce qui donnera. .. 

«t + fltix=:yrf -H( J5 — Aa)x. 

'ette égalité' devant subsister quel que soit x , on aura (L^=.A et ctiStB'^Aa. 
Ce ^i déterminera les inconnues cl et «t i . 

Ces exemples suffisent pour faire voir comment on doit op<;rer lorsque 
l^éckelle de relation est composée cVun plus grand nombre de termes. 

^681. Troisième PROBLÈME. Conndissant la série récurrente et le nombre 
^Ua termes de l'échelle (le relation , calculer la somme tVun nombre 
^terminé de termes de la série. La méthode des n9* 678 et 679 conduit 
k la solation du problème actuel. En effet^ si Sm désigne la somme des m 
Iffcmiers termes de la série récurrente A + Bx-i- Cx* H- etc. ^ on aura. . . 

{^...Sm^A-h Bx -¥• Cx»+. . .-f-/:x"-4-f.3/x'»-3 -4- ^Vx*»-» -h Px"-» , 

I 

^ let^ ooefficiens A, B, C, ..., L, M; N^P, etc., seront des nombres 

• eonnus» 

. '"682. i^. Quand l'échelle de relation sera composée d'un seul terme 
•i on aura (n® 678) . . . 

: JB=iAa-, C = Ba', D^Ca\ ...j M=La, ]Y=Ma, P=:JVa, 

La première équation déterminera a y et la substitution des valeurs Ae 
^, CyD, . . . , M, N, P, dans l'équation (6) , donnera. . . 

Sm^^A-hAax-hBax^-h , , .4-/^x"-5-^Max»-»-+-iViix"»-« 
. ■ ^siA-^axiA -h jBx -f-, . . -4-Z:x»-*-f-3/x'"-3-|.^j:»-a). 
Mais A-hBx-h . . .-f-Zx'»-4-+-i>fx'»-3-HiVJ:'»-^ = *$•«— Px«-«. Donc. . . 

A-—aPx'^ 
Sm •='A H- ax (S m — Px»»-»). Ou «a déduira (7) . . . vS"* « --; -• 

' I— flX ^ 



I 
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* 683. Quand Véchelle de relation sera composée de deux tèfmét é 
et Ay, on anra (n^ 673), . . 

C^^Ba^Aa^'^ D=.Ça^Ba/y , . , \ N=^ Ma ^ La,'^ P^iNa-^Mâji 

Les deux premières eqaations d<$termiaeront les termes a, ûj, de TécheBi 
de rdation , et la substitatioa des valem» de C, D^ ..,, N, P^ dans Téqna*' 
tion (6) , donnera. . . 

= (-^ -4- jBx) 4-«JC (5x ■+- Cr • H- . : . -h Mx^^ + iVJc"»-*) "^ 

•♦- fl/r» (^ -+- jSjt -f- . . . 4- Xjc'»-^ -f. ilfr^ï J. 
. Or . . . . ^x + Cr* -h . . ; -f-Mx^ï -f.iVJr'^* = *y« — !*^— Pa>-« 
et A -^ Bx -^ , , ,^ -Lr»-^ .-f. ilfr"»TÎ= ^y^ ^ illk-'»-'* — Pjé«»-». 

Donc Sm=A-¥Bx-h>x{Sm'^A''Px»^*)'-^^X^{Sm—Nx^*^Pa^^)^ 

On en déduira. . . 

/ox c -^ -»- (^ — ^fl) X — X*» (Pa H- JVa^-hPax) 
^ ' I — ax — a/x^ 

On trouvera, au moyen de cette formule, que la somme des six premien 
termes de la se'rie i -f- x -#-5x* H- iSx^ -+- 4'^* -I- laix* + ctc., est..* 

i—x — xg(365-f-363x) 
I — ax — 3x* 

On opérerait d*nne manière analogue , si Téchelle de relation ^tait coït* 
posée d^un plus grand nombre de termes. . 

* 684. Les principes établis dans les n®* 677, 678 et 679, démoatrent qnt 
toute série_ récurrente exprime le quotient de la diinsion du numérê^ 
teur d'une fraction rationnelle par le dénominateur, 

* 685. Une série récurrente étant donnée, si l'on demandait la somme 
des n termes qui suit^ent le m'«"*« terme. On calculerait la somme des 
m -f- n premiers termes, et celle des m premiers termes; la différence 
entre ces deux sommes, exprimerait la somme demandée, < 

* 686. Les formules prccédenies^ donnant la somme S m des mpremieif 
termes d'une série récurrente , pour en déduire la somme de tous les termei 
de la série prolongée à l'infini , il suffit de supposer les derniers termei : 
L, M, N f Pi égaux à zéro, car le nombre des termes devenant infini, i 
le^ derniers termes de la série ne doivent pas entrer dans la somme. Si ron I 
introduit ces hypothèses dans les formules (7) et (8) , des n®* 68a et 683 , oi / 
trouvera les formules (a) et (5) des no* G78 et .679. 

* 687. QvÀTRiÈME PROBLÈME. Une fraction rationnelle étant donnée^ 
on propose de calculer le terme général de la série récurrente qui 
exprime le quotient de la division du numérateur par le dériominatew, 
Vi s'agit d^obt«nir im« fonuule^ à Tsude de laquelle on paisse calculer ua 

terme 
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enm d^ati rang déterminé , indépendamment des termes précédens (n<> 5o). 
* 688. Quand U dénominateur est du premier degré , la fraction pro- 

Mtée est de la forme , ; et Ton a. . . 

^ b — ax 

A. A / I \ A f , ax . «».r* , ii'x* 



h.^^ax b 



(^) 






Le tenne général du rang (n+ i) , est donc. . . T,+i = "r^f T" ) • 

"^ 68^ Longue le dénominateur est du second degré , la fraction donnéa 

p |eat tonjourt se ramener à la forme . — ^ ' Cela posé : 

\ * 690. I®. Quand les racines p et g, de l'équation a + ^* -h x* = o , 
' AMI inhales > on a (n« 654)< • • 

(1) . . . — r-î — : — = +— ^'^ — * 

fl-t-6x-f-sr* /> — X ^ — X 

CettaleniB de P et Q rendant Péqaation (i) identique j si Ton effectuait 
la dÎTision dt A-^Bxf par â + &jr-f«x*, le quotient serait identiquement 
fépl à la somme des qaotiens de P p&i p -^ x et de Q\mTq — x^ le terme 
•ilèefédex*, dans le premier quotient, serait donc égal h la somme des 
tennet aJBRectés de x* dans les deux autres quotiens. Or , (n^ 688) , quand 

•a dirue P par p^^x et Q par q — x, les termes affectés de x" sont — f - I 
cl -^ ( ^ j • Le terme affecté de x*, dans le quotient de la division de 
^i-fiJBx, par a + 5x-|-x», cstdonc — (-j -h-^i- j . On a donc..^. 






ii---=tG)"+?(0" 



1^ * 691. Lorsque les racines inégales p et q sont réelles , la formule (3) 
^ i^ime le terme général» Par exemple, si^ la fraction donnée était 



■ «Il n < 



. (♦♦) Ona(no66i)...--— 4ii*4-x + x»H-xî+etc. 

Changeant x^ *d~t' > <>° trouvera. . * 

1 , flX . d»x* . /l'x' . 

-7 -r^ » ± T + -j^ + ir+ ««• 

Ulgèbre. T. IL sa 



I 
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' ' ^ — ; on ramènerait d^abord cène fraction à la forme ^ ' i 

en observant que. . . 



1 — X 



"• "^ — =fa -^ ^^- ; ce qni donnerait . . . 

in T 

Le» racines de Tëquation — 5-f-rJc-#-x*=o, étant = et — i , on aornl 

p = I, qzs — I. La substitution de cet Talenrs de A, B^ptiq, im 
les formules (a) et (3}, donnerait. . . 

P =i ; Ç= - i ; r.+. = {3. + (_ ,).} X Ix'. 

Donnant successivement à /i, le* valcars o, i , a, etc., on obtiendrait ki 
termes -f- 1 , + a: , + 5^:», H- iSx*, -f- etc. , de la série qui eiprime le quo- 
tient de la division de i — a: , par i — ax — 3ac*. 

* 693. Quand les racines p et q sont imaginaires ^ le UmU générai 
est compliqué d* imaginaires , mais ces imaginaires doit^n;t nécessaire-' 
ment disparaître, car A, B , a, b, désignant dos quantités réelles y b 
division de A-^'Bx , par û -f- ^x-4- jr», ne peut fournir que des termes réek 
au quotieni. Et en effet; si Ton substitue dans l'expression du terme général, 
les valeurs de P et Ç données par les formules (a) , et si Ton obterre (fût 
pqz=:a, on trouvera. . . 

Or les valeurs imaginaifes de pet de ^, sont de cette forme(n<* 5ai)y ..« 

p = r-f-* V/ — i,^ = r— 5 V — I. DoBcp— ,^ =2* V^— i. 
Mais d'après le principe du n^Sig, on a... 

^,+, -_ ^ ^ ^^ i/— -î; ^*+* = ^ — *' V/~ j p*+' — ^*+« =: a/ V/~j 
( r^y r"^ 5% s", désignant des quantités réellf»}. On en déduit.. . 

Cçtte expression du terme général n9 ref^wrme plus d'imagtnains* 



i la firaction doniléc ^tait 



ft* A L G È*B R E. 

1 -f- or 



339 



on aurait.. . 



^=5 1^ Jïsi; a=:aî 5 = — aj p=n-V^^; <3f = i— ^/Z^j 

Donnant snccessiTement à n les valeurs o, x, 3,3, etc. , et substituant 
fias vaiear» de p et deq, on trouverait . . . 

T. = i; j;=x; r3r=7*«; T4 = + i x^ j erc. 

L Et en effet ; la division de i + x, par a — ax H- x*, fournit le quotient 

[ - + X4-7X* -f- r x»4-etc. 
[•a 4 4 

Qnanil les xacines p et q sont imaginaires, le proche du n<' 611 (3«} , 
[ conduite une expression le'elie du ternie général. £n eSet, ou peut alors 
1' supposer. . . 

p = r^s V^—i =iSr(cos^-+- 1/*— I sin(|>) 

q s: r^s ^ — i =^(cos^ — y — i sLn^) , 

r «t < sont des quantités réelles et connues , les valeurs de ^ et de ^ , sont 
déterminées par les équations. . . 

iBLCOs^ = r; iSTsin^^i. 

\ Opérant comme dans le n^ 611 (3°), on trouvera. . . 

it=s V/r»-H* 5 cos<^= ■ , sin<|) = 

Les racines p et ^ de l'équation x> + 6x -h a = o , étant imaginaires , 
<m verra que les valeurs de sin^etcos<^ sont réelles et moindres qu« 
le rayon i ^ de sorte que K t\ ^ sont réels. La formule (a) du v9 539 » 
donnera..* 



^p— r ^^l V/(**+^"r X sin/i<î)5 



De sorte que \t^ imaginaires disparaîtront de la formule (4). 
"^ 693. Lorsque les racines pçtq sonf égales et par conséquent réelles , 
Texpresaion du terme général, donnée par la formule (4) , se présente sous 

la forme - ^ m^s en effectuant la divftipn de (fi»+* — 9»+») par (P'^q); cell« 

'M - 

I. 

' . de (p* — 9») par (p—^qh et supposant ensuite p = q , on trouTf • . % 
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Si Ton met pour a sa ralear p' , on parviendra à la formule. . • 

(5)... JW+. = ^ —^^ ^ X X». (On apss: — -*). 

^ 694» Ce terme général est effectivement celui qui convient au 
des racines égales ^ mais la manière dont on a trouvé ce terme, doit 
des doutes sur Fezactitude du résultat; car on 7 est parvenu àPaidedel 
décomposition indiquée par la formule (i) et quand p = ^ , les valeuis 
numérateurs P et Q devenant infinies^ cette décomposition n^est pas généra.- 
lement possible (n^ 654)* H est donc nécessaire de calculer dixectement It^ 
terme général. 

* 695. Lorsque p = ^, la fraction. . . ] 

■1 
j4-hBx . . A-hBx A ^ Bx 

; — :-^— , devient r r- , ou . . -f- , . « 



r- = — /i-h a- -h 3 — +4 -T-*" • • • -^'» 7 H-C'ï'+'ï) — "h etc-r 



Supposant a=p et n = a , dans la formule (i3) du n^ 63a; on trouve.. 

On en déduit. . . 

^fl.^ ± ^i 4-3 - +3 — + 4 ^ 4- . . . : . .+/i'î^ 4. (/i-Hi)— + etc.] 
ip-~x)^^p^ ^ p^ p^^^pi ^ p»-«^^ V ^ 



(p— x)=» ^p^ ;? p* P^ p'-' ^ ^ ^ p» ^ t 






Ajoutant ces identités , membre h membre , ,et réunissant les termes 
afiPectés de x» , on voit que le terme du rang n 4- 1 est. . . 

A , , , X» , J5n^^ X» i(n-hj)A'hnpB\ 

— («4-1) —4- — X 9 ou <^^ i— £- — >xx». 



Ce qui s^accorde avec le résultat du n^ 698. 

* 6g6. La décomposition indiquée dans la note du n* 654 > coxiduit à la 
même formule. £n effet j quand p = q , on a. . . 

^4-^x _ A-h Bx . A-hBp B 

fl-h^x + JC* ~~ (p — x)> ^*0 — x)» (p^x)*' 

Les termes affectés de x" dans les développemens de ^ et de -.étant . 

'^'^ (p-^x)* p X 

(n ■+" i*\ X* 

j x» et -^ ; si Ton multiplie ces teimes respectivement par (-^-i-^;^)^ 

«t par — * J9; k somme des deux produits exprlnerii le terme géaéral du 
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lOlient de la division de A^ Bx , par (p«*x)>. Ce qui conduix;a à la 
wpmle (5) du n« 6g3. 

I + X 

&.la fraction donnëe ëtaie — , on aurait. . . 

A=il , B=:l , a=:i, brsz^-^ fP^Sitf 
«fe la formule (5) du n9 698 donnerait. . . 

^ 2Vf « = (a/i -f- i)x». 

On eu déduirait. . . 

r, = i, Th=:3x, r3=5x>, r^rrz^x', r5=9x<, Te^nx^j etc. 

Et en effet, le quotient fie la division de i-f^x pari — 2x+^*; est 
1+ 3x -♦- Sx* H* 7xï^+gx4 •+- iix^^f- etc. 
6^. Quand le dénominateur est du troisième degré , la fraction peut 

«PB ramenée à la forme — — — r--^- :• Pour calculer le terme 

a-^bx-^cx* — x' 

iéhérai , du rang n-h i , on cherche les facteurs p — x, q — x , r — x, 

^ dénominateur , et Ton suppose. . . 

^+iBr+^ ^P_ _2_ .«_ 

a-f-ox-f-cx» — X* p— X 9 — X r— X 
Opérant comme dans le no 654 9 ^''^ trouve... 

Ajontant les termes généraux des fractions partielles qui composent le 
second meaibre de Tidentité (i), on trouve... 

«...r„=^)Ve(=)VÎ(g. 

Analysons les différens cas qui peuvent se présenter : 

1*. Lorsque les racines p^ q, r, sont réelles et inégales , les valeurs de 
i*, Q, Ry sont finies et réelles j de sorte que la formule (3) donne le terme 
général. 

iP. Quand les racines p et q sont imaginaires ,on a {n9 5ai) . . . 

p=i«f^Ç V — i> ^ = * — C V/ — !• 

Lê/^» ^pumtités et et C sont réelles ; le terme général est compliqué d^îma- 
biliaires , mais ces imaginaires doivent disparaUre , car la division de 
A'\* Bx-h Cx* par a -¥- bx-h ex* — x' , ne peut donner que des termes 
tc'cls au. quotient. Et en eflfct , si après avoir substitué les valeurs de P, Ç> 



y 
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dans la fbrt&ùlé (3) , oïl cafcale la somme âés deux premîèret fractioM 
£|ui composent 7*114.1 , on trouvera que le coefficient de x', est. . . 

(P-^) {r—p) {r-^) {pq)"^' 



Or , (r — p) (r — </) 4=» r»— (p4- ^)r-|- p^. D^ailleurs les qnantitës p-hf^ 
et ;7<7, sont réelles, et diaprés la formule (3) du n^ Sig, les quanti- 
tés de la forme p"^ — ^n», sont des imaginaires de la formé aCv — i» 
Les imaginaires disparaîtront donc de la valeur du terme fénéral. 

3®. Lorsque p=^qj les racines p^ q , r sont réelles (no 6ii.a«) , R eit 
une quantité réelle et finie , les numérateurs P et Q sont inûois j de sorte 
que la décomposition indiquée par la formule (i), n'est plus possible. 
Bans ce cas, le dénominateur â-f-&Jf-f*cx*-- 'x'y étant le produit ds 
(p — x)^ par (r — x), on suppose... 

,^ A -hBx^ Cx» R Sx-hT 

Chassant les dénominateurs et égalant les coefficiens des mêmes puissaocei 
de j: , on trouve. . . 

B—éltËIlt^H c__ -^-f-^^— <>'-*-aCp r ^__ Ar-^Ap-Bp^'Crp\ 
(p-r)^ >*>- (p^r)^ -î-^~ (p^ry ! 

Or diaprés les formules des n^* 688 et .693 , les tersies genoux des àé- s 

veloppemens de et de : — -^-r-* sont -{ - 1 eti^ -rZ-T^ — i^* 1^* 

^'^ r— * (p — jr)«' rvry l /?•+* ' 

somme de ces deux termes généraux , donnera là valeur de TVf-i q« 

correspond h Thypothèse p = </. Si Ton e£fec tue les calculs , et si Ton met j 

les valeurs des numéraiteurs R, S, T, on trouvera que le terme général est... 

*• ' (p^r)*p'*+*r'^+^ ' 

4**. Lorsifue p:= q rss r ; les racines p, q, r, sont réelles ; les vajeui \ 
de P,Q,Rj devenant infinies , et le dénominatetir a+fcjt-H»«* — ^' ^'■■^ 
le cube de p— j: , on a. . . 

M yJ'hBx'hCx* A Bx . C^* 

^^^'" a-^bx + cx*—x^'^{p-^)^^{p^x)^'^{p'-xy' 

■ 
Pour obtenir le (n ■+- 1)'*»* terme Tn+i du développement du premier 
inembre de cette identité^ on observe que. ce terme étant afiécté de a:", il 
suffit de trouver la somme des termes qui sonKbff'ectés de x" dans les deve*' 
loppemens des trois fractions partielles qui composent le second membre; 
ce q^^ni gc réduit à calculer les tcrpaes affectés de x", de x»-* et de x»'S 
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Éuis le dérdoppement de . r^. Ces termes sont... 

•a les multipliant respectivement par les nume'ratcnrs ji , Bx et Cx* , 
Id prodaits exprimeront les termes affectes de x", dans les de'veloppemcns 
^ fractions partielles qui composent le second membre de ridcntité (7). 

L^ somme de ces trois prodaits sera le terme gênerai 7Vf i. Effectuant ce 

^ nlcii], il Tiendra. . . 

(8)... 2V».. = ^ ^p^^ ^x-. 

Le procéda do n^ GgjS , conduirait au même rcsoltat. 
698. SoppoMot p=:i dans les formules (5) et (8), des n^^^SgS 01697» 
, CB trourem qoe ks termes genëranx des fractions. . . 

A-^Bx A-^Bx-^hCx* 

, .- > , .^ 9 sont. . . 

%9. CiirQViiiiE Problème. Déterminer si une série donnée est ré- 
tnrrtnte, ei quand elle est récurrente, tromper Infraction génératrice qui 

exprime la êomme de tous les termes de la série. Soit la série 

^-f*Bx-f-Cr*-h etc., qui se prolonge h Pinfîni, et dans laquelle A, B, €, etc. , 
sont des nombres connus. En désignant par «S* la sonunc de tous les. 
toiDet y on a... • 

«y rszA-J^Bx^ Cx^-hDx^ ■+■ Ex* -h etc. 

Lonqaela série est récurrente, Véchelle de relation est composée d^un 
certain nombre de termes , a , a^^ a„, etc. , et tout se réduit à calculer te 
nombre et la valeur des inconnues a , a^, a,, , etc. Cela posé : 

I® Quand l'échelle de relation est composée d'un seul terme a ,* 

00 a.. • 

B iJ Z) 
B^ssAa , C=: Ba, D=iCa, etc ; d'oîi a=-^ = -^=:-p^ = etc. 

Par conséquent, lorsque dans toute retendue de la série , chaque coef- 
- ficient divisé par le coefficient du terme précédent , donne le même quo- 

(**) Pour obtenir ces termes, on fera a=:p et n = 5 , dans la formule (i3) 
du n* 633« Ce qui donnera. . . 

^ ' ^fii^ i.ap i.ap* i.a;?i i. 2 p* f 

JLe terme affecté de a:» sera donc X — r-r* Changeant n em 

I . a /;"+» 

« — xeienn — 3, on nouvera les termes affectes de a:»-» et de «■-"*., 
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fudite pax ttile séné, le qâotiêAt exact est - -4- jr. On a donc. . 2 

^s=:- + xs=r —-i-^ — »; d'oîii«y = t— - — . 
«la a I H- ax 

a®. Qaandia division de i par S, donne plus de deux termes an qiko- 
tieat , la série S ne peut pas exprimer le d^Teloppement d''une fraction de 

la forme ' i . On essaye donc si Ton a. . • 

'^ -. On en déduit -7,= 



Si cette fraction gënëratrice était connue, en divisant a + ^i: -f- e:f * , par 
a.-{'Çx, et ne calculant quQ les deux premiers termes du quotient ; le quo- 
tient serait de la forme p-^tfjc , le reste serait de la forme Ax* et A serait 
indépendant de x» Or la série «S* doit jouir des mêmes propriétés que la frac- 
tion génératrice qui lui est égale j par conséquent , si Ton divise l'unité par 
la série donnée , les deux premiers termes du quotient seront p^t/x, et 
le reste sera exactement divisible par x^ j ce reste sera donc de la forme 
S^*. On aura. . . 

\ a -4- ^ *f» ctt* . j4x^ 

Les premiers membres de ces équations devant être identiques y les se- 
conds membres sont identiques. On a donc... 

S tt^Cx et C 

La division de S par S, doit donc donner un quotient exact de la ienne 

(*•*) S, désigne une série de la forme ^^ '^B/s -f- C/t» -f»ctc. En effet,* 
on a. . • 

^ ^s.^ s, 

« + C* s A+Bx + Cx'-t- etc. 

Si Ton effectuait la division de A, par A-f-Cx, lé quotient serait de la forme 

— "^ b/t -f- c^x» ^ etc. ; le quotient de la division de S, par yi-^Bx^ etc. ^ 

doit donc être de la même forme; ce qui exige que S^ soit de la forme 
^y-+-jB^-f- C,x' -f- etc. y et Af ne peut être nul. 



û 4- èx H- ex* «y « -h Cx 
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. Réciproquement, lorsque la série proposée satisfera aux deux conditions... 

l'ânnination de S, , entre ces deox équations , donnera une valeor de 

S ée M îonne — r-; — . " ' » Lasrfne... 

a -f- ox 4- cx* 

I -f- X H- 5x* -h i3xî -f. 41** H- 121X» -f- 365x« -f etc. , 

est de cette espèce ^ car la division de Panitë , par i-f>x -^ Sx* -f- etc. , donne 
Je quotient i — x , ayec un reste S^^ =r f — 4 — ^^ — î^8x» — etc.)x» , et 
la dintion de i-+-x-+-5x»-»-ctc. , par — 4— &>— aSx*— etc. , ou de v^ par «5"^ ^ 

donne le quotient exact — 7-+- 7 jc. On a donc. . . 

4 4 

î _ . S,x* S _ I . I 



I — X 



EfimilMtfit Sj entré ces deux équations , on tronre. .,S=: ^ — • 

' ^ ' I — ax — 3x« 

* 7o3. En général, ^urrecon/ia/tre si une série donnée S est récurrente ; 
diHse» Vunité par S et calculez les deux premiers termes p + qxy du 
tfuotient; te reste sera S/x*, Divisez S par S,; le quotient sera Pr^q/r 
et le reste sera S„x*, Continuez a opérer de la même manière. Quand 
la série donnée sera récurrente , vous parviendrez toujours à un reste 
nul. Et Us équations, .. 

ï , . SfX* S . . S,x:* S, , S,^* 

donneront la vçLleur de S, Les premiers termes des polynômes S , S,, 
S^e^,y seront indépendans de x.Parezemp]e,si«$'yy/=o,la.troisième équation 

donnera la valeur de -^-^ cette valeur substituée dans la seconde équation , 

S 
conduira à la valeur de -rf^ et cette dernière valeur mise dans la première 

o 

équation fera connattre S. On trouvera, d'après cette règle, que la série, . . 

i 

i-f^x-f-3x»-|-3x'-|-7x4-*-5x«-+-i5x«-f-9x7H-3ix«+i7x»-+-63x«o+ etc. , 

I -f- 3x + 3x* 
est récurrente et que la fraction génératrice est., , — -j- -— ; j* 

I ^^X "^■** 3X ""* JX 

704. Pour découvrir si des nombres connus ^ y B, C, Dj etc., for- 
ment une suite récurrente , il suffit de chercher si la série 

-^■4- Bx •+- Cx* ■+- etc. , est récurrente. On verra de cette manière que le* 
nombres i, 1, 5, i3, £^i, I3i, 365, elc. , forment une série récurrente, 
dom IVcbelle de relation est composée des deux termes r4- 2 et -f- 3, De 



/ - 
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sorte que chaque nombre est égal à la somme des deoz nombres préc^ens , 
multiplies respecti?ement par -h a et par +3. Si Ton demandait la somme 
des six premiers termes de la série récurrente.. . 

(i) . . . I 4- 1 -4-5 -f- 13 -f- 4' + ï^i H" 365 -h etc. 5 
on calculerait la somme des six premiers termes de la se'rie récurrente. . . 

* 

(a) . . . I -I- jt H- 5x* + i3x5 -h ^ix* -f- laix* -f- 365x^ -f. etc. 

Cette somme serait ^""^ ^ ^ — _ f2 (no683): faisant ar= i, le 

» I — ax — ox* 

résultat 183, exprimerait la somme demandée. Pour obtenir le terme général , 

de la série récurrente (i), on calculera le terme général de la série (a). 

Ce terme sera -f S^+C— 1)»} x - x» ( n© 691 ). Le terme demandé est 

donc -{3'»-f-( — i)"/- Donnant successivement à /i les valeurs 0, i,2,3,etc., 

on en déduira tous les termes de la série (i). 

705. Sixième Problème. Le terme général d^ une série récurrente étant 
donné; trouver la fraction génératrice ? On pourrait calculer succes- 
sivement les difierens termes de la série; la méthode du n» ^oS, con- 
duirait ensuite à la valeur de la fraction génératrice. Mais il est .plus 
simple de déduire directement la fraction génératrice du terme gé- 
néral. Pour y parvenir, on observera que lorsque les termes généraux 
de deux séries sont identiques , les fractions génératrices sont né- 
cessairement identiques , car les séries sont identiques. Par conséquent , 
si n désigne le nombre des termes qui précèdent le terme général donné 

Tn+i ; le terme Tn-^i sera une fonction connue de «, que l'on désignera 

JY 
par <^ («). On cherchera quelle est la forme de la fraction génératrice -j^f qui 

correspond h oe terme général. Cette fraction contiendra des coeffîciens in- 
déterminés u4 f B , C , etc. , combinés avec x, et son terme général T'»^-. 
sera une fonction connue des quantités n^A, B , C , etc. , que l'on dési- 
gnera par f(n , ^, J5, C, etc. ). Posant.. . 

{i).., f{n,A,B , C, etc. ) = «^ (/i) , 

on calculera les valeurs des inconnues ^, B, C , etc., qui rendent 
cette équation identique; la substitution des valeurs de ^, B , C , etc.^daus 

la fonction -jz > donnera la fraction demandée. 

706. Par exemple , quand le terme général d'une série est de la 
Jorme , . . (a -f- fen -f- cn^ -f-. • .-i-ln'"—^)x'* ; la série est récurrente , et la 

Jraction génératrice est de la forme — . : > car 

"^ (l X;*» 
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on a TS (■** G88 et G9S; , que le» tomes gèncrmox qai conespandeat aux 



, » . t . V > etc. 

•oot de ccue Ibane... 

4u:«, {a + 5ii)x*, (a 4. 5ji + c**^Jr*, etc. 

707. AiaH y iwHr trouver quelle est la fraction gêmêratriee qui 
donne la. série dont le termse général est (1 Hh 1+ 3ii*)x* , 00 obserren 



A-hBx-^ r. 



j 



qpc ce tenne géncnl appartient à une fraction de la forme ^r 9 



car ( n» G98 } , le terme général qui correspoDd à cette dernière fraction 
est... 

Ces denz termes géneranx derant être ideniiqaes , on anra 

Ce qiû oooncni. . . 

Za fraction demandée est donc. . . 

1 -Ax-h3T« 

(i-xp 

708. Nous aTons supposé josqaVi qne la série récnrrente exprimait le 
développement en série d'une fraction dans laquelle le plus fort eiqkosant de 
X était moindre au numératenr ^'au dénominateor. F.iaminony ce qui 
arrive quand cette condition n^est pas remplie. 

709. Lorsque le plus fort exposant de x , dans le dénominateur , 
étant nti le plus fort exposant de x iians le numérateur est m — i +n; 
en raisonnant comme dans les no» 667. . .673, on voit que la récurrence de la 
série ne commence qu'après les m-i^n premiers termes» Ainsi : 

1®. Pour résoudre le problème du n® 676 , on calculera les m-f-n pre- 
miers termes du quotient, et chacun des autres termes se déduira des m 
précédens , comme dans le n** 676. 

^^. Pour résoudre les questions des n9* 677 et 6c)9, on fera d^abord abstrac- 
tion des n premiers termes f on calculera la fraction génératrice qui répond h 
la série ainsi réduite j ajoutant à cette fraction ..les n premiers termes 
que Ton avait supprimés, le résultat sera la somme demandée. 

3^. On -peut calculer le terme général par une méthode analogue h 

celle du n^'CgS. Ea effet; soit la fraction - — = — r-v.» Le» facteurs du 
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déuoxaioateur étant a-**x «t 3*— x , on fera. . . 

6-4-aa:+a:» _ A B'^Cx _ A ^ B ^ O 
6 — 5a:-f-x* *^ a — x 3 — x a — ac 3 — x 3— x' 

On en déduira A-=.\l^\ B^= — 185 C= — 1. 

Mais (n<* 688} dans les développemens des fractions partielles. . . 

A B Cx , ir ^ j - . 

- 9 5 f -x f les termes afiectés de x* sont.. . 

a — X 3-»— X 3»-x 

i A QY, i Jî QY eti CxQV"'. Le terme général de la fracûon 

proposée, est donc... 

ona... - -r^ = 7 : 5 J5=— 6; C=— I. 
a ' ' 3 ' 

Cx 

Remarque, La série qni exprime x — 9 ne cpntenant pas de terme io' 

3""*X 

dépendant de x, Thypothèse /t=o , donne T^ - ^ -f- ^ B = i. On obtien* 

a 3 

dra tons les antres termes en donnant à n les valeurs i , a , 3 , etc. On 

n 35 i33 

trouvera T.zz^ x : 7*3= 5:tX« : 3^4 = — - x^jctc. 
' 3b ' yo ' 

Œ "^ vX "^ CX^ 

Si la fraction proposée était *■ . , on calculerait la somme des 

*^ ^ (p — x)« 

termes affectés de x% dans les développemens ' des fractions picurtielles... 

d bx ex* 

(F^' (F^ ' ÎF^ ' *^ ^"^ donnerait Cn»695)... 

P P* P* p"»— » p» p»-» 

Observant ({ne les fraetient r — — r-, , , ne fournissent pas de terme; 

{p^x)* {P'^xY ^ 

indépendaas do x , et ^ne —-—^ ne contient que des termes en x«,cn x',ctc., 
on trouverait..,. 

Ces esenqiles suffisent pour faire voir cowmçnt on doit opérer, lorsque 
Texposant de x diuis le munéniteur, n'est pas moindre gpae dans le dcoo^ 
minateur. 
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710. Quand on applique la rè^le du n** 708 , on doit préparer les 
calculs de manière que le premier terme de chacun des polynômes 
S y S,, St,9 «ic,, soit indépendant de x. Par cxeinple, pour reooimaîue 
si Ja iérie. . . 

x» + af»-fïJC* — ar?— jra-f'X'o— "X"-f-ax»*— 2x»5-+-3x»*^- etc., 

«tr^mrcBtey ondÎTiseia toni les tecmet par x* ^ et désigiuatle quotient 
jÊs S, im aura. . . 

4y=i-#-x-|-x* — x*-^x7 -t-x* — xs-f-ax"*— ax^-f-Sx" -t-cic. 

La dÎTision de Tanité par S, donne le quotient i*— x, et le reste 
x*(i -t-x"— x'^-x^-^-i-axS-haxC— etc.). On daignera ce ra^te p^r «$*! x^, et 
divisant S par Si y le quotient exact sera i -h x. On aura donc. . . 

oi o I — x»-+- x' 

Cette fraction multipliée par x>, donnera la fraction gënëratrice qai 
czpiiBac la aoqune des terBses de la série proposée. Si Ton avait... 

4^= i-f^3x-|-4** + ^'"'"^*^+^®** "^ i2x«H-etc. , 

oa diriserait i par «^ j le quotient serait i -4- ax , et le reste serait. . • 
ax'(i-fi ax -f- 3x* -f-4*^H" *^^ ^^ désignerait ce res^e par a^ix', ot 
diyisaot S par ^t > le quotient exact serait i -f-x*. On aurait doue . . 

S,_ I I , a«y,x» 

SobatitaaQt la valeiir de -r^ » ob trouverait.. • 

o 

•T, = ■ 5 d'où«y = — . 

o 1 •+" X" I — ax ■+• X* 

711. Quand Pun des restes S^*, S„x*, etc., est composé d'un nombre 
fini de termes , on doit arrêter P opération. La série est récurrente et 
la fn^ion génératrice est facile a déterminer. En efiFetj soit la série.. . 

1^:= I -+- X—- x' — x< — x^ — x^ — x^ — 'X* — etc. 
La division de 1 par «S*, donne le quotient i — x et le reste x* -♦- x'.' 
On a doBc... 

I X* + x' ,. . « r — X* — x' 



\ 
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Méthode des coefficiens indéterminés (n** 669)* 

* 712. La méthode des eoeficiens indéterminés a pour bot de faire cou* 
naître les valeurs particulières que Ton doit donner à des coefficiaii 
inconnus , poor rendre des équations Identiques. Par exemple , si Ton toit 
lait obtenir le qnotient de la dirision de i— or^ par i— -x, sans effiectocr 
la dirision, on pourrait désigner le quotient par a -f- bx^cx* -f-etc.; et 
la question se réduirait à trouver les valeurs des coefficiens a, 6, C| etc., 
qui rendent Téquation. . . 

I — a:^ = (i — x)(a -h bx-¥- ex» -*- dfx' -H ex* -4- etc.), 

identique. Effectuant les multiplications , on trouverait. . . 
1 — xî = « + (5 — a) X -h (c — *) X» + (<i — c) x' -t- (e— «Çx* -♦- etc. 

Le second membre devant se réduire à i — x' , on aurait*. . 

a = i; b — a:^o; c— ft = o;<î— e= — ij e— «/==:0} etc. 
D'oïl tf=i5 6 = a=i5c = fc=3ii] d=c— i:=Oj e = 4==o; etc. 

De sorte que le quotient demandé serait i -f- x -f- ^'* Cet exemple suffit 
pour donner une idée de la métbode des coefficiens indéterminés 3 on cft 
a fait usage dans icsnP* 65i . . .660^ 667 . . .67a, notre but est de la présenter sous 
un point de vue plus général , en examinant ce qui arriverait si dans le 
développement (Pune fonction en série, on admettait des termes qui 
ne dussent pas y entrer, ou si Von omettait quelques termes, ou si 
ia fonction était indéterminée. 

* 713. i^. Pour donner un exemple an premier cas f on supposera. •. 

^^ ^ = a -4- bx^'^ ex 4- d!x«-4-ex'-h/xH" etc. 

Chassant le dénominateur i — • x^, il viendra. . . 

» s 

I = a -f- bx^ + ex H- (J — a)x* — bx^ -+-{e— c)x' -4- (f^d)x^ + etc. 

Le second membre devant se réduire à l'unité , quelque soit x, on aura.. • 
a=i; i = o; = 05 d = a=:i5 e = c = oj/=d=i; etc. 

De sorte que le quotient de la division de i par i — >x» , est 

1 -4- X* + X* 4- X* + etc. On voit que ^ci coefficiens des termes qui ne 
doivent pas entrer dans le développement , se réduisent à zéro, 

* 714. Pour abréger les calculs, on doit chercher a déduire la forme 
du développement, des propriétés de la fonction donnée. Par exemple, 

Chaque 
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ckaqtie valeur ô.ex , doDiiant une seule vulenr de la fonction > ^^ 

1 — X* 

tette fonction no changeant pas lorsqu'*on change -4- 4r en — x , le dcve- 
Joppemcnt île tette' fonction en série doit jouir des mt^mes propriétés ^ ce 
âérçloppament ne peut donc contenir aucuns ncpotans fractionnaires ou 
impairs de x. D^aiileurs , si Ton divisait i , par i -^x*, en prenant i pour 
premier terme du diviseur , le cjnotient ne renfermerait que des puissances 
positiva de x. On doit donc supposer. . . 

^— == a -f- i JT* •+• c;c* -t- etc. 

I— X* 

Chassant le dénominateur i — x* et exprimant' que Te produit du diviseur 
t— X*, par le quotient (a^-^x*H-cx<-t-ciç.) , est idcntiqucmeut égal au divi- 
dende I ; on trouvera a = i ^ 5 = f j c= i j etc. 

* 7i5. a* Si l'on fait. . . •. 

(l)... F =:fl-f-£jr-+-cx'-+-£/j:<-4-ctc., 

I — X 

m omettra le tenne -f- x* qui doit entrer dans le dc'veloppcment. Mais 

ncimes ïaleun- des coerGciens a, b, c, etc., ne pourront intioduirû 
■ ce tcme. On sera donc conduit à des cv|nali(>ns al)siiidc8, qui indique- 

kont ^'aucunes valeui's des coefficienf.indavruiinés a-, If , Çy etc. , ne peu^* 
y Vent cendre Péquation (i) identique. Et vn effet, on parvient aux équations 

contradictoires orca i,6=o,6==i, ei«. - 

* 716. Ainsi 9 lorsqu*on omet des termes gui doivent entrer dans le 
développement d'une fonction, eii série y VAUftbre en avertit , en con- 
4xUêani h des équations absurdes. 

* 717- Quand la fonction est indéterminée , la méthode des coef" 
Jiciens indéterminés en avertit, en conduisant à des éijnations indé» 

terminées. La question du n^ ^37 , offrira un exemple de cette ca|>èce. 

* 718. Nous allons appliquer ta méthode des coefficiens indéterminés 
h la recherche des séries qui expriment les fonctions transcendantes 
a*, e*| logXy sin X f cosinx, tang x ^ sin mx ^ cosmXf (si/t.x)'* et 
(cos ar)*. 

* 719. Pour développer l'exponentielle a' en série , on cherchera d'abord 
à déterminer la forme de la série un moyen des propriétés de la fonction a'. 
Or cette fonction donnera- naissance à une* série , si l'on met b^'a — b^ 
an lien de a, car en regardant l'indéterminée b comme le premier terme 
d'an binôme > et a — b comme le second terme , on aura (n** 6)1). . . 

^b^^^(i^^b)yz±b''hx{a'^)b"-''^^x{x—i) {a—by ^*-»-f ctc 
Le but que Pon se propose étant d'obtenir uno série dans laquelle x 

Algèbre. T. II, a3 
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m''entre plat comme exposant , on fera &=s i ; ce ^i donaen. « 4 

(i)...(i-K«-i)}=H-ar(iï-i)4- T^ (a«i)»+ ^^ ^/^ 3 (^"')Hii| 

Ordonnant le fécond membre par rapport ant puissances 
wc, on obtiendrait nn résultat de la forme i -f- Ax-^-Bx* -f- Cr^ 4-flie.;| 
coeffîciens ^ , j9, C^ etc., seraient des fonctions connues de c;| 
sorte que le problème serait résolu. Mais ces calctds seraient 
tjaés , et Ton n^apercerrait pas la loi des termes de la série. Pour 
dier à ces inconvéniens , on aura reconn à la méthode des 
détermina , et posant. • • 

(a)... a*:::zi -^-Ax-hEx^^Cx^-^Dx^^etc, 

I 

il s'agira de déterminer les yaleurs de ^, B, C, etc. , de manière f»l 
«érie i -f- Ax -4- Bx* -4- etc. , jouisse des propriétés de la fonction a*. M 
ces propriétés sont exprimées ^ar ndentité (a')"=^a"**. U suffit donc M 
calculer les valeurs de A, B, C, etc. , qui satisfont à cette iden(ilé.i 
Ton élève le polynôme i -f- Ax + Bx* -4- etc. , à la puissance m ( n* 5Q)t ■ 
trouvera. . • « 

(««;•= (i-^^ar-|-jBx*4-etc,)« * 

== r-4- m{Ax+Bx* -¥- etc.) -♦- -m(in— i) {Ax^Bx^'J^tt/^)* -fHft 



a 
Changeant x^xi mx, la formule (9) donnera... 

a»*= I -f- Amx p4- J5wi»x» -f- Cm>x^-¥- etc. • 
Les valain de (a'}" et de a**^ étant indentiques, on aura... 

m(^x-+-jBj:»+ctc.)-+- - in(in — i) (-^x-f-j?x«-hctc.)*-hetc. 

rrfaAmx+Bm^x^'h Cmî*î-l-€tc. 

Ordonnant le premier membre par rapport aux puissances croissant 
de X , et égalant les coefficiens des puissances semblables de x, ( 
Crouvera.«- 



(3)... Am=zAmi (4)... wt5-f--m(in— i)^>=i?/»»; 

®. .. mC-hmim-^ i)AB -f-g m(m— i) (m — a)^îes Ois^j etc. 

Chaque équation contenant une inconnue de plus que Téquation pi 
cédente, et l'équation (3) ne donnant pas la valeur de ^, on voit que to 
ks coeffîcieiu B7 fit ^; «(Cj dépendront an A. i>i l'on e£f«c(uc i 
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y on trOQTcre* • • 

# 

" B =:— i C=»-^î D =s= -:iV:> 5 etc. (♦*;. 

i.a i.a,3 i.a.3.4 

JDt fort0 qw 11 formule (a) devient... 



HlMr 



déduire de cette fonnnle , la valeur de u4 j on fera x = --r ; ce 
Ml donnera».» 

:' I 

6 ' 4 =i + i-4---+---^-f---âr7-*- «C-— îïT7ï8a8i8 etc. 

a a«o a«o*^ 

^iMâgnant le sombre ai7i8a8r8 etc. ; par • , on aura. . . 

t 

« siscj d'oii... (7)..k e = tf » 

^TSO. ïtgLquaniité A est donc le logarithme de a, dans le système dont 
* hase est e , (n^ 35o}. Désormais , nous désignerons ces logarithmes par 
^ signe f; de sorte que Vb indiquera le logarithme de b, dans le système 
Ont la base est e. La formule (6) devient donc. . . 

{8)..»a*=:i4-('xrfl)+i(j:/'fl)»-f- j^(jr/'fl)3 4-eic. On a A=:l'{a). 

Lorsque a=e=ai7i8 etc. y/a ,ovlA, devient égal à Tunité (n<> 356). 
^ « d«nc... 

(o)* . . c«= I + X -4- -*» H 5XÎ 4* — r—fx^H-etc. 

' a a. 3 a. 3. 4 

Lei nomitres e et a étaAt connus dans Péquation .(7) 1 la méthode du 
1^ 3^ donnera la valeur de Ai 



^t^mm^i^^mmmmmtti*mfmmi*»mm»mmmm^tmtmmm^mmÊtmammm^mmmml 
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(**) L'ëqnation (4) donne..* 

i m(m— i)yf *=i m{ni — i)B 5 d'où B=-A'* 

Lasubetimtion de cette valeur de B dans Téquation (5) , donne ^ == g A^ 

et ainsi de suite. On peut abréger ces calculs , car les valeurs de A,B, C,etc., 
devant être indépendantes de m , on n^alcère pas ces valeurs en supposant 
}n=a.Les équations (4)>(5), etc. ,dcviennent aiî-f'^*==4^ia C-h^AB^H C,cic., 

6t Ton en 4«d«i( &ciiçncoL( U» Tal«ui:s des iacQOAUç» B, d J?, etc> 
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* 721. La série qui exprime le logarithme éPun nombre en fonction 
de ce nombre , se dtduit facilement de ce qui précède. £11 e£Eet j si Ton 
calcule le coefficient ^ ^ de la première puÎMance de x , ilans le lecoad 
membre de Tidectite' (i) , on trouvera. . . 

(10)... ^ = («-i)-î(a-^i)«H-i(a-i)»-j(a-.i)4+eic.r). 

Mais-/f =/' (a). Donc... 

(II)... 2'(a) = (a^,)-i(a-i)«+5(a-i)»-î(«-0*-Hrtc 

Posant a — • I =2 \ il viendra. . . 

(la) Z'(i-f-*)=« — •^«•H- 5«* — Iz^-f-etc. I 

(**) Pour abréger le calcul, on mettra Tidentité (i) sons cette forme... 
«• = I -f.x <(a— i)-f-^(a>-i) («—0*+^ (x— i)(j:— a)(a— i)3H.etc.| , 

tt Ton obtiendra le coefficient A de la première puissance de x , en faistnt 
â: = o, dans la série (a — i) -f- - (a:— 1) (a — 1)* -f- etc. j ce qui donnera... 1 

,^ =(a-i)+ i (-.i)(fl-,).4. i^ (-,) (-a) (fl«i)3 4, etc. 

= (a-.i)— i(a-.i;a4.I (a— 1)3 --etc. 

Lorsque {a — i) sera moindre que l'unité , la série (io)seni'conTergen(e, 
et rqa en déduira la valeur approchée de A, Quand {a — i) sera plot 
grand que P unité , on rendra la série (10) convergente , à Taide d^un arti- 
tice de calcul que nous allons indiquer. L'équation (7} démontre qne Toi 

peut changer dans la série (10) , yf en — ^ , et a en *- : ce qui donne. . 

a 

Cette nouvelle série jouit de la propriété demand]^ J par exemple ; en 
iupposioit a= 10 ; on trouve. . . 

«^•=9(3oa585o939g4 eu; 



/ 
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* 7^a. La formule (la) donne les logarithmes iriêpéniKirs (**), des 
nombres , en fonction de ces nombres ; il est facile d'en déduire les loga-^ 
nthmes des mêmes nombres dans im système quelconque dont la base serait 
bf car en désignant ces logarithmes par l, on aura (n* 363). . . 

(i3).../(i+*) = ji^«-^iz«+l«î-.i«4 + eic.\ , 

* 7a3. Le calcul dPune table de logarithmes ne dépendant qnè des 
logarithmes des nombres entiers et la série (ra) n'étant convergente que 
lorsque z est' moindre que Puni té, il est nécessaire de chercher une formule 
\, Paide dé laquelle on puisse calculer les logarithmes des nombres plus 
grands que Punité, Pour y parvenir, on changera -f-s en — 2, dans la 
ibrmnle (la) ; ce qui donnera. . . 

r(i — z) =— r z-^ -z* -f-^*'-*- etc. J. On en déduira. . . 

/'(i-t-x)-r(i-«) = rri^')=ra|«-t-5z5-t-g«5-H etc.|. 

posant — = I -I- - : on aura. . . « = , -r : d'où. . . 

I — .« n' - (a« -+- 1) 

Donc..-. (i4)...f(« + O=i'''+»{5;jq:^ + 5(;;jV0 ■*■"'•}' 

* 7a4. La formule (1 4) peut servir a calculer les logarithmes népé- 
riens de tous les nombres. En effet; dans cette formule, ... 

n=i et «=1 , donnent Z'a=a \ | -♦" 5 \V\ -^ *'c- > = 01693147a etc. 

Or /'4= ar a j donc /<4 = i|386a944 etc. 

Il =: 4 «t t s I y donnent Z'5s= /'4 -*-2 T- H- etc. J = 1 16094379 ete, 

/'io=ra-f'^5 = a|3oa585 etc. 

On déterminera ainsi les logarithmes népériens de tous les nombres* 

* 7a5. Pour obtenir les logarithmes de tous les nombres, dans le sys'* 
tème dont la base est 10 , il suffira de multiplier les logarithmes né-» 



(**) Les logarithmes pris dans le système dont la base est e , se nommaient 
logarithmes hyperboliques ou naturels; M. Lacroix les nomme loga^ 
rithmes ]Vépériens,\)arce que Tinvention de ces logarithmes est duc h JYéper, 
L^s logarithmes pris dans le système dont la base est 10, se nomment des. 
logarithmes ordinaires ^ ou tabulaires , ou de Briggs ; nous les désigne- 
rons toujours par l". Ainsi, l"b indiquera le logarithmie de b, dans le sjfe 
{^ms dont la base est io«. 
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périens par le modcle. La valeur de ce module est rp- , oo o^^/^aigm etei 

Par exemple, on tronvera le logarithme tabolaire do nmnbre 9, cb mnl- 
tipliaut /' d oa 016931472 etc. , par le module 0|434a944 *^- 9 leprodvÎK, k 
moins d'an cent-millième d'unité près , sera Of3oio3. Et en effet, ce noambr» 
exprime le logarithme tabulaire de a (no 378). 1 

* 726. La méthode des coeficiens indéterminés condnit directement k 
la formule (13) du no 731. En effet ; le logarithme de zéro étant infioimeiit 
grand, il n'est pas possible de développer Ix, en une série qui procède 
suivant les puissances entières positives de jr j mais lorsque j:=Oy le loga- 
rithme de (i -t-<ar) se réduit h zéro et. d'ailleurs, chaque valeur rédle de jt, 
ne donne qu'une seule valeur réelle de/(i-f«); la série qui exprime /(i4^) 
est donc de la forme «(x-f* Co;* + V^' + e%c. Ponr simplifier les caknlsy 
on fera.., 

(i5).../(l-f-Jr)=:-<^(x-f-ilx« -4- ftx' -4- «x* -H etc.), 

et il s'agira de déterminer les coefficiens j41 , a, &, c, etc. y de manière 
que le second membre exprime la valeur de /(i -f>x). Or la propriété caraeté- 
ristique de la fonction / (i 4- ^)» est exprimée par l'identité 

i I (i -f- x)"* j =^ ml (i-f<r)' U suffit donc que la série qui représente /(i-fx)i| 
satisfasse à cette identité. Mais les valeurs des coefficiens ji,a , b , etc: , doi- 
Tent être indépendantes de m. On peut donc supposer 771 = a ; de forte qu'il 
suffit de satisfaire à Tidentité /(i -f'x)»=^3/(i H- x). Le quarré de i -4- x 
étant I -f- 3x -4- X*, pour obtenir le logarithme de (i -f- x)' , il suffit de chan- 
ger X, en 3X-4-X*, dans les deux membres de la formule ( i5}j ce qui 
donne . . . 

/(I^-x)«==/(I-4-3x4-x»)==:^{(3x4<r*)+«(2Jc4^*)■4-*(2Jr^-«*)^ -+• elc.} 
Or . . . 3/(1 -4- x) =1 ^A { X -f- flx» -f- ix' -H etc. j. Donc. . . 

.^{(ax-hx«)-t-«(ax-f-x*)«-f-i(3x-f-x«)ï-f- etc.} cfa a-<rf(x-4-flx«-f.*x'H-eie.} 

Effectuant les calculs indiques, ordonnant le premier membre par rapport 
aux puissances croissantes de x, et égalant les coefficiens des mêmes puis* 
sauces de x ^ on trouvera. , . . 

I , . ï I 

a = ; 6 = -f-5-; 0=— .7- 5 etc. 

a o , 4 

Pe sorte que la série (i 5) deviendra... 

(X* x' x^ \ 

* 737. Le coefficient A reste indéterminé , p^rce que la hase étant 
quelconque , le logarithme de (i-hx) ne doit pas être déterminé. Dési- 
gnant par l* les logarithmes qui répondent à la base e^ pour laquelle ji^^ I , 
(no ^30}, on obticwdra la formule (la) du no 731. 
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7^« SiPmi vent calculer la valeur de A j qui répond h une base^ 

donnée by on cherchera d'abord à rendre la série (16} convergente. Pour y par- 
ai 
^tmr on fera i 4-«= ^z'^ la qQanticé m sera indéterminée , et Vom 

' ls=iiit/(i-Har)=in^'rx— - x* -Hx x^— etc. Y 

Or X ss V^"— I i donc. . . 

(17)... /« = m^|(V^«-i)— i (V/ï-^ i)«4-5(V«-.i)^— etc. J 

Quand A sera eonnn, cette formule donnera les logarithmes des 
nombres plus grands que Tunité^ avec autant d'exactitude que Ton voudra^ 
ear x étant plus grand que l'unité, on pourra toujours prendre m assez 

m 

grand pour que |/« «- x soit très-petit. ^ 

799. Pour calculer les logarithmes auec un nombre donné de déci- 
males J on cherchera des limites entre lesquelles la valeur de Iz soit com- 
prise. A cet effet, on changera -f* nt en—- m , dans la série (17) ; le résul- 
tat sera. . • 

K* . s 

1 •— --Î-A H-^ /^ I -* — A +1 /^ ï— --^ A -^etc.) 
y-J \ V-J \ VV i 

tt r<m donnera cette forme à la série (17) , 

Gela posé ; z étant plus grand que l'unité , on pourra toujours 
prendre us assngrand pour que( V^— *) «t ( *"• | soient des qnan* 

tités positives moindres que l'nnité , et même très - petites. Dans ce cas ^ 
les puissances, 3,3,4) c'c,, de VV^— lyei de /^ i— — - \ étant des quan- 



n) 



tités positives qui décroissent très^apidcment , les séries (18) et (ig) seroi^ 
convergentes , et l'on voit que l'on aura. . . 

(ao). .Az^mAf\ ^-^ et & < m^( V^«— i^i^ 



] 
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Ce qui d(ftennine deux limiteji de» Iz que Ton peui resserrer «nttmt ont 
Ton veut, en prenant m suCOsammcnt grand, La differencfi Z*^ entn ces 
deux limites , se réduisant à. , . ^ 



C-^)' 



si Ton prend .une de ces limites pour la yalear de /z , Perreor sera 
moindre qne «T. On abrégera les calculs en clioisissant pour m , une puis^ 
sancc de a , car il sufOra d'extraire des racines quanëes (n** ioi)« 

780, Pour dt^terminer la valeur du module A , qui répond h une 
hase b plus (grande que l'unité , on fera z =:ï 6 j le logarithme, de z serg^ 
runité , les inégalités (ao) donneront. . . 



(ai) .. . ^ < ^ X — — ^—z — r » ^> L X 



(-t-) '^--^ 



Si l'on veut calculer le module A avec n décimales , on prendn 
m assez grand pour que la valeur de ^ contienne au moins n zéros entre 
la virgule et le premier chiflVe décimal significatif» et Toft prendra poor 
A Tune des limites exprimées par IcS seconds membres àQ% inégalité* 
(ai). Par exemple , pour trouver la valeur du module A , qui répond à U 
hase 10, on fera ô = io eim;F=a*'°j on trouvera... 

'^ bzzz. ifooood 00000 00000 ooi()9 7174^ o8ia5 5o5a7 etc, 
— = 0|6oooo 00000 00000 00086 73617 37988 4^354 etc, 

'^3=— X -^ ï ^=: Of434a9 44819 o3a5i 8a etc. 



(OO 



= "199999 9S999 99999 99800 a etc. 






= OfOGOOD 00000 00000 ooi9etc< 



Cette valeur de A est trop petite , mais la valeur de «T prouve qno I 
l'on peut compter sur Texactitiidc des 17 premières décimales. 
Si Ton veut obicair le lo^arithaie de 3, dans le systèpie dont la h^^ 
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est 10 y on fertu . . 

z = 3,&=io, A^z 0143439 44819 cic , m = a^o^ 
•t après 60 extractions de racines quarrees / on trouvera. . . ' 

^z= V^3 = itOO0oo opooo 00000 00095 289^2 64074 58982 CtC^f 

(I/Â-1) (l/T3-i) 

= 9S »89 4^ 407 gH 03» ^ ^^^ 

199 717 4^0 8ia 55o 527 1/ */ 

7)1 . Cet exemple snfiic pour faire Toir comment on peut trouver M 
logarithmes tabulaires de tous les nombres plus grands que P unité' , 
en ae bornant au premier terme de la série (17). Si Ton veut abroger les 

m 

calculs, on extraira seulement assez de racines quarrees pour que(V^2— i)» 

•oit moindre que — 9 et il suffira de calculer quelques termes de la sërie 

(17) pour obtenir la yaleur approchée du logarithme de z, 

* 732. Les séries qui expriment le sinus et le cosinus y en- fonction 
de tare, sont faciles à dc'teiTniner. En effet; quand l'arc est zepo, le sinuM 
est nul, et le cosinus est dgal au rayon (**)i d'ailleurs, cbaque valeur do 
Tare donne une seule valeur du sinus et du cosinus. Les scrics qui reprc* 
sentent le sinus et le cosinus , d'un arc quelconque x , ne doivent donc con-« 
tenir que des puissances positives et entières de x. Mais, quand Tare x 
change de signe sans changer de longueur , le sinus change de signe et no 
change pas de grandeur, tandis que le cosinus reste le méme^ la valeur 
éesin x ne peut donc contenir que des puissances impaires de x, et celle 
de eos v ne doit renfermer que des puissances paires de x. Or Thypothcso 
9: = o, donne 5m :r=o et co5jr = i. On a donc... 

(i) . . . sin a: =? flx -+- bx"^ -f- cx^ -+- dxi -\- etc. 
■ (2) . . . cosjr = I + ctx» -♦- Cx4 -f- yx^ -|- etc. 

Pour déterminer les valeurs des coefficicns a, b, c , **. , a , C , y f etc., 
qui rendent les cqnations (1) et (2) identiques, on observera que ces valeurs 
doivent (lt«- telles que les séries qui en résulteront, satisfassent à toutea 
les relations qui existent entre les sinns Qt les cosinus. Or ces relations peu- 
vent se déduire des l'quiitions fondamentales... 

(3). . . ces (r + a:) = cosy cos jr — sinj^ sin a: 
(4) . . . sin (j^ -f- J-) = sin^ cos x -h cosj^ sinx. 



^ 



(**) Pour simplifier les calculs, nous supposerons le rayon e'gal .^ 1 unité; 
il sera facile d'en déduire les longueurs des sinus et des cosinus, quand le 
rayon sera r, car les longueurs des lignes tri(|pnomctdqucs sont propor- 
tionnelles aux rayons, 
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Il suffit doac de calculer les valean des coefficiens ifid^teimiilÀ d, $, e^ece.; 
^> ^f 7} etc., qai rendent les équations (3) et (4)> identiques. Les 
formules Ci) et (2)', derant subsister quel que soit ar , et las coefficien» 
a» by c, ..., «, C, etc., ne contenant pas x, on peut changer succès^ 
^ siycwent x , en jr et en jr -4- x. Ce qui donne. . . 

sin j^ = ajr-f. èjrî -f. cy' -+• etc. ; cos^ = 1 4- «f • -h Cy^ H- if* + «te. 
■»n(r+^)=«( r-fo:)-f^(/-fo:)î-4-etc.; co»Cr+jr)=i+*(74^) «-K( y+x) 4+clo»' 

De sorte que les formules (3) et (4) y conduisent aux identités. .. 

{ i-l-*C/-f'Jc)*4-etc }=ja (i+«jra-f«tc.) (i-+-«x«-Mtc.)— (fljr-l-ft^îH-etc.) (ax4«tc) 

Ca(jr-f^)+*(jr4<c)'+etc.}=^(flj^H^jrî4<tc.)(iH-.«x«4<tc.)4-(iH-^^ 

Effectuant les multiplications indiquées et ordonnant , par rapport aux 
puissances croissantes de x'^ Tégalité des termes indépendans de x, nVta- 
blira aucune relation entre les inconnues a, b, ..., «, C, etc. L'égalité 
an termes affectés de la première puissance de a:, donnera... 

Httjr -4- 4^' "f- «te. = ^ a*y — aby^ — etc. ; 
a H- 3^» -f. 5e^< -f- etc. = a + aêtjr* -f-iiCy4 ^ etc. 

jCes équations devant subsister, quel que soit^; on aura (no643)... 

(5)...a«fc=— a"; 3i=fl«t; 4^«= — fl^î 5cc= flC; etc. D'oii... 



a 



3 ~" a.3' l"""a,3.4' 5~a.3.4.5' 



Ces valeurs des inconnues «, b, C, c, etc., en fonction de a, rendant 
les équations (5) identiques 9 quel que soit a, le coefficient a reste indéter- 
miné. Cependant, a doit avoir une valeur déterminée, car un arc étant donné , 
le sinns et le cosinus de cet arc sont déterminés. Pour.lever cette difficolté, 
on mettra au lieu des coefficiens «, b, C, c, etc., leurs valeurs en fonc- 
• tion de a; les séries (i) et (a) deviendront... 

(7)... sin X = og -» ^ (gx)> -4- ^^^ g (gy)» — etc. 

(8)... cosx=i^L(axy^^(ax)i^ç^^^(ax)^^eic. 
Mais en supposant Parc x moindre qu'un quadrant j, on a . . . 

x^smx, X ^tangx i oux ^«iix etx^-^ •• 



On en déduit... 



sinx ^ sm X ^ 

< I et — ^ cos X. 



X X 

sm X 



Substituant pour et pour cos x , leurs valeurs tiirées des formules 
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(7) et (8), on aura... 

' «— — ^ a'x«-*-ctt;.<i eià*— --r a'x» -*- etc. > i — •- a»** -♦•etc. 
a. 3 ^ a. 3 ^ \ 

Ces ixi<%allt(f8 sont de la forme. . . 

et quel qne soit a , on peut tonjonrs prendre x assez petit ponr que / et /", 
deviennent moindres qne des quantités données. La valeur de a est done 
égale à Punité (uoGSg) {**). Les séries (7} et (9) deyiennent donc. . . 

(^*) Voici nne démonstration qni est indépendante da principe da 
B* 639. Si l'on suppose Parc x moindre qu'un quadrant > et tel que a» 
ioit moindre que l'unité , on aura.... 

(i)... sinjr^x; (a)... tangar^or. 

D'ailleurs , les termes de la série (7) ayant les signes alternatifs et allant 
en diminuant à mesure que l'on s'éloigne du premier terme , les sommea 
du second terme et du troisième , du quatrième et du cinquième , etc. p 
sont tontes négatives ; et an contraire , les sommes du troisième terme et 
du quatrième^ du cinquième et dn sixième^ etc., sont tontes positives. 
On a donc... 

(3). . . sin x^ax ti (4). . . sin x ^ ax — > 9 a^ x'. 

Substituant ponr tang x , sa valeur . =-> l'inégalité (a) donne>. 

yi — sin»x 

(5)... sinar^ 



V^n-x* 
Les inégalités (3) et. (5) donnent... 

. > < ax ; d'où (6). . . t^i -hx» > -t 

Et l'on tire des inégalités (i) et (4) • • < 

x>ûx — ^tf'x'î d'oîi(7)... i+g- «'*•><»• 

Les inégalités (0) et (7) démontrent que la valeur de a ne peut étro 
ni moindre ni plus grande que Vunité. En effet ; i <> si a était moindre 

que l'unité , on aurait - =: i -f- /* , (/* désignant nne quantité finie «t 
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(9). . . «« X =x - 1^ + a-T^S-rrpX^ + "*• 

' a a. 3. 4 a. 3. 4. 5. 6 

* 733. La série (9) démontre que lorsque Tare x s^approcBe de :^éro , 

le rapport s'approche de l'uni té j et quand Parc est nul, le rap" 

port du sinus a l'arc est Vunité, On dit, par cette raison, que /a limité 
du rapport du sinus à i'mrc est Vunité, 

* 734. Les formules (9) et (10) donnent le sinus et le cosinus enfone» 
tion de Parc. Elles peuvent servir a calculer des tables de sinus et de 
cosinus. En effet; les sinus et les cosinus de tous les arcs, se déduisant, 
des sinus et des cosinus des arcs du demi premier quadrant {Manuel 
de t ingénieur du Cadastre, n** 77), la valeur de x ne surpassera pas 

j) ou 01785462 etc. , {Notes sur la Géométrie de Bezout, n" 398). Les 

valeurs de x seront donc moindres que l'unité j les termes des séries (9] 
et (10) diminueront donc très-rapidement ; de sorte qu'i7 suffira de caU 
culer un petit nombre de termes, pour approcher de la valeur du 
sinus et de celle du cosinus. Par exemple , si l'on demande la valeur du 
sinus de S», dans le cercle dont le rayon est JJunité ; on observera que 
la longueur de l'arc de 1800 étant ^, la longueur d'un arc de 3® est 

g- , ou 0)o5a3 etc. Faisant donc jr=Ofo523 etc., dans les seconds membres 



positive), et quel que fût cT, on pourrait toujours prendre x assez petit pour 
que V/14- X* fût moindre que i -f- «T» , ou que -. Ce qui est contraire 
à l'inégalité (6). a* si a était plus grand que l'unité , on aurait a=; i -f-^*> 
et il existerait des valeurs de x pour lesquelles i H- r- u^x^ serait moindre 

que I -+- cT», ou que a ; ce qui est contraire h l'inégalité (7). La valeur de a 
est donc égale à Vunité, 

{**) Nous avons déduit ces formules des relations générales (3) et (4)- 
On parviendra plus facilement anx mêmes résultats, en exprimant que 
les séries (1) et (q) satisfont aux identités... 

sin ^x -|- cos *a: rjs I > ^if^ ax 4= 2 sin x cos x. 

Mais je crois qu'il est plus rigoureux de déduire les formules générales 
(9) et (10), des relations générales qui existent entre les sinus et les cosinus.. 



N 
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des formDies (9) et (lo) , et 'négligeant les quantités moindres qu^un mil- 
lionième y 00 trouvera... * < 

sin 30 = 0|o5a336 et cos 30= 01998680 (♦*). 

Ainsi 9 dans lé cercle dont le rayon est r, op. a. . . 

sin 3® = r X oio5a336 et cos 3» = r X 01998630. 

Prenant les logarithmes de chaque membre , et supposant log r= 10, 
•ntrouTcra... 

log sin 30 = 8171879 5 log ços 3« :;= 9i999io* 

^35. Pour déterminer les limites {Je Perreur que Von commet en 
prenant n termes de la série (9) , on raisonnera comme dans la note d« 
la page 363 et Ton sera conduit aux inégalitcs.. . 



(n). . . sin X <ar ; sin x > x — — ^ , 51/1 x < x — — - -f- — 1 / r ' *^^' 

De aorte que la valeur du sinus est alternàtii^ement plus petite et plus 

grande que les sommes que l'on obtient en prenant successiuement dans la 

série (9) , le premier terme , les deux premiers termes , les trois premiers 

termeSf etc. On déduit des inégalités (11} qu'en prenant les n premiers termes 

x*"+' 
de la série (9), Verreur que Fon commet est moindre que — 5-7 — - — — r» 

/ a.j.4*<* (3/1+1) 

ou que — r-^ — - — — — - 9 car Parc x est supposé moindre que P unité 

3 • ^ • ^ • • i^3fl"T" I J 

(n« 734). 



(**) Si l'on Tcut abréger les calculs , on remplacera l'arc x , par — x -. 

SSectuant les puissances de- ^, onde 115707963367 etc., et se bornant 
il six décimales , les formules (9) et (10) deviendront. . . 

sin (9oox^) =,,57<;796^-o,645964(~y4^,o796^(^y-etc. 

eos Çgo^x ^^=1— i,3337oo^^y-fo,353669^^y-eic. 

Ces formules sont très-commodes pour calculer des tables de sinus 

m I * 

jctiie cofinu^. Supposant— = r^, et s'arrétant aux trois premiers termes « 

on (^U«Qd» les Talçurs du sinus et du cosians db 3<'. 
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736. Si Ton vent obtenir la tangente en fonction de tare, on dîvUerft 
la série qui exprime sin x , par la série qui exprime gq9x \ le qaotient lera 
égal à la tangente. On trouvera. . . 

(i) . . ,tangxrx x •+•-5- + -ô-^ + etc. 

737. La méthode des coefficiens indéterminés conduit an même résultat. 
En eîSet; quand Tare est nul, la tangente est zéro^ quand l'arc change de 
signe sans changer de grandeur, la tangente change de signe sans changer 
de longueur, e^ chaque Valeur de Tare donne une seule valeur de la tan- 
gente^ la série qui exprime tangx, est donc de cette forme... 

(a) . . . tàng xr=zax'{* bx^ -f- cx^ -f- dxf -f- ex9 -f. etc. 

Or tontes les propriétés des tangentes peuvent se déduire de la formulé 
{Trigonométrie nfi i^o).,. 

(3) . . . (i -^ lang X X tangjr) x tang (x -f jr) sfa (tang x H- Ungjr). 

U suffit donc de déterminer les valeurs de a, b , c, etc. , qui rendeni 
•Téquation (3), identique. Or la formule (a) donne... 

tang y = ay-^by^'h etc. , et tang (x -f-jr) = a (x -f- jr) -f. & (x -^jr)^ + etc. 

Substituant ces valeurs dans réquationi(3), effectuant les multiplications 
indiquées et ordonnant par rapport aux puissances ascendantes de x , l'égaliid 
des termes indépendans de x , n'établira aucune relation entre les inconnues 
a, by c, etc. L'égalité des termes affectés de la première puissance de x» 
donnera... 

a =: a + (3& — a^)y* -f- (5c — 2a^b)yi ^ etc. 

Cette équation devant subsister, quel que soit ^9 on aura (n®643)«*« 

(4)... a =a; Sb-^a^ =r o; 5c — 2a*i = o; etc. 

De so;te que a reste indéterminé. Pour trouver la valeur de a ^ on obfff « 
Yera que la formule (a) donne . . . 

ax -f» bx^ -f" c«* -f" etc. = . On en déduira. . • 

cosx • 

— =; (a+^Ji^'-f-cH-etc.) X cos x. 

X 

m 

Mais, lorsque x est zéro 9 et cos x , se réduisent à Punîté (n^ 733).' 

S 13 

On a donc a=: i. Les équations (4), donnent 6= ôj c=r:-r; etc. La fo^ 

innle (a) conduit donc à la série (i) du nP 736. 
f 738. La déffionstjratioo géoéral« de la fonaule (a) du n^ 539 1 se dcdult 
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Isuûlement des séries qiii eaEpriment e' , sinx et c9sx. En effet ; on a troav^ 
(b«« 720 et 73a)... 

(a) . . . cMx = 1 -Ç +^ - etc. 

Si Ton compare ces [formules , on rerra qu'abstraction faite des signet 
•4* et — , la valeur de e* est la somme des termes contenus dans sin x et 
dans co5jr. Pour dëcouvrir la relation qui existe entre les trois fonctions 
€*, sinXf €08 X, on cherchera à donner aux termes de la série (i), les signes 
des termes çorrespondans des formules (a) et (3). En réfléchissant sur le 

principe du n^ 5i8, on appercoit qu'il suffit de changer x en x\/ — i, dan» 
la formule (i) ; car on trouve ... 



=s {cos x-f- V^— i Xsin x). 
Ainsi , quel que soit Xy on a,.. 

(4)...e* "''-.r^osaH-V/^xsînx; d'oîic"*-~'=eosjr— V-'ïx sinar. 
Changeant x en mx, il vient. . . 

(5). . . «r^* -""' = cosmx =4: V^— i xsinmar. 

Elevant les deux membres des formules (4) , à la puissance m, on trouve. . . 

er-"* ""' = (cos x'àiy — * X «** *)*• Donc . . • 
(8). . . (cos X =fc^/^ xsina:)"^ cosiwx d: y-^t xsinmx. 

Dans cette dernière formule, m est quelconque. La formule (a) du no 53^ 
^ait moins générale, car m désignait un nombre entier positif. 

* 739. La formule (6) du n** 738 , conduit ai^x valeurs des sinus et des 
cosinus des arcs natltiples , en fonction des sinus et des cosinus des 
0TCS simples. En effet; l'identité. . . 

(cos X -f- \/^i X sin xy^ cos mx -|* y^i x sinmar, 

déinontre que si l'on élève le binôme (cosT-f* y-r-i sin a:) .à la puissance 
in (n<> ^i), la paictjc réelle de ce développeioent sera égale à cosmsc^ et 
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le coefficient de ^^i sera égal à «i/tntx.Efiectaant ces calcnlSyOn troUTCrflu 

(î) . . . cos mx =p (cos x)* i '' (cos ar)"-« sin» x 

I • 3 

, m(m — i)(m — i)(m — 3), \^ t ' t 

-f- — ^ î — 5 — r — ' (cosx)'»-* sm* jr— etc. 

I. a. 3. 4 

(a) . . .smmxtfam(cosx)'»-» siar» "*^^"~j T rcofta:)"^'ain?x4- elc.(**) 

I. a. 3 • 

Les formules (i) et (a), donnent les valeurs élu cosinus et du sinus 
de rare mx, en fonction des puissances du sinus et du cosinus de Parexi 
Hcsolvons le problème inverse : 

* 74o. Si l'on veni obtenir les formules qui donnent les puissances 
des sinus et des cosinus^ en fonction des premières puisstuues dts 
iginus et des cosinus des arcs multiples^ on fera, . * 

(cos x-f- y — I sin x) rz ^ et (cos x — V/ — i sin x) = «. D'oîi. . . 

j^ 4- « = a cos X 5 (^ — «) = a V — I sin X , et ^« = i • 
La formule (C) du no 738, donnera.. i 

^t-j.-* = ^cos kr;y^ — z*=a l^ — i X sin hx, 
Vour calculer la série qui exprime {cos x)^^ on élèvera saocessÎYemenl^ 

■ 1 ■ ■ ■■ Il I ■ ■ ■ , I ■ I ■ ■■ 

^*) Les séries qui expriment le sinus et le coslnos en fonction àe Tare, se 

* z 

déduisent facilement des formules (i) et (a). En efifet j si Foh suppoae m=a •- > 

les identités (i) et (a) donneront... 



, . ,- z(z — x)/sin.r\» , r— * ._ 

cos « 4=: (cos x)' i '[ — —y x(co8x)* -H eic 

. ^, %mx , .-— i z{z—'x)(z — ax)/'sinx\' ^^ , nZ"-^ . ^ 

•m«4=z (cosx)* i '-^ — 5 -{ ) X (co»^)T -t-etc. 

X a. 9 ' X X. y 

Dans les seconde membres de ces identités , les parties indépendantes de x 
seront les valeurs do eôs^ et de sinz. On obtiendra donc ces valeurs 



tin X / <■ . I « 14 •.' 



en faisant x =: o. Observant que cosx et — ' — , se réduisent alocs à A'anilft 
(n® 733} , on trouvera ... ' 

z* z^ c' «' 

90SZ :?= I ^-» 1- — 5-7 *-• etc. , et MZ ÇS« ^ — â -H "a y g . — «te. 

a 9.3.4 3.3 a. 3. 4'^ 
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^ -^ <) «t (^+7*) ^ ^ puissance m ^ ce qui donnera. . S 

(àcosar)»=:(/--f'*)"=7'M-»n«r*"" •+- *" "~ Jfc*)'*"»-» -♦- etc. 
. . , » lîifnt— i) 

AjoatanC ces identités, membre à memblre, on tronvera. . . 



i^.jrx=sï,jr»-4-«»— sacos mx ,jr«»-«-f.«»-«=:acos (/»— a)a?j etc. 

JJCrflC* i • 

(i) . . . (a cos jr)":=co8 mx^^m cos (m— a)x H — •' cos (m -^ 4) ^ "^ «te. 

I . a 

Cette formule convient a des valeurs quelconques de m. 

* 74i* Qf^^itnd m est un nombre entier positif, la série (i) je ter- 
fnine , car les coefGciens sont ceux dn binôme. On peat alors donner nne 
iTorme plus simple à la série (i). En effet , si Tm+i désigne le terme de la 
série (i), qui en a n avant lui, on anra... 

rx rwi m(m — i)(m — a). ..(m — n+i) , x 

(a). . . Tm+t = -^^ -^ — 5—^ i^ -^--^ X cos (us — vt)x* 

I. a. 3 ;./» ^ ' 

La série (i) étant composée de (m-f< i) termes , le terme qni en a n 
après Ini , est précédé de (m — n) termes ; il suffît donc , pour obtenir ce 
^lerme> de changer n en (m — n) dans la formule (a). Le coefficient de 
cos(m — a/i)x ne changera pas (n** 54); l'arc (m — a/i)x, deyiendra — {m — a/î)x 5 
knais les cosinus de ces deux arcs sont égaux ^ le terme JVf i ne changera -donc 
pas. De sorte qae dans la série (i) , les termes placés à égale distance 
des extrêmes sont égaux. Et par conséquent , lorsque m sera impair , on 

calculera les .-(m-f-i) premiers termes ; ie double de leur somme ex- 

primera (acosx)"*; le dernier de ces termes sera celui qui contiendra 
cos X {**)» Quand m sera pair, le nombre ( m -f* i ) des termes sera 



(**) En effet ; ce dernier terme éunt précédé de - Cw 4- i) — i , termes 
onde- (m — i) termes; pour obtenir sa Taleor il suffît de faire. % 

Algèbre. T. ÎI. «4 
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impair^ le terme dif milieu n'ëtaat pas répété, on calculera tes-m-^f 

premiers termes} on doublera tous ces termes excepté le dernier \ ,- 
le résultat sera la valeur de (a cos x}"^ le dernier de ces termes sera 
celui qui contiendra Varc zéro, 

* 74'^. D'après ces remarques, la formule (i) ydu n» 74^, deyiendra... 

(a co8i)*=a|'cos mx^m cos (m— a^x-f-— ^ 1 cos (m-— 4)x-f-eic. "l , o« 

(3) . . . a"-« (cosx)"»=xos mx-f-m cos (m— a)x+ — ^ cos (m— 4)* ■*" *w. 

Quand m sera impair , on s* arrêtera au terme affecté de cos x ) \ 
quand m sera pair , on s"^ arrêtera au terme affecté de cos o , et /Vnsi i 
prendra la moitié de ce terme. On en déduira. . • 

3(cosx) *=cos3x-t- 1 j 4(cosx)'=co83x-|-3cos x; 8(cosx) *=cos4x-HÎ cos-ax+3» I 

* 743. Pour calculer la série qui exprime (sinx)» , on observera que 
la formulç y — z == a V? — ' siu x , (n* 740); donne. - . 

« Mais j;a= I. Donc. . , 

{4)..(y--2)'»=}^'»— m/"»-»4- - m(m— iJ/'»-4 ^m{m — i)(m— ay"-<4<** 

•* a^a 3 

Changeant j* en z et 2 en ^j on .trouvera. . . 

I 1 • 

(5)... (z— ^)«'h43*"'— 'wz»-a-f— m(m — 1)^*-"^ rjn{m — i) (m— a)«"»*^-*-etc. 

<•• a • j 

* 744' Cela posé; !• quand m sera un nombhe pnir^ on aura,., 
(y— z)'"=(z--^)'". Ajoutani les identités (4) et (5); membxe à membre , il 
viendra. . . 



»» = - (w — i) dans la formule (a) ; ce qui change cos (m — 2n}x, en cos x. 
Lorsque m est pair , Je terme du milieu est précédé de - m termes ^ 

pour trouver. ce. terme y on suppose #t ps-m, dans la formule (21); l'arc, r. 

(m— 3n)x dfvient aulj le Utrme du milieu est- donc celui qui contient 
l^arc zéro. 



/ 
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MiU,^-*« = 2\/ — I sin X, *t^*+»*'= 2C08 Ax. Donc... 

i K — I lin *)»= {cof mx-^m cos (w— î)xH ^ co8(iîi — ^4)*"^^« j * 

K ëtant pair^ on démontrera, comme dans le n<* 741 y que les termes 
tris A égalé distance des extrêmes sont ëgaax , et que le terme da mi- 
ien est celai qui contient Tare zéro. On pourra donc écrire* . . 

[6), . . -(a y — i siair)"*=3cofmx — m cos (m-^)jc4- - m{m — i) cos (m— 4)* *^ •'c. , 

«B 4ftfii£ foin de s*arréter a l'arc zéro , et de prendre la moitié de 
m terme. Les imagibaires disparaîtront de cette formule , car les puissances 

pures de V^— .'i sont réelles (n© 617). 

* 745. a* Quand m sera un nombre impair, on aura (^—2)'"= — C**-^)*» 
Hetratichant Téquation (5) de Téqnation (4) y il viendra. . . 

liaisy — * « =s a|/— î sîn x et^* — «*= a V"- -i sin kx. Donc. . . 

(a y^i sîn x)''t:z \ sin mx — m sin (/»— 2) x-f- -^^ — ^^— sin(iii — 4)'~~ctc. } V/^ 

m étant impair , on Terra, par des raisonnemens analogues à ceux du n* 741 9 
^e Ton peut doubler tous les termes du secobd membre , pourra que l'on- 
«'arréte k sin x. On en déduira. . . 

(7)...Ca ^/--.iJ«»-« X (sinx)'"=sin mx— *msin(m — a)x -4- ' sin(m— 4)a:-^ et«j 

Ot m-*- t .est pair; y — f disparaîtra donc du premier membre 
<!!• 517). Dans le second membre , on devra prendre pour dernier terme 
eelui gui sera affecté de sin x. 

Les formules (6) et (7) , des n«« 744 ^t 745, donneront. . ; 

a(sin x)«=: — cosax -f- 1 ; 4(si|J x)' =± — «in 3x -^ 3 sid x ; 
8(siii x}4 = cos 4x — 4 *^0' ax+S j i6(sinx)^:=siil 5x — 5 sin^x-l-io sidx. 

♦ 746. 3« Lorsque m n'est pas un nombre entier positif, il faut 

«Moir receurs à Id formule (t) du no 740. On y suppose x=; -^ — t j 
ce qui donne cos x = sin t, et^ . . 

(asi»t)p?a çoi m Çj-ir^tj-^^ m QOê\(m^i)(^ ^r'^jf 4- «te» > 
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De «orte qne Von obtient la valeur de (sin t )", en fonction des eoiùtut 

des arcs mulHplps du complément f - ^ — t j de Carc t. 

Retour des suites. 

^47* PKOBLiMZ. La valeur de y étant donnée par la série, . • 

(i). ,, y=.ax -♦- iar*H-cjc3 -^dlr^-t- ex* •+ etc., 

calculer une série inverse qui exprima x en fonction de y- ( Cette 
opération est ce qa'on appelle le retour des suites }. Pour rendre ce 
problème on suppose... 

(a). . . a: = «t^ -h Cy» -f-^^î -f- etc. (♦"*). 



(**) On pourrait prendre pour Xy la sërie la plus générale.. .^ 




ordonne par rapport aux puissances ascendantes dey , on trouvera , en pla- 
çant les uns sous les autres les termes dont les ezposans peuvent devenic 
égaux* . . 

y^=Aay -¥ aBy -haCy '^+etc. 

-♦- bA''x^*^'h2bABy^ •+. etc. 

-♦- cA^y ^ etc. 

Four qne cette équation devienne identique, il faut qne a=i etqne^a= i, \ \ 

carlesecond membredoit se le'duire à y, Otant les termes égauz^ et Aay t 
il restera... 



oz=:aBy -^aCy rf- etc. 

-^bA'y^-h ubABy 4- etc. 

"Lm Urme« affecta des plus petits ezposans de y derant te détrolrc, 



a 
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K , C, y, etc. , sont des coefficiens inconnus qu'il s'agit de déterminer 
de manière que cette valear de x rende Te'quation (i) identique. La substi- 
tation de la valeur de x , dans l'équation (i) , donne. . . 

yz= aetf 4- (aC -t- i««}jr«-f- {ay^^bàiC •+. c«t*)/î+etc. 

Cette équation devant être identique , on a (n® 643) . . . 

i=:a«; «C+ft«» = oj flV-t-26«tC4-c«tî = o j etc. D'oii.,^ 

(3)... «=25 tf = -^} r = — jï— ; etc. 
De forte que la série demandée est. • . 

(4) • • • ' = -r - ^r • + —T—y' + «<=• 

Par exemple, jr désignant la tangente de l'arc x , on a (no 736). . « 

(S),., yzxx^ -rx* + —^x^ + etc, 

La comparaison des séries {i) et (5) donne. . . 

« = 1, 0=0, = ^» d==o,e=-=j etc., 

et la fonnnle (4) devient. . . 

(6) ... x==jr -ijrJ + Ij.» - 1 ^r 4- ljr9 -- JL^r» .+ etc. 



il faut que i -4-C=^si et que aB^hA* =0; ce qui donne C= i. Or les 
termes affectés des ezpoians (i -f- C-|- >) 1 (2 -+- C) et 3 , doivent se détruire ; on 
a donc. . . 

7 = 1 ; aC'h'^hAB+cA^^=^o* 

On trouvera de cette manière que les exposans de^ dans la formnld 
(âf), sont 1 , 3,3, etc. Les équations, . . 

Aa^si I , aB + hA*'=Oy aC^2bAB^cA^r:po,etc. ^^ 

^termineront les valeurs de ^,.0, C, etc.; et la substitution de ces valeurs 
^buis la série (il/j , conduira h la formule (4). Cette méthode pourra tou- 
jours seruir à déterminer les exposans et les coefficiens contenus 49ns 
sme série , lorsque la forme de la série sera inconnue. 



i 
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Telle est la série qui exprime Parc x , en fonction de la tangeniey, 
de cet arCf La loi des termes est évidente. 

748. Si la se'rie proposée était y =: ui ^ ax •¥• bx* ^ etc. ; on ferait. . , 
jr — ^== 2 5 on aurait a=ax -Hôx>+ etc. , et la formule (4) donnerait.,, 

I b (^b* — ac) , , ^ 

a:=-a— -r2»-h , — f s' + etc. 
a a^ a^ 

Mettant ^ — ^ au lieu de 2: , on obtiendrait la valeur de x en fonction 
dejr- 

749* Enfin ^ ^i la série donnée étant.., 

i 
1 

(7) , . . ax H- bx* -f- cx^ + etc. =: aj*+ Çy* -f* ^x' "^ ***^* > 

©» demande la valeur de y en fonction de x , on supposera.., v I 
7* = u4é -4- Jîx» 4- Cx^ '+• etc. 5 substituant cette valeur de^ dans le second 
fnembre dé la formule (7) , et égalant les coefficiens des mêmes puissances 
de x, on trouvera. . , 

Ces équations donneront les valeurs des inconnues A , B, C , etc, 

75o. 
tiue 

tion --: en séné, est -. s—^ • Pour convertir cette quantité «n 

A ' a-|-at'-|-«t 4-etc. 

fraçtian continue, on divisera <* •+» «t' -+- etc. , par C+C'+ctc. Calcu» j 

}a4t un seul terme au quotient , on aura. 



!o. On peut convertir en fractions continues^ toutes les fonctions 
Von sait réduire en séries. En effet ; si le développement de la fonc-s 






Posant. . • 



(i)...ct'— ^s::^; «"— ^g- = >'} etc. , 
p^ divisant Ç -4- C -|- etc^ , par > -f- y 4? etc. , oi| trouvera . . . 



1 



7-^ y 



-f-r-f-etc. _ C A^ yJ^V yj^ _ 

'•4->''-hcic."'>"^ (V .H^ y + V" H»etc.> 



Faisant (a) , . ,C' — ^ = ^: Ç^ — ^' ?= «T'; dlc, , 



1 
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ft dirisant >"+>'-+- elc , par / -^-/'-f. etc. j il Tiendra. . : 

Contmoant à opërer de la oiéme manière , on troifrera. . • 

. , B C+C'^r'+ctc. I 

\ 10},. . -^= 



-#< « + *'+**' -*•«€. 



* . I 



c + r 



j-*-eic. 



et les ëqnations (i) , (a) , etc. , détermineront les ralenn des inconnues 
>, ^, etc. Far ezcmfde, si x désigne Tare dont la tangente est jr, on 

«nm (n'»747)... 






Pour obtenir W fraction continue qui exprime Parc en fonction de /<c 

tangente^ on comparera la série jr *--' ô J*' •4-etc.9 à la fraction.. « 

C-4- r-»-etc. .., , _ 

^.j^P^^r^T^ , d en résultera. . • 

C=^, C'= — •5/^ C"= I X», etc.; *=i , *'=o , «" = 0, etc. 
Les épations (i) , (a) , etc. , donneront. . . 

Substituant ces Taleurs des quantité A^C^y^i", etc., d&ns la fotttule 
(10) y on tronyera... 

I 



I I 


JJfŒUUJgX 


■^ i+- 


I 


• y* 


5 , 
7- + etck 

4r 



Supposant X = 7^,^eraégal à Tunité; ce qui donnera. •«< 



1 I 

7- ^ = = 017 etc. 

^ i+— 



3+ 



6 

7 4- etc. 

4 
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Séries numériques (**).' 

7S1. Nous avons donn^ le moyen de calculer la somme d'an nombre 
quelconque df term^ d'on<î sëpe récurrente ; nous allons résoudre le mèma 
problème sur des séries numériques d'une forme particulière. 

759. Déterminer la somme des puissances m des n termes de la pr(^ 
gression géométrique, . . 

ria : aq l aq* l aq^ l aq^ l ... l aq^» Z aq»-^ j (n» 3a8). 

Si 4$* désigjae la somme demandée, on aura.;. 

«y ^ û"» -f- a"^qf» 4« a^q*'* •+■ a?*q^*^ + a"^*"* + ... ri- afq'^'"'}» 

Soit ^'■ = ^j il Tiendra... ^«"("-0=: ft»-», 9'»»=&»et 

f 

Quand la raison q étant moindre que Puni té, la progression se prolonge à Pin- 

fini, n est infini , et lâ somme de tous les termes sç réduit à '■ — (n9 &ok), 

' I — — fl"* 

753. Déterminer la somme des puissances m^-'if des termes de lu 
progression arithmétique, , . 

•; a,b,c,d,e, ...t.u ^ (no 3i8). 
En désignant la somme demandée, par Sim-i , on anra..^ 
«y«i-i = fl»-' -H ^'*~* H- f"^' H- ^*"' •♦- c*"* + ...:+• «*-' + tt"-'. 
]VIais, h = a-H- ^>P = ^+^9^=<''f:^9 ...ju=:£4"^* Donc. . . 
V . ... '»(''' — ï) I. m(m — i)(mr — 9) , ,.» . 



I. a I. a. 



« > .. ' mhn — i), . . ni(nt — i){m — a). , ^, . 

I. a • I. a. 3 ' 



4. 



ï. a • I. a. 3 • 

Ajoutant ces équations, membre à membre, réduisant et nommant Sm-i , 



{**) Par série numérique , nous entendons une série dont tons les termes 
sont des nombres. 



/ 
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fim^» 9 etc. , les sommes des puissances m — i , m — a , etc. , des termes 
^e la progression, on trouvera... 

(i). . .u» = a"+ m(f(*y«,-, --tt'»-')"4- ^ <^* («y»-.— M»-») 

Cette ëquation déterminera la valeur de Sm-i , lorsque les fommes Si»-»,^ 
iS«— 3 , .,.,Sa, Ss , Soj seront cpnnues. Donnai^t successivement à m 1m 
valeurs i, a, 3, 4> ^^c. ; il viendra... 

(a). . . u = a+ cT (So^uo) j u» = a* + a^{*yi — m) + (f» (So — ^V 5 ^^^ 

Si le nombre des termes de la progression est n , on aura M=aH-{»— i)^, 
La substitution de cette valeur de n daps les formules (a), donnera.*^ 

(3). ,,S6=ni (4). . .Si = - /»» -4- - (aa— /)/» ; 
(5)... S*=i^ J'^n^ -4- i / (^a — «r)n» ^- ^ (6a^ — 6a/ + «r*)/i ; etc. 

754* Lorsqu'il s'agit de la suite des nombres naturels i;3> 3, ..., n^ 
on'a / = I , a = I j et l'on de'dnit des formules (3), (4); (5), etc. . . 

Nombres Jigurés . ■ 

755. Les Anciens ont donne des noms particuliers k certains nombres j ces 
noms tiennent ans propriétés arithmétiques et géométriques de cas nom- 
bres. Ainsi, lorsqu'on ajoute successivement les nombres naturels 

i,a,3,4;^y 6,7,8, etc. , on obtient les nombres triangulaires, . . 
1 , 3, 6 , 10 , i5, ai , a8, 36 , etc. ; dans cette suite , on a. . . 

3=i-f'a5 6=i+a-f-3j io=i+24-3-f4î i5=i4-a4-3-H+5 5 etc. 

Ajoutant de la même manière les nombres triangulaires j on forme les 
nombres pyramidaux y 1,4* 10 * 3o, 35, etc., et ainsi de suite. Ces 
nombres s'appellent en général des nombres Jigurés (**). 



(**) Les nombres triangulaires et pyramidaux , ont reçu ces noms , 
parce qu^on peut disposer en triangle équilatéral et en pyramide , autant 
de sphères tangentes et égales qull y a d'unités dans diacun de ces 
pombrcs. Par ezem^e; (Fig. 4) 9 3> 6, xo, i5, expriment les nombtep 
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756. Lorsque le premier terme d^ane progression arithmetiqae étant 
runitë-, la raison est quelconque , Faddition successive des termes de cettie 
progression , donne des nouvelles suites de nombres qu^on appelle nombres 
polygones f et suivant que la raison est i , ou a ^ ou 3 , ou etc. y les nombus 
polygones sont dits triangulaires , ou quadrangulaires , ou pentagones, ttc* 
Par elemple, en ajoutant les termes de la progression arithmétique... 
V I •4* 7* 10. iS.etc.^ on forme les nombres pentagones 1, 5,13, 33,35, etc. 
Supposant a ;= I et ^ = 3 , dans la formule (4) du no 753 , on trouver* 

<^i= -/!>—- n , pour le terme général des nombres pentagones. 

Ces différens nombres jouissent de propriétés curieuses. Nous nous bomc* 
rons à faire voir comment on peut nommer les nombres figurés,,, 

1,3, 3, 4? 5, 6, 7, 8, 9, 10, etc. , nombres nature/!!. 
1,3, 6,10,15,31,38, 36, 4^9 ^^9 etc., nombres triangulaires, 
1,4,10,30,35,56,84, 130, i65, 330, etc. , nombres pyramidaux. 

Dans chaque suite , le terme du rang /t, est la somme des n premiers termes 
de la suite précédente. Ainsi , 35 est la somme des nombres 1 , 3, 6, 10, i5. 
La manière de sommer ces nombres , repose sur le principe suivant : 

^57. Lorsque Hans une série, le terme général du rang n-i^i est*, 9 

(I)... y»+, --_-__-__( ), 



de boulets contenus dans les triangles équilatéraux. . . ABC, A'BfC, 
A'B"C\ A'ff'C', chaque côté du triangle équilatéral A'VC , 
contieift 5 boulets, et le nombre total des boulets est 1 + 3 + 3 + 4+'^» 
ou i5. En général, si chaque côté d'un triangle équilatéral contient 
n boulets , le nombre total des boulets contenus dans ce triangle , sera 

la somme -n{n^i), des n nombres naturels i, a, 3,...,i. ( Tous 

les boulets sont de même diamètre et se touchent comme dans la fig. 4)* 

Si l'on conçoit que les i5 boulets conteniis dans le triangle A!" Bf'C, «e 
touchent , on pourra placer dessus les 10 boulets de A'Bf'C"', sur ces dcr. 
niers on mettra les 6 boulets de A'B>0\ sur A^B^O on posera les 3 bou- 
lets de ABC, et en mettant un boulet sur ABC , on aura formé une fy-r 
ramide triangulaire «y^'*'5'*C' (Fig. 5), Chacune des quatre faces con tien* 
dra i5 boulets , et le nombre total des boulets renfermés dans cette pyramidi^ 
seralaspmme 35 , des cinq premiers nombres triangulaires i,3, 6, lo^i^t 

(^^) h ei n désignent des ^ombres entiers po^itils*. 
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ia somme S»+t des n H- i premiers termes, est. . . 

.. ç _ («4-ï)(n4-3) (nH -3).... { n-\-k ^ i) (/i-f-A) 

I. a. 3 (A — i) («) 

Car il rcsulie da principe da n^ 63 , que lorsqn^on donne successivement 
i n, les »-f- I valeurs o, i,a,3, ...n, la somme des n+ 1 termes quQ 
4onne Tn-fr» est égale à rcxpressîoft de Sn+i» Dans ces formules. , . 

* = ,. donne r.+.= 2±i , J.+, = ("-<-0 r" + ') . 

I ] • 3 

k = 3,donne 2;+,= ^P^'H^^^i , S.^. = (^;«;0(/.H^a) (n4- 3). - 
A = 4, donne |rM.. = (^ -^ C^ •^^) (^ -^3) 

^ X. a. 3. 4 

758. Ainsi ^ la somme des n -f- i nombres naturels i,a,3,..,n-f-i^ 
est -(«■+• i) (u -f- a) ; /a somme des n -f- i nombres triangulaires j^ 

1 , 3, 6, 10 , . . . , - (/i ■+- 1) (n H- a) , est — r (/i -f- i) (n H-a) (n-f- 3), et la 

«■ ' a. o 

somme des n+i nombres pyramidaux, x,4,io,ao,35,56,84,iao,i65,aao, . ..» 

aTJ («+ (1 -^ a) (M-3) , est 7! a. 3-4 ' 

759. Ces formules peuvent servir à calculer le nombre dos boulets 
contenus dans une pile ; ( tous les boulets se touchent et sont dt même 
i^mètre ). En voici des exemples : 

760. (Fig 5). Déterminer le nombre total de boulets contenus dans 
une pyramide triangulaire. {Chaque côté du triangle équilatéral qui 
sert de base contient /i-f-i boulets). Avec un peu d'attention, on voit qn'en 
partant du sommet de cette pyramide , les nombres de boulets contenus 
dans chaque tranche horizontale sont les nombres triangulaires., • ■ 

1 , 3,6, 10, i5, aï , ... ,- (/i-H x) (n-f-a). De sorllB que U nombre 

L 1» ^, («H- 1) (n-f-a) («-+- 3) , 
phercne est la somme <-^ i-i — - — - , des n •+• i premiers nom^ 

i* a. 3 

hjres triangulaires f Lorsque » = 4>(6g»5), on trouve que la pyramide 
iSJfB'^C', contient 35 boulets. 

761. Si. la base de la pyramide était un quarré composé, dfi n* bo^ii- 
lets; le nombre total des boulets serait la somme des quarrés des n 
premier» nombres naturels i, 2, 3, ^,$,6,7,8,3,10,1 jj...,7i. Cette somme est 

g nin-hi) (î4/ï+i), (no 754), 
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76a. ( Fîg. 6 ). Enfîn I soie pro]>08é de déterminer combien il y a ék 
boulets 4ans la pile ABDEF. {La base BDet toutes les sections hori" 
fontales , sont des rectangles ). Diaprés la forme de la pile AF, on Toit 
qœ h\ la première tranche , à partir dn sommet , renferme K "i^ i booleti , 
)a deuxième tranche en contiendra afilT-f-a), la troisième en contien- 
dra 3(A-4-3) ; ... ; et la n»*»"» tranche BDbd en contiendra nx{K+n), 
Daignant donc le nombre total des bonlets par x, on anra. . . 

a:=r(A: -f- i)-f- a (AT-J-a) -+- 3(Ar-4- 3) +.. .+»(ir-l-») 
5= (i -f-a-f». . .-♦• n)Ar4-(i*-f'a* -f 3» -f- . . . -f- »•). 

Mais les formules (6) du n* 754 » donnent. . , 

I -f. a .4.... 4^ s- 11(11 -t- 1) et i»-f.a«+...-f-»« = gii(n+i)(a» + i). 
Donc, 

(i).,.jr=-7i(n+ i) A'-f-g/i(t-f-i)(an+T) = gn(it4-0 (3iï + an+i). 

Remarque. AD contient n bonlets et AB en contient ilT + n ; posant 
K-hn^m, et mettant m — /i an lieu de iST , on trouvera. . .; 

(a) ... or = ^ n(n -t- 1) (3»» — «H- 1). 

Lorsque mzzzn^ la base est un quarr^, et l'on obtient la fidnnolt 
du n<» 761. , 

763. Quand le terme général d'une série de nombres , ne contient 
ftjfue des puissances entières positives du nombre n des termes , la somme 
X des n termes ne dépend que des sommes des puissances des nombres 
naturels i , a , 3 , . . . , n. En effet ; si a , 6 , c, etc. , désignant des nom- 
})res connus , et a > -C , > , etc. , des nombres entiers positifs , le terme 

A C v 

général 7^»,d'unesérie,est an -f-fi/i + c/i H-etc.; on en déduira les n pre- 
miers termes , en donnant successivement à n les valeurs i, a, 3,. ...,11. 

M. C y 

De sor^ que le premier terme sera (a x i H-^ x x +<? X i -t- etc. ) j le se- 
cond terme sera (axa •¥b X a r^ X a -h etc. ) j ... ; le /i'»»»* terme sera 

/ * C y 

{an -^ bn ^^ en -4- etc.)* On aura donc. . . 

f=a(ifH-a*+..+/ï*)4^(i-t-a .+.3 +..4-n )-fc(i^-+-a^-t-3^-+-..-»-/i^) -^etc. 

Pesant i*-f-a*-f3*-f-. .+7i*=*y î 1 +a -4-3 -f-..-f-/» ^=^ ^î etc.» 

U viendra xzsaS -hbS^-hcS 4- etc. 

A C y 
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Ce qui démontre le principe énoncé. Les formules (6) du n^ 754» dé^ 
termineront les yaleort des sommes, «JP , 4$*^, S , etc. 

764. Premier exemple. Quand le terme général est n ; la série derient 
la toite des nombres naturels i , a ^ 3 , . . . , n.. La somme de ces n termes 

est St ou - /i(n-f- i), (n* 754). 

Deuxième exemple. Si le terme général est - n(n+i) , ou - /i> + - n , on 
aura... 

«:=-; «s=aj 6 ==- j C=: 15 c = o, etc. 
Les termes de la série seront les nombres triangulaires» . . 

X; 3,6, 10, i5, aiy .. . ,- n{n rhi) » 
et la somme T, de ces n termes^ sera - ^a + - ^i. Or (no 754} , 
^x = - n(n -f- x) etS» = ^ n(n -f- 1) (an-f. i). Donc. . . 

T:*jîj /i(/i+i) (an + i) ^- ^n(n^i) 

^i,(n-f-i)(nH-a)^i i^ I . 

I. a. 3 a 3 

Troisième exemple. Lors^e le terme général est^ n(n-h i) (n^2)i 
les termes de la série sont les nombres pyramidaux* . . 

/ 9/r t:r or n(» + 1) (n-f-a) 

I, 4, 10 , ao, 35, 56, 84, ..., ^' ^ 5 — > 

et la somme P, de ces n termes, est r «S) -|- - «Sa + s «Si . Substituant les yw 

D a J 

leurs des sommes Sx , S,, Si y (n<* 754) » on trouvera. • ^ 

_ n(n 4- i )(/»-^a) ( « + 3; 
I. a. 3. 4 

Ce qui s'accorde avec les résultats du n* 758. 

765« Les formules des nP* 754 et 763 , donnent le moyen de sommer 
t^Hs les nombres polygoneê» Par «xemple , lorsque le terme géaéral est 
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3 I 

- n' ra , les termes de la svïie sont le% nombres pentagones t ,5f 19 f. 

-^3 , 35 f etc. , (n^ ^56) , etc. , et l^on trouve qne la somme x des n premien 
termes, est. .. 

-r— ^Ç ' o — 3/i(yi-|-i)(a/i+ i) w(yi4-i )_i ,_ . .^_. . 

j: — - Oâ — - 0| = — . ■ — ^ -_ (n -4- I ) #1». 

a a 13 4 ^ 



Fntctions qui se réduisent à -. 



* 766. Quand rhfpoihhse *==:«, réduit une fraction rationnelle 

k -, les deux termes de cette fraction sont divisibles par (x— à)^ 

(no i36), et par conséquent, si après avoir réduit cette fraction à sa 
plus' simple expression , on fait x = a , le résultat sera la vraie valeur 
de la fraction proposée. Cette valeur sera finie, ou nulle, ou infinie, 
selon que le facteur (x — a) disparaîtra des. deux termes, ou restera 
dans le numérateur , ou restera dans le dénominateur, Put exem]^\e , 

soit la fraction » ■ ■ — 2—- ; l'hypothèse ar*= si , réduisant cette frao 

x^ +x — 10 

tion à - 9 on divisera les deux termes par leur ffgis grand commun di- 

X "^~ 3 ' . 

viseur (x— a) } ce qui donnera — p y faisant a:= a, on voit que 

X ^"SjC"^" o 

pour X = a y la valeur de la fraction proposée est -%■. On trouvera de la 
inéme manière, que lorsque x = ay les fractions... 

ar'— ax> — 4^4-8 x«— j?«— a x'— iax-f-i6 

x^-H X — 10 * x^ — ax^ — 4* -h 8 * x^ — 3x* -H 4 

ont pour valeurs , o , J'infîni et -h a. 

* 767. Lorsque ia fraction proposée n'est pas rationnelle , la rechercïie 
fin plus grand commun diviseur .entre ses deux termes pouvant offrir de» 
difficultés , on observera que si x = a réduit les deux termes d'une frac' 

P 

tion Yi ^ zéro , ces deux termes ont nécessairement pour facteur commua 

nue certaine puissance de {x—>a)\ on mettra donc ces facteurs communs en 
évidence , en transformant le binôme (x — a) , en un nionome h ; on supposera 
donc X — fl=A ; mettant a-f-A au lieu de ,x, dans JP et Ç > effectuant 
(oui les dëVelôppemeus' indiqués, ordonnant par rapport aux^ puissance» 
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cxmtÉantèt ôe h^ inpprimant ks faclears monômes commvns ao nnmérateur 
ec an dénominateor , e( faisant ensfiite h^o, le rcsalut sera la ralenc 

de la fraction proposée qui répond 4 x=:a. Ainsi, lliypollièse x=: i , 

rédoisant les fractions... 

» r 

yjc* — I — yx — 1 tx I — cos (x~^i) 

s ' <m (x — i)' ^ii» C*"— 1) 

(j>-ii -I- |/x»-j-2x— 3 

à - • on fera x=: i -|- ^. Développant les deux termes de chaqie' frMf 
lion sninNit ks puissances croissantes da A , ces fractions deriendront. . . 

Okl-k'> + ^) 0-^-f-eU..)(l*.-±>4+«.c.) 
£Ues se réduiront à... 

(4i+kVe.c.) '('-§**+«'=•)' ( • - 8 *• + "<=• ) 
Supposant ^ = o , on Yoit que pour x = i , les valeurs des finte^ 

lions proposées, sont — ,on /i ; limité et zéro. 

4î V» 

* 768. Ce procédé convient aux fractions rationnelles. Ainsi, x =2, 
réduisant les fractions. . . 

a^*— 4 x^—ax»— 4x-f- 8 x« — x — a x> ^ lax -F ig 

«^H-x— 10 ' x*-4-x— 10 "' xî— 2x* — 4x + ô' X* — iJx»+4' 

à __ j oa f<ra X =: a H*^ j ces iraetieni deviendront ... 

4^4- fe« 4fe» 4- fe> ?i±*! ^^'-hh^ . 

i3^H- 6A» -f À* * lâÂHhëSnjrSî ' 4^»-^.^* ' sa» -+. a»* * 

^ se réduiront à. • . 

4 H- fe 4^ -f A» ^ 3-f-& 6-f-A 

ï3-h6A + A»^ I34.6A+KÏ'' 4A-hA*^ Ï^TX* 
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Soppoeant h:=.o, on voit que pour x=n, les valetin des fractîool 

"pTGj^^es sont —^ 9 o f Pinfîni et ^ a, 

* 769. En général , lorsque P et Q désignant des fonctions quelcon" 

p 
ques de x^ l'hypothèse x=a réduit P et Q à zéro , la fraction -^ 

\ 
àe présente sons la forme — ; Mais cette valeur est déterminée, £â 

effet; pnisqne Phjpothèse a:=a, rcddit P et Q h zéro , si Ton fait 
xcz a^h f dans P et Q, on obtiendra des fonctions de a et de A qui se 
rëaniront à zéro , en même tcgns que h , car supposer h=io , revieiit à 
faire x =sa. Tons les termes contenus dans les développemens des fonc^ 
tions P et Q, seront donc multiplies par des puissances positives de A , car 
les termes qui ne contiendraient pas h , et ceux qui contiendraient des 
puissances négatives de h , ne seraient pas réduits h zéro quand h serait 
liul. Mettant donc a +^, au lieu de x, dans Pet Q, effectuant les dé- 
veloppemens indiqués , et ordonnant par rapport au^ puissances ascendantes 
de ^, on sera conduit à des résultats de cette forme. 4 « 
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P=:ph -hpih +etc^',Q=qh -hq^h 4-etc. ^ «'' > «.îC'>Ci ett. 

Dans chaque série , les exposans de h iront en croissant, et «eront po- 
sitifis î les coefficiens p i pt , ,", q , qi 9 etc., seront indépendans de h. Cela 
posé : 

lO. Quand et sera plus grand que C, on divisera les déuï termes de la 

P C 

fraction -^ , par h ; ce qui donnera. . : 

P ph H-jgi h -4-etc; 

1*005 les ejq[)osans de h étant positifs., Phypothèse À =: o > qtû revient 

J P o 

il X = a » donnera -r=r = - = Oi 

Q q 

a*. Quand et sera égal à C , on diviseba les deut termes de là firactioil 

•p^f par h , et faisant ensuite ^=0, la fraction se réduira à-. 
V . ^ 

3^. Enfin, lorsque C sera plus grand que «c, on divisera les deux teîrmès 

P A . P • 

de la fraction ^,par^ , et supposant^ = o , la fraction deviendra -jc'és^ 

^*dire,| que sette fraction sera itiJGbaiment grande» 

Ainsi 
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^insiydans tous les cas , ta fraction sera déterminée. Gequi démontre le pria* 
cipe énonce. On doit observer que la valeur de la fraction ne dépend que des 

premiers termes ph ,qh . De sorte qu*il suffit de calculer ces pre<* 

miers termes, Oti en déduit cette règle générale : 

p 

* 770. Pour déterminer la valeur d'une fraction yr , qui se réduit 

k — ^lorsqu'on suppose ar=±=^z. J^àites oc±=sa-^h, dans les deux termes de cette 
o 

fraction , et déyeloppez les résultats en des séries qui procèdent suii^ant 
les puissances ascendantes et positives de h. Calculez seulement le pre- 
mier terme de chaque série. Supprimez tous les facteurs monotnes , 
communs aux deux termes de la fraction formée a^ec ces premiers 

termes, et faites ensuite hsno^ le résultat sera la valeur que prend 

p 

ia fraction -^ , lorsque x =ia. Cette valeur ser^ finie, quand lefrc' 

leur h disparaîtra ; elle sera nulle ou infinie, quand h restera dans 
le numérateur ou dans le dénominateur, (Les élèves pourront s'exerce^ 
îk appliquer celle règlfc aux exemples des ïi«» ^66, 767, 768). L^bypothève 
%=: 4 9 réduisant les fractions..» 

a"-^— ï y/a- -"4 3r^-^5a:«-f-3ar-h4 

^ - 7^^°^ obtenir les vraies valeurs de ces fractions, on fera jt =4+^» 

«t en ne conservant dans le numérateur et dans le dénominateur de chaque 
fraction , que le terme affecté de la plus petite puissance à^ h , on 
trouvera (ao»63a, 720 et 7^3) , 

ht a {/h Jih 
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Ces fractions are réduiront à — l'a, -—=.» et -=^5 faisant ^=0,oii voit qu« 
les Talents dés fractions propo&ées sont, •— l^a, l'infiiki , at -=7;. 

* 771. Remarque, Lorsque x=±o, réduit une fraction a -, U suffit 

d'effectuer tous tes développemehs indiqués dans chaque terme; tenu» 
mérateur et le dénominateur sont alors divisibles , par une mémepuis" 
Mance de x^et la division effectuée donne une fraction que Vhypothèsa 

. - . , , o n ^ , I r ^ sin fa: 4- A) — sin x 
ic = o , /!« réduit plus a -* Par elemplc; la fraction ■ ■ ■ , i— , 

Algèbre. T- IL • a5 
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lion, on développera sin (jr 4- ^)î ce qui donnera. . . 

sin {x -^h) — sin x sin x cos h •+- cot jc «in h — sigy 

Substitnant les séries qui expriment sin h et cos h , (n'* ^Sa) , divisant 
le numérateur et le dénominateur par h,^ et faisant ensuite ^ = o, op trou- 
vera que la valeur correspondante de la fraction proposée est cos x. 

Si Ton veut éviter Pemploi des séries , on désignera la fraction donncf 
,par y, et l'on verra que. . . 

sin^ sinjT . r\ •!&« • 

Y sat —, — COS X *— — r— (i — COS h). Mais. . . 

tin*^ =: 1 *— cos *^ = Ci -♦- cos h) (i — cos^); donc i — cos h = • , » 

^ I-+-CO»irt 

On en déduira.*. 

sin h /" sinx sin h\ 
y = — r— I cosx r- )• 

» 
L'*bypothèse A = o , donnera — r— = i > (n<» 733) , sin A = o , y = cos x. 

Pour obtenir la valeur de la fraction —, 9 lorsque x = o , or dévelo- 

X 

peraA'et C* en séries, et prenant les logarithmes népériens, on trouvera (n<^7ao) 

il:ri! = {lu _ /'f ) + î X { (r«). - {l'cy } + etc. 

Faisant xsso, on voit que la valeur de la. fraction proposée esiVet—VC. 

* 77a. Ainsi, Quand m=. — i , la valeur de la fraction -i 

<st (/'x — l'a). 

^ 773. n existe des fonctions qui ne se présentent pas sous la forme 
-y et qui peuvent cependant s^jr ramener. Occupons-nous de ces fonctions. 

'*' 774* Lorsque P et Q désignant des fonctions quelconques de x 

>P 

rhypothèse x = a , rend P et Q infinis , la fraction -^ a une valeur 

déterminée. En effets si Ton divise successivement Tunité, par P et par O 
<ni obtiendra des quotiens P^ , Q^ et l'on a^uira. . • 

p- — z'^, ^ — ^/^ , a ou. . . -^ — -p- 

Or x = fl, rend P et Q infinis; P,et Ç, sont donc réduîis à zéi»; k 
«è^e du no 770^ donnera donc la valeur détermii^éer de h fcaction -W* 
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P«r exemple, les deux termes «Je la fraction r-— > devenant infinis ^ 

quand a; = o y on fera. . . 

cotangx = jP: co8ecx= O; P^:=.-r=z = — = > 

a: = o, donne donc ■-*i^=coio= i. 

* 775. Quand P et Q étant des fonctions quelconques de r, Vhypo'- 
thèse xz= a, réduit P à zéro et rend Q infini ^ le produit P X Q, a 
Mine valeur déterminée, car en repreibntant par Q^, Iç quotient^dc la di- 
vision de I par Q-^ on a.. . 

p 

PX Ç= YT^ x=:a, donne /'szo etÇ^=a, 

^' p 

de sorte qae la règle du no 770 ^ conduit à la valeur de la fraction yr-» 

Ainsi , rhypothèse x = o , donnant Z' (i — x) = o et cotang x = Pinfini ; 
pour trouver la valeur du produit l^ (i — x) X cotang x , lorsque x = o 
on fera . . . 

Z' (i — x) = P^ cotang X = Ç j Ç, = î — = tangx. D'oh (no»7a3ct736.) 

«, . — fx^ — x«-*-etc.)j { iH- -x+etc. ] 

l\i — x) X cotang X = -^ — -^= — ^ -=— -^ -. 

tangx /^^^ 1 ^j_^gjç \ r^_^ I x*-f-ctr,J 

Faisant x = o , on voit que la valeur demandée est — i. 

* 776. Dans toute cette théorie, nous avons supposé que Von deuait 
supprimer le facteur (x — a)^ commun aux deux termes de la fraction 

P . 

yz , ce qui rCest permis que lorsque ce facteur est étranger à la queS' 

P 

tion. En effet; si f Résigne la fraction yr, on aura... 

(i),..Çjr=p, ou ... (a),..^(x— fl)*xy = p(*— '«)*• 

9 et p exprimeront lés quotiens exacts des divisions de Q et de P, pat 
(x — a)*; Texposant k sera positif, et x =a ne réduira pas en même temps 
p et ^ à ze'ro. Lorsque le facteur (x — • a}^ sera c'tranger à la question qui 
aura conduit à Fequation (a), on devra supprimer ce facteur ; ce qui 

donnera ^ = ^ , et la r^gle du n* 770, conduira à la valeur de'termine'e de r • 
q ' J ' 

P 

car il su^a de calculer la vraie valeur d^une fraction ^, que x=; are* 

duit à-. Quand le^ facteur (x— a)^ appartiendra à la question, on nf 

pourra pas le supprimer , et x = a réduira réquaûon (a) à« . .0 X^ = 0-^ 
^ de sorte que jr sera eoiièrenàent iAdctcrminé« 
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* 777. En général, lorsque dans P équation (i) ... Qjrs^P; P et Q 
désignent des Jonctions de x qui sont réduites à zéro , par l'hypothèse 
x=.a ; P et Q ont un facteur commun (x — a)*. La valeur correspon- 
dante de Y est déterminée , quand le facteur (x — a)* est étranger à la 
question ; et la règle du n^ 770 , conduit à cette valeur dey, La valeur 
de y est indéterminée , quand le facteur {x — àf n'est pas étranger à 
la question. On en verra des exemples , dans £* application de PAlgèbrt 
à la Géométrie. 

Théorie des logarithmes imaginairesm 

778. Quand la hase d'un système de logarithmes est positive , un 
nombre positif a une infinité de logarithmes ; un seul est réel, ZJn nombre 
négatif a une infinité de logarithmes; tous ces logarithmes sont ima- 
ginaires. En effet j si Ton de'signe par l^a , la valeur réelle du logarithme 
népérien de i , calculée par la méthmle du no 730 , et si les expressions 
la y /i , indiquent toutes les valeurs dont les logarithmes népériens de a 
etdei, sont susceptibles, on aura... 

la = l(a X i),= l'a -+> h, 

/( — a)=/{ax ( — !)}=/'«+ /(—i). 

779. On obtiendra donc les valeurs du logarithme de a, en ajour 
tant à la valeur numérique du logarithme de a » toutes, les valeurs 
du logarithme de P unité ^ et Pon aura les valeurs du logarithme 
de-^a, en ajoutant h la valeur numérique du log de a, toutes les valeurs 

de l{ — i). Or la formule e*^— * = (cos x -f- y — i sin ar)... (no^SS), 
démontre que si Ton considère les logarithmes dans le système dont la base 

est e , Fexposant x y — i , sera le logarithme népérien de. . . 

(coso: -f- V^ — I sin x). On aura donc... 

/(cos X H- V^— I sinx) = xV^— i. 

Désignant par n 4in nombre entier positif quelconque , et donnant snc 
çessivement à x les valeur^ awsr, (an-f-i)»-, la formule précédente con- 
duira aux équatiotis. . . 

(1)... /(+i) = a/i9rV^i (»)••• /( — i; = (a/H-i)5rl/^. 
Donnant à n les valeurs o , i , 2 , 3 , etc. , on voit que les valeurs de /(+i) 
«ont^ , a^r V'— i ,4 «• J/— i , 6^ V~^ > «te. , et que celles de /(— i) sont 
^V — 1> 3»- y — 1,5»- V^—î , etc. Ce qui démontre le principe du n» 778. 

780. Les formules (i) et (2) lèuent toutes les difficultés relatives 
nux logarithmes. Par exemple , le quarré de •— i étant + i , on doit 



avoir. . . 



/{{-i)«]=3/(+i)3ou (3)...2/(-i) = /(-fi}. 
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L'eqaation (3) parait indiquer qa^une expression imaginaire est ^gale 
à une quantité réelle. Mais si Ton a recours' aux valeurs de /(+ i ) et de 
/C— i), données parles formules (i) et] (a), on verra que les expressions 
imaginaires de a/( — i) , font partie des valeurs imaginaires de /(-4- 1) > car 
les valeurs de /(H-i) sont. .. 

o,aîrV/— -î > 4* V^^ , 6^ K — 1 9 etc. , 
et celles de aZ(— i), sont.. . 

aw-^/ — r, 6^V — ï > io?rV/ — i, etc. 

L'équation (3) n'est donc pas généralement vraie , puisque le» valeurs 

%i^V — ï>8^ y — I 9 etc. , de Z(H- i) , ne satisfont pas à celte équation. 

781. On altère la généralité des^ formules algébriques , en suppo-* 
sant l{a'*) =: mla. En effet} si n et A désignent des nombres entiers po- 
sitifs quelconques , les formules (i) et (a) , combinées avec |es principes 
des no* 5 et 6 , conduiront aux résultats suivanf. .. 

/ { (-!)»*+« }=/(—i)=(a/i+i)«.V/^i} (aA-|-i)/(— i)=(aA-*-i)(a»4-i)5r 4/^1 

/ {(-f ï)'*+'}=/(-Hi)=a/wr V/-^(a*+i)X/(-4*i;=(a*-f-02«5»'V/^. 

^ ((—0*' }=/(H-i)=an5ri/~i i aAX/(— i)=2A(aii-|.i)^V^— i. 
^{(-*-0»* }=:/(H-i)=a/ivV/^ ; aA/(-hi)=aAxaii5rV/~i. 

Ces résultats démontrent le principe énoncé. Par exemple, en donnant 
Successivement à l'indéterminée n, les valeurs o, i,a, 3, 4; ^> ^'^7 ^^^ valeurs 
du logarithme dfi ( — i)«* sont. •» 

o,arV/--i , 4^** V — ï> G^rV/^ , 8^V/—i ^ lO^V^ — i , etc, 
et celles de aA /( — i) sont . . . 

aA^V/ — I , 6Aîr^/-^ , loit^'V/— 1> etc. 

Or h étant un nombre entier positif, ces valeurs de aÂ:/(— i) feront 
nécessairement partie de celles du logarithme de ( — i)*^, mais il y aura 
des valeurs du logarithme de (-^i)'*» qui ne feront pas partie de celles, 
de aA/( — i). L'équation... 

(5)... /{(-!)•*} = a«(-i) 

n'est donc vraie- que pour certaines valeurs du premiar membre. 

78a. Ainsi , lorsqu'on prend aA/( — i) au lieu du logarithme dm 
/ — i)*^, on supprime la vateur réelle et luie partie des valeurs ima" 
ginaires du logarithme de ( — i)'*. De sorte que V équation (5) cesser 
dkétre vraie, lorsqu^on n'a égard qu'aux valeurs réellej des logastt 



v« 
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rilhmes (***). U n*en est pas de même de la formule,* 

^ {(+ !)>»+« }= c^iA -M) x/r+0, 

car les deux rflemhres ont une valeur réelle égale a zéro, Tflais le 
second membre n*a pas autant de valeurs que le premier. En général : 
^83. Lorsqu'on n'a égard qu'aux valeurs réelles des logarithmes ^ 
Véquation (1).. . /(a"*) zzimla. , n'est fausse qu'autant que a étant négO" 
tify m est pair. Lorsqu'on a égard aux valeurs imaginaires des logor 
rithmes , le second membre mla, a moins de vateurs que le premier 
/(a"). De sorte que Véquation (i) n'est vraie que pour des cas par- 
ticuliers. 

784« La formule c*^— *=cosx+ y — r x sin x, donne... 

e . =-f.ije» = —I. On en déduit. •• 

M — invY — I m — (a/i-^i)îrV/ — « 

y'-f-i = c et 1/ — 1=« 

Prenant les logarithmes népériens ^ il vient... 

77£ m 

La règle du n^ 36o donne. . . * 



■s 



m ' m 



^85. Z'e^iiii£ioii/(V/±î) = — /(:t 1), w« donc toujours vraie. De sotte 



que la formnie /( V/=ta)= — l{-±i a) , est générale, 

Ffif 



i ' ' . ! ' • 

(**) L^exeraple du n9 '^01 , était de celte espèce; car dans réqnation 

q*-* = — , la raison q était négative , n — i était pair , et l'on' ne con^ 

sidérait qne les logarithmes réels des nombres positifs ^ on ne pouvait donc 
pas supposer /(^y"-') =(n — j)lq j la formule déduite de celte dernière équar 
lion devait dgnc être en défanu 
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7S6. Problème. Un vase , plein de vin , se vide par un orifice ; ce vase 
est continuellement rempli par de Veau , et la vitesse de Vécoulement 
est cUnstante. Il s^agit de trouver les proportions du mélange après un 
tems donné t heures. Pour résoudre ce problème , on concevra Tan i té de 
tems divisée en n instans , et Ton supposera d^abord que les proportions du 
mélange ne varient qu'an commencement de chaque instant ; exprimant en- 
suite que le nombre des instans est infini j on obtiendra la formule deman-- 
dée. Désignant la capacité du vase par p (*) , la quantité de fluide qui sort 
pendant une heure par v , la quantité de vin qui reste dans le vase après nk 

instans par bj on dira : pendant l'instant- , il sort — de fluide ; mais surp 



n n 

u , -. b(^ 



de ce fluide, U n^ a qne b de vin ; sur — de ce fluide, il n'y a donc que — 
de vin ; après m + i instans , il ne restera donc dans le vase que b — — > 

(s ' 

I j de vin. Or au commencement du premier instant , le 

vase renfermait p de vin ; le vase contiendra donc , à la fin da premier ins~ 

tant p( I I de vin , à la fin du Second instant p f i | de 

vin ^ ... 9 de sorte qu'après tn iostans ou t heures , d'écoulement , le vase 

contiendra p ( i j de vin. Or (n® 63a). .. 

V npj p a V njp* a.J V nj\ njp^ 

I a 3 
Supposant n infini , les fractions - 9 - 9 — . etc. , se réduiront à zéro. 
*^*^ ' n n n 

¥>p&r conséquent, si x désigne la quantité de vin qui restera dans le vase 

après t heures d'écoulement , on aura . . . 

MaÎB la folrtnule (9) du n* 730 , donne. .*. 



•4- etc. 



t'-. 



vt . I fvt\* t fut ^' , . " r 

h-( — ) -( — )-fetc.= e ^. 

p 2\pJ a. 3 \py 



^ 0t 
Donc... X = p X c f • 



(*) U faut sous entendre que la quantité de fluide contenue dans le vase es^ 
p onitéa cubes. 



FIN. 
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NOTES SUR L'ALGÈBRE. 



Note sur le n** 66 1, (i^^^® section^ \ 

787. ITour plus de clarté, on peut présenter les raîsoime- 
niens du n* 6S1 , de la manière suivante : Lorsqu'un nombre 
premier p divise i"*, on doit en conclure que p divise b. En 
effet ; si p ne divisait pcLS b ; les nombres p et 6 seraient 
premiers entre eux; or i"* est le produit de A*"""* par ft, et 
p divise coproduit; p diviserait donc ft"'^* (n** G60). On en 
déduirait successivement que p diviserait ^ i"""% i"*"^, . . . , i* 
et b. Ce qui est contre l'hypothèse. Il est donc absurde de 
supposer que p divisant b^ ne divise pas i. Par conséquent > 
le nombre premier p divise b. 

Note sur les n9^ 670 e/ 67 1 , ( i ^"'^ section). 

ê 

788. Lorsque le nombfe dont on veut extraire la racine 
(ludrrée , n'est pas le quarré d'un nombre entier , la régie 
du n° 671 peut être en défaut ; mais Terreur n est jamais plus 
grande quune unité. En effet ; si m désigne un nombre com- 
pris entre (a+ &+ 1)* et (a+i)% la valeur entière approchée 
de la racine quarrée du nombre m , sera a + è. Il s'agit de 
prouver que la règle du n°67i donnera nécessairement (a-fi) 

ou (a-f-ft + ï) , pour la valeur e'^^i^^'e approchée deV^în. La 
différenae entre (a+è +1)* et (a+by étant 3a+ ai + 1 ^ 
on aura^. . 

m s= (a» -4- aaft 4. ^r») -f. r et r < aa -f 2Ô -f I. 
On en déduira ... > 



m — a* 



= e»H-— et <^ ■ ■ V 



2A aor 2a ^M 
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Cela posé ; quand on aura calculé plus de la moitié des 

chiffres deV^m, en désignant par a la valeur de la partie 
de la racine déjà obtenue ^ la valeur entière approchée de 
la seconde partie de la racine sera i, et Ton démontrera , 
comme dans le n® 670 , que (i + 1)* sera moindre que î2a. 

La quantité sera donc moindre que s \ la valeur entière 

approchée de , sera donc b o\\ b -{• i . 'Ldi division du 

reste (m — a*) , par aa, donnera donc i ou 6+1 unités, au 
quotient. Ce qui démontre le principe énoncé. Par exemple , 
le quarré de 15)9 étant SgGoi , la valeur entière approchée 

de v/ 39600 est 198; si après avoir calculé les deux premiers 
chiffres 1 et 9 , de cette racine , on divisait le reste 35uo , par 
le. double 38o de la racine obtenue, on trouverait au quo- 
tient le chiffre 9 qui est trop fort d'une unité. 

NOTES RELATIVES A LA SECONDE SECTION. 
^ Note sur le n** 86. 

789. La règle du! n** 8S , donne les ni valeurs de la 
racine du degré m d'un polynôme quelconque P , car lia 
racine m*^"*' du premier terme de JP, km valeurs (n® 584) ; 
l'une quelconque de ces valeurs, est le premier terme de l'une 
de9 TU racines du polynôme, et la division fournit les autres 
termes de la racine. Par exemple, la racine cubique de a' 
ayant trois valeur* a, a*, aat^ (n° 3i4), les ti'ois valeurs de 

V/a^+3a*i4-3ai*+/»^ , (calculées d'après la règje A\x 
n°86), sont(a + i), («a-j — ^V et (^at'a + - Y Or ^ = a 

et- :^=ct»; les trois valeurs du radical sont donc, (ût + i)> 
«c(a + A) et «^(a + i). 
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Note sur le n* i Sg.' 

790. L* équation (^i)..» x*^+px^^*+. . . + 5X+i = ô , /ti? 
peut avoir plus de m racines. En effet ^ si a, ft, c, .,.,1, 
désignent m valeurs de x qui satisfont à Téquation (1) , os 
aura ... 

Supposant x = ist , on aura ... 

A» + /?«■•-» -+• ... -f- 5* H- « = (« — tt) (« ^ ^7 •••(*"" 0- 

Lorsque et n'est égal à aucune des racines a, ft, ..., Z, 
lesfacteurs (a — a) , (a— 6), etc. , nesontpas nuls; leur pro- 
duit ne peut donc pas être nul ; et"^ •4-p*'**""*+ • • • '4"* i ^'^St 
donc pas nul ; et n'est donc pas racine de ré(j[tiation (1). Ce 
qui démontre le principe énoncé. 

JVote sur les n'^^ 142 et i^5. 

791. Lorsque Von connaît les sommes p, q ^ r, . . . , t, u^ 
de tous les produite qUe Von peut former avec m inconnues ^ 
a, i, c, ... , /, en combinant ces inconnues , une à une, 
12 à 2, 3 à 3, ..., 771 — 1 à77i — i,fh à tn; l'ièquation qui 
détermine les valeurs de ces inconnues est, , * 

( On prend les signes supérieurs quand ih est pair y et les 
signes inférieurs quand m est impair). 

Les 771 racines de cette équation sont les valeurs des m in^ 
connues, a, i, c, ..., /. Les raisonnemens du n^ 14^1 dé- 
montrent cette propriété. 



Note sur le n** a^o. » 

792. Les limite^ des n°* 23S et 239 , sont souvent plus ap- 
prochées que celles du n° 240. L'équation . . . 
x^ + 2x^ + loo-^ — 4^— 1 = o^ en offre un exemple^ car 
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â'après lés n°' aJG et àSq , les limites supérîéures des racines 
positives et négatives, sont 5 eit 3 , tandis que la règle du n° 240 
donne 101 pour ces limites. 

Note sur /e n° 29g. 

793. Nous avons "ni(n® 299), que les racines de Téquation (i}...ar5--7 â:-f-7=o, 
étaient. H" 1(356 etc. , 4- ifCg etc. , et — 3|o48 etc. Nous allons démontrer 
quç p et q désignant des nombres entiers positifs *V équation,,, 
(a}... a:' — pj:-+-^ =o, ne peutadmettre deux racines positives entre -^-x et 
•+ a , cf une racine négative entre — 3 et — 4 » 7"^ lorsque p=iqz='j {**), 
En effet j par hypothèse , réquation (a) n'a point de racine entre o et -4- i ; 
x = o eta:=i, donneront donc deux résultats de mêmes signes -f- 7 et 
1 — p + q j donc i ^q^p. Il tombe deux racines entre i et a ; l- = i cç 
a:=a, donneront donc deux résultats (i — p-^q) , (8— 2 ]p + <7) , de mêmes 
signes; donc S-f-^^ap. Il n'y a pas de racine entre o et — 3 ; i:==b 
et X = — 3 , donneront donc deux résultats de mêmes signes -4- 7 cl 
— a7-f.3/>-H7 5 donc3;i-f-<7 ^V]. Il tombe une racine "entre — 3 et — 4 î ^''^ — ^ 
et ar =: — 4> détermineront donc deux résultats ( — a7-*-3fH-7)> ( — 64-f4P+4^')» 
de signes contraires ; donc 64 ^ 4P "^ ^* Enfin , les trois racines étant 

réelles > •? 7* — — p' est négatif (n© 6ii.3o). Les nombres entiers positifs 

p etq doivent donc satisfaire aux cinq conditions... 

i-^7>;'5 ^•^9>^Pl 3;i-f7>a7î 64>4p+7; ^p^>2']q». 

Ajoutant les trois premières inégalités , on trouve q !^ 6. La plus 
petite valeur de q est donc 7 ; la valeur correspondante de p est -f- 7 , 
car en*faisant7= 7, les cinq inégalités exigent que p tombé entre 6 et 8. 
Si l'on donne à q des valeurs plus grandes que 7 , les cinq inégalités con- 
duiront à des résultats* contradictoires { par exemple, pour q=zS, la se- 

conde inégalité et la cinquième donnent p <8 et p> 7 H- — L'équation (i) 

est donc la seule qui jouisse des propriétés demandées. Cette équation 
a été traitée par JVewton. 

Note sur les n®*5oo , 5oi et 5o5. 

794. La démonstration du b© 5o<y, peut être simplifiée de la manière 
suivante. Pour éliminer jr entre les équations... . i 

(i;...a:*-fPa:-f Q = Oj fa)... x« -f P, jr-f Q.= o, 



(**) La solution de ce problème est due à M. Ppmmiés , professeur a». 
Lycée Napoléon et examinateur du Cadastre, 



Vv 



3^ NOTES. 

On désignera les racines de Téquation (i), par m tt b , et les Eacinci ' 
de Tequation (a) , par «t et C j on aura . . . 

(3)...x«-hPjc-4-Ç=f=(a:— a)(a-— A)j (4). . .x--+-P/cH-(2^x— «; (x— Cj.. 

Les valeurs de y qui satisfont aux équations (i) et (a) , doivent intro- 
duire un commun diviseur , fonction de or, entre les premiers membres de 
ces équations; et réciproquement, les valeurs de y qui introduisent un 
commun diviseur fojiction, de x , sont bonnes. Les valeurs de y qni con- 
viennent aux c'quations propose'es , doivent donc batisfaire aux équations... 

C5)... ttz=zay ef=:b ^ C =za f C =z b j 

et réciproquement , toute valeur de y qui satisfera à Tune des équations (5) , 
conviendra aux équations (i) et (a), car en vertu des équations (3j et (4j ; 
cette valeur de^ introduira un commun^îiviscur, fonction de a: , entre les pre- 
miers membres des équations (i) et (a). LVquation finale en^ sera donc... 

(6)... r*--fl)x(A — A) X (C— fl) X (f--5)=o. 

Cela posé^ si Ton fait successivement x=:«ct a:=C, dans Tidentité (3}> 
on trouvera. . . 

L 'équation finale en y est donc . . . 

(*« -4- /**-+- Ç) X(^»+ PC -f. 0= o. 

Ce qui démontre le principe dn n» 5oi. 

On prouverait de la même manière que l'équation finale en y , qni resnhe 
de Télimination de x entre les équations (A) et (B) du no 5o3, est le pro- 
duit des équations (i) , (a) , (3j , . . . , (m) , du n^ 5o3. 



Note sur le u^ 536 (**). 



* 795. Le principe dn n° 536 , servant de base à 'la méthode que l'on 
fuit pour intégrer les fractions rationnelles f je crois nécessaire d'en 
donner une démonstration directe et indépendante de la théorie des fonc- 
tions symétriques. Cette démonstration repose sur les principes suivans : 

i<>. Si toute équation a une racine , ^équation du degré m sera U 
produit 4c TQ. facteurs du premier degré (no* i36 , i38, i39, i4o)* 



(**) Les démonstrations des no» 796 et 797 , ont été données par M. Binet^ 
professeur au Lycée d'Orléans y èl répétiteur à l'Ecole Polythecnique.. 
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a*. Les racines de Inéquation.. , 

sont de la forme A -h B y — i(no*52o, 5a i , Saa). 

3**. Quand et -^ C ^/ — i est racine d'une équation, «t— C y — i est 
racine de la même équation (n** 5^3). 

4^. Ltc nombre m étant divisible un certain nombre de fois par 2, U 

nombre - m{m — 1), est divisible une fois de moins par a (n^Slg.). 

5^. Toutes les sommes des puissances entières positives îles racines 
d'une équation sont exprimées par des fonctions algébriques ration- 
nelles des coefficiens de cette équation, caries racines de l'cquatioii. .« 

- (i)... x"+^jr"»-'-4-5x'"-«-hCa:'"-54....-^Px + Ç = o, 
étant a , b, c , ,,,, l, on a.. . 

StZ^a -f-5 -fcH-. ..-+-/ = — ^;«Sa=«'-+- &*-4-c»-|-.. -4-/»=^»— a-ffj* 
«îi = aî-*-iî-+-c3+ .. -f-ZScs— ^îH-3-^i5-- 3C;eic. 

( Voyez la démonstration dans les n<>* 4^4 > 4^^ ^' 4^ )* 
* 796. Soit» . . (2). . . ^»-4-aiy»-»-4- ^i^f~*-+- ci^-w-s 4-, .-4-^,^4- <jr,= o, 

l'équation dont les racines sont les facteurs du second degré de Péqua- 
lion (1). Les coefficiens ai, bt, cs ,. . , pi , qi , seront exprimables ration- 
nellement au moyen de x et des coefficiens A, B , C , . . , P, Q , de 
V équation (i). En effet \ si 5i , Si,s^ , etc. , désignent les sommes des puis- 
sances 1,2; 3, etc. y des racines de inéquation (2) , on aura (n** 4^4)* * * 

5i-f-ai:=:o ; Ja-f- aiJi-+-2Ôi = 0; 53 -t-ai^aH-ôi^i+Sci =0; etc. 

Ces équations donneront les valeurs des coefficiens aif bi , Ct, etc., 

- en fonction des sommes inconnues Si^ Sa , s^ , etc. j il suffît donc de 

prouver que les sommes , Si, s» ,53 , etc. , sont exprimables rationnellement 

^n fonction dexet des sommes. Si , S», Si , jetc. Pour y parvenir , on fera... 

(3)... 2 == (x-af+Cx- &f-4-(^-cf ■+.... +(a:-Zf 

(4).. .2 =:(:c-«)''''+(x-fc)"*+(x-c)''*+... +(*-/)"'*. . 

Elevant les deux membres de la formule (3) au quarré , ayant égard k 
la formule (4)>ct observant que... 

^^(jc— a)(a: — t)} 4-{.(x— a)(ar — c)} -Hetc.=:i , 



^8 N O T E $. 

On trouvera... 

(S )■ =X +a« ;d'oh 

(5;... a* =(2 )•— X • 

Si Ton clève les binômes (x — a) , (x — *),... , (a:—/) , à la pnisiâiict 
u et 61 Ton ajoute les m développe ibéns, en réunissant les coefficiens 4et 
mêmes puissances de x, la formule (3) deviendra.. . 

V = wxi"— /xx^"' X 4Si-+- i ft> — i)x^^X «îa — . • • =*=f "• 
La formule (4) donnera. . . 

V = mx^^— iiux^ ^""^«Si-f - 3iu(a//— i)x iJa— . • •*+^«„- 

La substitution de ces valeurs de 2^ et Sa^ , dans la formule (5) , don- 
nerà... * 



E,n faisant successivement dans cette dernière formule , yu = i , ^ = 3 , etc., 
on obtiendra les valeurs de Si, s»^ $%, etc. , en fonctions algëbri^es ration- 
nelles de X et des sommes Si , S», etc. Ce qui ddmontre le principe énoncé. 
■* 797. Les racines d'une équation ne peuvent être que de la forme 
«t+C\/^ ; « et C désignant des quantités réelles qui 'peut^nt être 
nulles. EoL effet , Tëquation (3) est d«ia forme. . . 

C6) . . . {r-(x-a) (x-A) } [y(x^a) (a:— cj] (^x-^)(x--c)}etc = 0. 
et Ton a . . . n = - m{m — i) , . . . (n® 44^)* 

Or toute équation de degré impair a une racine réelle (n» 435). H suffit 
donc de considérer les équations de degré pair. Cela posé : 

10. Lorsque m sera une seule fois dn^isible par a, l'équation (a) sera 
de degré impair \ de sorte que , si l'on donoe Ji x une valeur réelle quel- 
conque ; Téquation en j^ aura une racine réelle. Désignant par^^ , y^^ ^Ym"» ^^^'^ 
les valeurs réelles de y qui répondent aux valeurs réelles et arbitraires 
^/ > ^n 9 *^: f de X , on aura . . 

■ ■ 

Donnant à x un nombre - m^ni-^ 1} + I de valeurs réelles et a)i)itraires, 
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il y aura nécessairement deux des lyroduits réels y ^ ,jr„, etc., qui renfer« 
meront les deux mêmes racines , car le nombre dés combinaisons deux k 

deux des m racines a, b, c , . ,1 , est -m (m — 1)5 on aura donc , par 
exemple... * 

Xyf X^iYk , xk9 seront des quantités réelles. Eliminant b entre les e'qua- 
tions(7), on trouvera une équation du second degré' en a, dont les coef- 
ficiens seront réels. Cette équation donnera donc une valeur de a de la 

forme et -t-Cy/ — i (n** 795.2»). 

2<*. Quand m sera de la forme ^[ie -f- i), n sera de la forme a(ac + 1) j 
le degrëde Tequation (2) sera donc une seule fois divisible par 3. Cette deniière 

cqualion aura donc une racine de la forme tt +Qy — i (i*^). De sorte qu'yen 
donnant h x, des valeurs re'elles arbitraires , on sera conduit à des équa- 
tions de la forme des équations (7) , dans lesquelles jr, et yk seront de la 

"^ îoxjne A+BV — i. LV-limination de b y entre ces équations, conduira à 
une équation du second degré en a , dans laquelle les coefficiens seront de 

la formel + B^ — i ; on en déduira donc une râleur de a de la forme 

*+C V/^i , (no 795.20;. 

3». Lorsque m sera de la forme {ie-¥ 1)2'; le degré de Téquation (2) 
sera deux fois divisible par 2 j cette équation aura donc une racine de la 

forme et -f- C V^— i \ et l'on prouvera , comme (20) ,que Téquation (1) aura 

une racine de la forme A^i-Q y — i. Et ainsi de suite. 

Le principe du n<* 796 est;, donc démontré. On en déduira facilement les 
principes des n<>* 532 ^ 533 \ 534 , 535 et 536. 

Note sur le n** S6Q. 

798. Si Ton compare l'équation a.« — 1 =0 , à Téquatipa (i) du n® 4^7 
on trouvera. .. 

^=:o,5 =0, C=o,. .. ,P=zo, Ç= — I. 
Les formules (5) , (6) , (7) , du n*» 4^4 > donneront. . . 

4Si=:0,«y,=0,*y3=OJ... j 45^-1=0; Sm^=^m) Sn^^^^S^. 

Par conséquent, si e dési^à^.un nombre entier positif quelconque ^ r est 
moindre que m, on aura. ... 

^«e=*y«(e-i)+»=*5*«(«-« j ; donc Sme=Sm{e^i)'='Sm(fi^») , . . . , r= «Sm =: lîl 

Des calctils analoguef conduironc aux autres formules du n* 55G. 



4oo NOTÉ s* 

Note sur le n** 594* 

799. En résolvant les équathons des quatre premiers degrés, par les tonà* 
lions symétriques, notre but était de donner une méthode générale. Sous 
ce point de vne, les raisonnemens du^ n^ 594 devront être présentés de la 
manière suivante : si a et & désignent les racines de Téquation . . . 

(i) . . ,x* — npx -4-^=0, on aura a -f- & = ^p, 

La somme des racines a et & étant donnée, Téquation (i) serait résolue 
si Ton pouvait obtenir la valeur d^une autre fonction du premier d^ré, 
de ces racines. Cette fonction est de la forme {Aa + Bb) ; A el B sont 
des coefficiens indéterminés et indépendans de a et de h\ il s'agit de les 
déterminer de manière que les valeurs de la fonction (Aa-^Bb), dépendent 
d'une équation plus simple que la proposée. Or cette fonction ayant 
deux valeurs ( Aa 4- Bb ) , ( Ab + Ba ) , Féquatiou qui la déterminerait 
serait. . . 

(2). . . (z — (^aH- Bb)} [z—iAb -+- Ba)} = o, (n© 5i5) , 

et cette équation du second degré est aussi difficile à résoudre que It 
proposée. Mais on obtiendrait facilement les valeurs de z, si les racines 
(Aa H- Bb) f (Ab + Ba) , étaient égales et de signes contraires ^ car Vt 

quation (2) serait de la forme z* — wi* = o , ce qui donnerait « = dr ^m j 
on supposera donc . . . 

Aa + Bb^rz—Ab — Ba-^ d'oh (a-h b) (A'hB)=:o. 

La somme ^p des racines a et b nV'tant pas nulle (**), 6n doit avoir 
A -^ B=:o' d'oïl A = — B. Les inconnues A et B n'étant assujéties qu'k 
cette seule condition , on peut donner une valeur arbitraire à Tune de ces 
inconnues. On simplifiera les calculs en faisant ^=1^ d'oilj&= — 1> 
L'équation en z deviendra Téquation (6) du n^ 694 ^ et Ton terminera^ les 
calculs comme dans cet article. 

JVote sur les n*^* 600 et 60 1. 

880. Si Ton compare les équations... 

x< -f. px* -+- </x -I- r = o , a:* *f« px^ — ^ar -^ r = o , 



(**) Si ip était nul, Fcquation (i) donnerait a: = ±V/ — q\ les deux ra- 
cines seraient donc connucvS. XI suffit dcnc d'examiner le cas où (a-^b) 
u'est pas zéro. 



NOTES. 4oi 

Oft v^rra <|qc U seconde se de'duit de ]a première en changeant, on -h q 
«n — g, ou -f- jr en — x. Les racii»es dé ces deoï équations devaient donc 
«être légales et de signes contraires. Les formules (ii) et (i3) , des n** 600 
et 601 , satisfont à cette condition. 

Note sur les n^* 600, 601 et 617. 

801. Pour obtenir les racines de Péquatian (i) . . . jr*-|-;)x»-f-^x-f-r= o , 
il suffit y dans les formules (Ci) du n? Sgg, de choisir les combinaisons 
de signes pouf lesquelles le produit des trois radicaux à un signe 
contraire à la valeur de q, Nous avons déterminé ces combinaisons, 

lorsque les radicaux V^i k^> ^^m • ^^^^ réels. Il reste à examiner ce 
qui arrive quand deux de ces radicaux sont imaginaires. Si z, désigne la 

racine réelle positiv« de l'équation (5) du no Sgg , V z^ sera réel et Ton aura 
z^Zi^z^:=.q^. Le produit z^^z^ est donc toujours positif, El par con- 
séquent , lorsque z^ et z^ seront réels ^ z,^ ^^ ^m scont de mêmes signes. 
Cela posé : . 

I®. ^uand z^ et z^ seront réels et positifs , l'analyse des no» 600 et 6oi, 

conduira a^ valeurs de x^ car y/Zjyz^yZj^ serr positif. 

2°. Quand z„ et z^ seront réels et négatifs , yz^f X l/«j» **'* ^^ 

et négatif j or yz^ est réel et positif et d'après la formule (7) du n^ 599 , 

le produit des trois radicaux ( rt V^/ )(— V^/»)(^ V^^m Jt^oit avoir 
un signe contraire au coefficient de la première puissance de x dans l'é- 
quation (t). Par conséquent, lorsque q sera positif dans l'équation (i) , la 

combinaison ( -+- \/zy ) ( -f- V^ ) ( "*■ V^^iw ) » conduira aux racines de 
cette équation 3 posant donc... 

ces trois équations, combinées avec l'équation a-+-&-+-c-f-^=^o, don- 
neront les formules (i3) du n« 601. On verra de même que lorsque q esç 
négatif dans l'équation (i), les formules (11) du n» 600, expriment les 
racines de cette équation. 

30. Quand z^ et z^ seront imaginaires , on aura. . . 

z^rzzflt-f-CV/ — I et«^=:flt — €y — I. 

flt et C seront réels , Cm z„ et 2^ sont les racines de l'équation du se 
cond degré que Ton formerait en divisant le premier membre de Téqua- 
tion (5) du n® 699, par le facteur réel (z — 2,). On en déduiia (a® 5âo). . . 

v/z7=:^,4:c,i/=Ti \/ï;=*,-c,v/=;r;. v/^v/^=v-^<^/'- 

Algèbre, T. 11. a6 
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Le prodmi V^tV.^„V*m ett donc positif j et par conségaent ; les fox- 
Bunles des n^* 600 et 6ot conyiennent à ce cas. 

802. D'aprè» cette analyse , Us JormuUs des no* 600 et 601 ne sont 
en défaut 4fue lorsque la réduite a deux racines réelles négatives. Dam 

ce cas, les formules (11) du n» 600 contiennent à Véquation 

ar* -4- px* — 4/ar -4- r = o et les formules (i3) du n® ^i donnent les ra- 
cines de l'éqUation x^-i- px* -^ qx -^ r =: o. Les mêmes remarques con" 
viennent à Panalyse du no 617. 

Première noté sur 'le n* 6 1 1 . 

^ 8o3. Pour déterminer la nature des racines de l'équation. . . 

(i). . . jc^ -+- 3/7ar— • nq =o , 

£ans résoudre cette équation ; on désignera par a , la racine réelle dt 
Téquation (i), et l'on aura... 

a' -♦- Sua — 3^ = o; d'où (2). . . 27= a^ -♦- 3pa, 

Substituant cë^te valenr de ^q dans l'équation (i), divisant ensfiite par 
(x — a), et égalant le quotient à zéro , les deux autres raciB|s 6 et c de 
réquation (1} , dépendront . de l'équation x* -^ ax -^ a* -^ Sp =^ o. On 
en déduira. ... 

La nature dés racines h et c dépchdàtit du signe lAé (a^-^/îp), ondoie 
cherchera fiiSre disparaître l'inconnue a de dessous le radical. A cet effet, 
on effectuera le produit de (a»+4rt P^*^ («*-H')* > et l'on trouvera. . . 

(4;. . . (a*-!- 4rt (a» -♦- p)* 4> (tfî-l- Spa)»-^ ^p^ = 4^«+ 4f»î, 

i:ar a3-f*?pa=34jr. Tirant de l'éjuation (4) la valeur de {a*'^^), et suUti- 
tuUnt cette valeur dans les formules (3) , il viendra. . . 



(5) 






**|8o4. Les formules (5) peuvent servir à déterminer dans quels' cas les 
racines b et p sont réelles ou imaginaires. En effet ; la racine a étant 
toujours réelle; i» lorsque (q^-^p^) est positif, b et c sont imagi" 
rt aires ; a» quand q*-^p^-=.o,les racines b et c sonf réelles et égales; 
3° enfin , lorsque {q* -hp^) est négatif, les racines b et c sont réelles. 
Ce qui s'accorde avec l'analyse du numéro 611. 



NOTES. 4o5 

Deuxième note sur le n* 6ii. 

* 8o5. Lorsqu'on fait usage des formules (8) du n** 6ii , on doit 

avoir égard au signe de q. Ea effet y quand q est posifif , la valeur 

qr ^ 

-y — -y de C05 3t , étant positive , les tables donnent le plus petit des angles 

qr 

qui ont i/— ^ pour cosinus. Désignant cet angle par 3t^, on aura...^ 

V Pf 

» 

— ^— = cos (3f) = cos (3«, ± an^) 

mr 
• = sin (30 = sin (St. dr a/t^). 

Donc, cos t = co* (/y dt 5" /!<»•) et «i/i t = ^i» (/^ ±5 ««•). 

La division du nombre entier n , par 3 , ne pouvant donner que Tun 
des restes o , i , 2, et le sinus ainsi que le cosinus ne changeant pas 
lorsque Parc augmente ou diminue d'un nombre quelconque de cir^ 
férenceSf on verra que toutes les valeurs de sint et de cos t, se réduisent à... 

sin t =sin (t,) , sint == sin (r^±:iao«) , sin «= sin (f^'±Z'2io°), 
cos t = cos (ly) , cos t = cos (« ^ d;iaoo) , cos C = cos {t^ =1= 2400). 
Donc, . . t = fy, ï= t, ± lao» et « = «^ Zt a4oo. 

Si l'on substitue successivement ces valeurs de 't dans les formules (8) 
du no 611, on verra que les trois racines de Téquation... 

(i)... or' — 3fi/c — a^=o,sont... 

(Q). . . + ^ V/^X cos /, , - pV/fVX sin (3oo ±: fj (*}. 



(*) Par exemple, lorsqu'on fait f=fy+i2o<», on trouve... 

cos t == cos (90® H- 3o<» -H fy) = — (sin 3oo -J- f^). 

sin (30® -h = sin (iSoo -h f J = sin (3oo -- tj). 

sin (3o<» — «) = sin (— 90 — f J =r — sin (goo^t^) =: — cos f,. 

La substitution de ces valeurs de cos t et de Un (So'd^ï), dans les 
formules (8) du n° 611, donne... 

«=_î^sm(3o«+t,);i=:--il^.m(3o»-f,);c = ?^ cos »/ 
Les autres valcun de ( conduiteat aux mânes racines. 



4o4 N o ï e; s. 

LVqoation x^ — • 3p/c + 27 =: o » se déduisant de l'ëquation (i) , en 
changeant ■+• x en— x ; lorsque q sera un nombre négatif — q^ , les racines 
de l'équation (i) seront» * • 

— - 4/77 X coi fy ; -+. - \/p^XêUï(3o'*^t,)et'*" V^xsin (3o«>— f > 

ro 
L'angle t. sera déterminé par la formule cos 3l/= .UL , 

Troisième note sur le n* 611. 



* 806. Noos allons faire voir comment les propriétés des lignes tri- 
gonotnétriques conduisent aux expressions générales des racines des 
équations du second et du troisième degré. 

Les racines de Y équation du second degré pouvant être , ou imaginaires , 
ou réelles et de mêmes signes, ou réelles et de signes contraires , nous exami- 
nerons successivement ces trois cas. L'équation du second degré est sus* 
ceptible des quatre formes suivantes... 

(i). . . a:»— a /?jr + m* = o ; (a) . . . a:*+ npx — m» = o ; 
(3). . . x*+ 2px -H m* = o } (4)' • • <3c' — ^px — TO« = o. 

p et m* désignant des nombres positifs. Mais les équations (3) et (4) se 
déduisent des équations (i) et (a) , en changeant + x en — sf. Il suffit donc 
de chercher les racines des équations (i) et (a), car en changeant les 
signes de ces racines , on obtiendra les racines des équations (3) et (4)« 

* 807. Premier cas. Lorsque les racines de l'équation (i) sont ima" 
ginaires ; m* est positif et plus grand que;?». Onfaitxssmx. L'équation 
(i) donne. . . 



I* 



(5)...«.-î^*+. = o;z=i± v/r-T- 
^ ' m ' m y \mj 

~ étant moindre que le rayon i , ou peut supposer. . . 

ii= cos <». D'oïl 2 =:cos <p diV/-«i X sin ^. 
m 

V angle ^ est toujours réel. Les tables donnent le plus petit des angk 
qui ont -^ pour cosinus. Désignant cet angle par ^; , on a. . . 

• x=>nz=: m(co> «f^ \/ — ' »>n ^/)> 



'" ■vji.i^ 






•*. 
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* 808. Deuxième cas. Quand les racines de P équation (i^sont réelleset 
^e même signe ,m> est positif et /i* -— m* n^est pas négatif. Si z^ et 2^ dé- 
isigneot les racines de Teqnation (5), on aura (B«i4a)... 

Z, Z^ =+ I et 2y+2,, = + TO 

Soit jB, = tang ^ ; on en déduira. . . 

4 

,r.. ap .1 ^ , 1 sin ^ , cos f 

^ * m *^ " *^ z^ OT r- jjj„g^ cos^^sm f 

2(sin« ^-l-cos* ^ ) ^_ a 

3 sin ^ cos ^ • sin 3^ ' 

Donc. . . sin 3 ^ =r — . 

P 

'''809. — n'étant pas plus grand que l'unité, V angle 3^ sera réel. Les tahle§ 

donneront le plus petit des angles qui oipA — pour sinus. Désignant cet 
angle par 3^y , on aura. . . 

- = sin 3^ == sin (3^^ dt viv) =:sin / (sr — 3^y)± 3ii»' "i. 

(r représente un nombre entier positif quelconque). Les valeurs de ^ 

son t donc, (^^ dl « v) eif - «• — ^^ :t /i»* j . Or /a tangente ne change pas lors» 

qne Parc augmente ou diminue d'un nombre quelconque de demi'cir^ 
conférences. Les valeurs de tang ^ se réduisent donc à. . . 

tang <p=:ung ^, et à tang <^ = tang f - «" — ^^ J=:eot 4»^. 

On en déduit.. . 

(7). . . x-nm tang ^j et a: = m cotang f ^. 

''^.Sio. Troisième cas. Lorsque les racines de Péquation (3) sont réelles ^t 
de signes contraires , m* est positif. On fait x:^mz, et TéquatioB (3} 
devient. . « ■ 

(8)... «*-*--^« — 1=0. 
m 

Désignant les racines de Féqua^n (8) , par z^ et «^ > on a. . « 

3)» ■ 

171 Zj 



• 
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Soit z^ = tftDg ^. On eii dëdait*. . 

ap I sin <^ C08 ^ — 'gfcos* ^ >— sin *^ 

*^ ^ ■ ^ tang ^ "^ cos ^ sin ^ a sin ^ cos ^ 

— 3cos3^ — a 

sin a tang a^ 

Donc. . . tang af = — . 

La tangeiite pouvant passer par tons les ëtats de grandeur , V angle 3^ 
est toujours réel. Les tables donnent le plus petit des angles qui ont 

— pour tangente , et ^, représentant cet angle f on a . . « 
P 

— = tang a^= tang {i^, dz unir) = tang -f (a^^zt ») dt awîrl.. 

'Onendëduit... 

tang t = tang (% zt n») = tang ^^. 

tang p = tang| (<p^ dt ^ 7r)± n^j =z tang (<^^ zfc -»•) = —" cet f,. 

Tontes les valeurs de tang ^ se réduisent donc à tang ^ ^ '^"^ f 
et à tang ^ = — cot ^y Ce qni donne x= m tang ^^etx=, — m cot ^, , 

* 8ii. T'oute équation du troisième degré peut être ramenée à Tune 
<âes formés ,. • 

(i). », x^ — 3p*x — a^ = o , (a). ..*'-♦- 3/?*j: — a^ = o-^ 
(3) . . . a:' — 3;>** -f- a^ = o , (4^. . . a:^ H- 3p»x-|- a^ =: o, 

y et q désignant des nombres positifs. On cherchera les racines des 
équations (i) et (a) ; changeant ensuite les signes de ces racines , on 
, obtiendra les racines des équations (3) et (4) ; (no a3o). 

*8ia. Premier cas. Lorsque les trois racines de l'équation (i) seront 
réellestq*—p^ sera négatif (n^ 804. 3*). On fera jr = m Tx + i j. La substitu- 
tion de cette valeur de z dans Tequation (i) , donnera. . . 

(5). . . m^fz^ + -3 j — a^ H- 3m (m'^'^p») fz-^^j = o. 

Supposant m =^ , l'équation (5) deVieiidra... 

(6). . . «î -f. -j. == -2. Soit z = cos ^+ V^*^i sin ^ 



t 
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On en déduira. .. ' 

1 I (cos <^ — y — I 9m ^) 

^ COS 4> -f^ y — I sin <^ (cos. ^ -♦- y/^sin ^) (cos ^ — t/ — i sin ^) 

cos ^ — i/— I sin ^ - y . ^ . 

= ^ — : =:cos^ — y — isin^. 

cos* ^ -f-sm* ^ 

Donc... « + - = a cos f, cl(7)... x=p(z'^-j=i2pcos^. 

Or «3=:(co8<^H.V/^i8in t)* = (co8 3<^-hV^~i sin 3^), (n*53a)' 

Donc aî-L.— - =acos 3<i> = -t> donc... cos 3<i>=~« 

if* — p6 étant ndgatif, q est moindre qne p*. L'angle 3^ sera donc 
toujours réel. La fçrçi^le (7) déterounera les trois racines réelles de Péqoa^ 
tion (i). En effet ^ les tables donneront le plus petit des angles qui ont 

le même cosinus -^* Dds^ant cçt angle par 3^^ , les valeurs ^e 3^ 

• P 

seront... 

±1 3t„ ± (a^ ± 3<;>,) , =t (4^ =t 3<|> J , ± (6^ ± 3<î>J , etc. 
Les valeurs de ^ seront donc... .^r 

Les cosinus de ces arcs exprimeront 1^ valeurs de cos ^. Mais , deujp 
arcs égau± et de signes contraires ont le mente cosinus ; te eosutus 
fie change pas quftnd l'arc diminue cCun "nombre quelconque de cir" 
conférences y et Pan a. .. 

cos ^- ^ ±^^^ == cos 1?^— Q ^ Hh %^^ =co? Q^'-.q: «?,)•, 

Toutes les valeuis de cos ^ ie re'duisent donc ai^ trois suivantes.:. 

cos ^ = cos ^^ , cos 4> 7=z cos (s7e:iZ^j j.. 
Ce qui donne... 

(8)...x?=!ipXcos<|>, , etx=z!ipXC0fiC^^±<t>;\ 
Pour en déduire les formules du n» 61 1 , il suffit d'observer qtteTon a. .-. 

cos (^TTThif^ ^=C08 (iao«±:<^,)=aco« {9oo-f<3o.<>:!::^^)}=— sin(3o?±f,). 

* 8i3. Deuxième cas. f^orsque q*-~^p^, rte sera pas higatif, l'équation 
(i) n'aura qu'une, seule racine réelle (no 804}. On fera 2^ = tang f, et 
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la formule (6) dan* 808, donnera... 

«î-f- -r = r . Or js' -♦- - = ~. Donc. . sin a p^=s^^ 

«* 8in 21* z^ p^ ' q 

— étant moindre que le rayon i , l'angle iv fera toujours réel. Les tables 

donneront le plus petit des angles qui ont — pour sinus. Désignant cet 

angle par t^^ , on démontrera comme dans le n<* 809, que toutes les vàlearg 

de tang t*, se réduisent à tang v^ et à cot u^ Posant. . . 

» >. . . 

3 
z-=z Y t*Dg ^ = ^^^'^S ^ > »1 tiendra a + - =-: . 

Or les hypothèses, tang u = tangc/^ , tàng v = cot Uj, conduisent à la même 
valeur de 2 -4- -. I! suffit doue de faire usage de la fo'rmnle. . . 



s 



z =" tang ^ = V/tâng~î^- 



Si tang ^^ désigne la valeur réelle de ^tang t>,, on aura (n^3i4)«« • 
tang ^ = tang f^ , tang <^ = a tang ^, et tang <p = «» tang <}>^. 

a a ' « '«a 



a a 

Ces trois valeurs de tang ^ y donneront... 

II «t* 

== 1 C^,+ V^3)tang,;-.i 0^l/-3) jj^^^ 

Or(n~8o8et8io),tang<j,^+--i — =:_î_ettang<i>^ î — xs 1— 

tang ^, sm a<î>^ ^^^ tang 4), tanga<j>^ 

Donc «H — = : ÎLII— = _ (coséc aA.-f-t/^J col a*,! 

^ z sm 2<|), tanga<f>^ ^ yz-t-k -^ * 'f/^* 

Prenant z = «t« tang ^, ^ oto trouvera. . . 

a H- - = — V Coséc a^^ — V--5 cota<|>4 i- 
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Mais^arss p T* 4- ~ )• Les trois racines de Tequation (1) , du n^ 81 T, sont donc 

X = ap cose'c i^^'y x = -7- p ( cosëc a^^ V~-3 cot a^y). 
**" 8i4< Troisième cas. Pour résoudre T^^uation (a) ; du n» 811 , onfera. . . 

x = m (z — -). L'équation proposée donnera. . . 

m}Çz^^ \\ — a<y + 3m (p'-^m*) Tz — i J = o. 
Faisant m::^p , on aura. . . 

Soit i?^ = cot (^; on en déduira , (n<* 810) » 

, I I \ /' I N acosap a<7 

«5 L = cot f' =: -^ I tans tf — ) i= — : =a cot aj'=--5» 

x^ cot f V. tang uj sin a** p* 

Donc... cotaf = -4. 

/>* 

Lta cotangente pouvant passer par tous les états de grandeur , l'angle af 
sera toujours réel» Soit V^cotf^ =:cot^. On aura... 

» = 1/ cot u = cot ^ j X = p (z j. 



Les tables donneront le plus petit des angles qui ont -^ pour cotangente. 

Désignant cet angle par ^p, » toutes les valeurs de cot v , se réduiront à 
€0t v^et à — tang u^ , car la cotangente ne changeant pas quand Parc 
augmente ou diminue d^un nombre quelconque de demi-circonférences ^ 
on a. . • 

cot au = cot (ap^±a/i«*) j cot au = cot (ai'^ H- ;r zt an^r) 

col j' = cot (u^dz n'jr) = cot •'^ 

cot j* = cot r ('^ •♦- - 9r i: n5r j = cot r t/^ H- - ^ )= tang (— >'^)=:— tang Uj, 

Mais,z = j/cott' — 4/tangi/; 

la substitution des deux valeurs de cot u , conduira donc h la même 
^râleur de « — - ; il suffit donc de faire usage de la formule. . . 

3 

z = V^col y, =; cot <^. 
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3 

Désignant la yalear réclU de ^cot y , par cot <^, et opërant comme 
âans le n^ 8i3, on trouvera. . . 

ar^ts af> cot a^^} x^^ — p (cot 3<^::^ t/^cc^^C3^/}«^ 

JVote sur le n* 61 a. 

* 8i5. Pour résoudre Véqwniion (i)... ar^-f-px» rh^J|:+ r = o , ;>ar 
une méthode analogue a celle du no 607 , on fera a: = ^-f-a-*-i,et l'on 
cherchera h faire dépendre les valeurs des inconnue^ y ^ », t, d*qne 
ëqnation du troisième degré. A cet effet j on formera le qnarré de la yalear 
de x^ ce qui donnera. .. 

JEHevant les denx membres de cette ëquation au qnarré , et faisant ensuite 
passer tous les termes d^ns le premier membre , il viendra. . . 

Mais^ + z -f- £ == ar. Donc ... 

(a) . . . a:4— 2(;^»+«'^-/*)jr*— 8^««x-f^»+«»-hP)«— •4(X'*«*-hX***^"**'*)==^* 

Pour que les racines des équations Ci) et (a) soient les mêmes , il sufGt 
que les coeffîciens de or ,' dans ces deux équations, soient égaux. Ce qui 
donne. . . 

(3)... 2(jra-f.z»-+-t«)T=:— .p; (4)... — 8 )^2f = ^ ; 

(5)... (y>-f.z*-f-p)a--4(;r»z*-f-.y«««+z»/>) = r. 

Ces trois équations combinées avec Pëquation x =jr-^ ^ ^t , détermi- 
neront les valeurs des quatre inconnues x ^y ,z, t. Si l'on substitue d^nt 
IVqnation (5) , la valeur de (jr^ + «■ + *■)> déduite de l'e'qaation (3) , on 
trouvera.. . 

(6)... y.iz.4.^.£i^.z>£«= ^ (/?•— 4r). 

Cela posé; l'équation (3) donne la somme des inconnues , y* ^ «*, <», et 
Péquation (6) détermine la somme des produits deux a deux de ces 
inconnues. Il est donc niaturel de chercher le produit jr*z*t* , car alors 
y*, z^ et t* seront les racines d'une équation du tcoitième d«§rë (n* 791)» 

Or l'équation (4) donne ^»z'«?= r^ g^ (**). Oh adoivc* . . 



A ■ H ^ ■ . ' jl 1 1 , ■ ) ' Kl Jt 



(**) En élevant les deux membres de Péquation (4) (^u quarré,, om 
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De* sorte que les inconnues j^^, z*, t^, sont les racines de requatiun. . • 
(8)... u> + lpu'+-i(p.-4,)„_g=or). 

Telle est la réduite de Pâ^uatîon (i). Cette réduite donnera les valeuçs 
^es inconnues y^z , t, et la somme y -^ z^t sera la valeur de x. Discu- 
tons les diffërens cas qui peuvent se pre'senter. Si y/, z/ etf^*, désignent 
les trois racines de Te'quation (8) , on aura. .. 

r*=r/> «•=«>*» «•=«/» 5 à'ohy =±y^ , z=z ±z^, t =±1 «,. 
(9) . . . a- = rfc^^ ifc js^it fy j (;^, , z^ et t^ sont positifs ). 

L'eqpation (8) ayant toujours une racine réelle positive (no 435) , si y* 
«st cette racine , y^ sera réel ; de sorte que les deux valeurs de y seront 
toujours réelles, LVquation (9) donne huit valeurs de:r, et cependant 
rëquation {1} ne peut avoir que quatre racines. Ponr lever cette diificaltë , 
on observera que l'equa^on (8) contenant les premières paissances de p 
et de Ty et ne renfermant que le quarre' de q , les équations. . • 

(i)... a:4-f-pjr*+7jrH-r = o, (10)... x^-hpx^ — qx -^r^o , 

conduiraient à la même réduite (8). Cette r^nifee devait donc fournir les 
racines des équations (i) et (10). L'équation (4) donne le moyen de distin- 
guer les racines qui appartiennent h chaque équation. En effet j IVquation (4) 
démontre que le produit yzt doit être de signe contraire au coefficient 
de la première puissance de x dans P équation proposée. Par consé- 
quent, lorsque y^ , z^ et t^ seront réels ^ les racines de l'équation (i) 
seront.. . 



(11)... aœsjr^-f.«,— .f^ , x=zyy^^^^^ , z=z —y,-hsB, -ht, , a:= — r/— */— '/ ♦ 



introduit des valeurs étrangères de y, de z et de t , car le résultat.. • 

I I I * 

y^z'^t* = ^ q*, donne j^2£ =: — - ^ei/zr=-+- - q. On devra' donc obl^* 

nir les huit racines des équations. . . , ^■ 

x^^ px*'+qx^r==Of x^-^px* — ^x-f.r = o. • 

(**) Si l'on fait u=zyu, l'équation (6) d^iendra ... 

j/î -^ ^pif^+(p*--'Jlr) u — q»=:o. 

Les racines de cette équation sont les mêmes que celles de l'équatioti 
<5) du no 599. 






^,a NOTES. 

€t les racines de rèquation ho) seront. . . 

♦ 816. Ponr distinguer dans quels cas les racines des équations (i) et (lo^ 
aànt réelles ou imaginaires , on observera que la seconde éqnation se dédui- 
sant de la première , en changeant -+- or en — or , les racines de ces équa- 
tions ne diffèrent que par les signes. Les formules (ii)uionnent. .. 

(i3)... x = r/^(«y-Oî*=— r/^(*y-^0 
et les formules (la) donnent. . . 

LVqnaiion (8) pouvant avoir ses trois racines réelles , ou une racine 
Tcellc et deux imaginaires , nous allons examiner ces deux cas. 

♦ 817. Premier cas. Quand la réduttt. tombe dans le cas irréductible ^ 

les trois racines y,* f Zj», t*, de la réduite ^ sont rétlles; z/ et 1/ sont 

de mêmes sièges , car y* est positif et le produit j^^* «y* t* est ^al ï 

. , . . I • 

la quantité' positive +^ q** 

Lorsque z* et t* sont positifs , z^ et f, sont réels ; les formules (i3) 
donnent les racines de P équation (i) et les formules (i4) donnent les 
racines de Péquation (10). Toutes ces racines sont réelles. 

Quand les racines z*,t^*,sont négatives , on a... 

x^= fltV/— i , tf=.C V/---i 5 (* et C sont réel»). Or le produit y^ z, t, , 
doit être de signe contraire au coefficient de la première puissance de at , 
la quantité' y^ est positive et «/, est une quantité nc'gatire — «tCj on en 
déduit que dans ce cas , les formules (i3) donnent les racines de Véqua- 
tion (10) et les formules (i4) donnent les jeacines de Péquation (i). 
Cela posé; lorsque les racines z/yt*, seront négatives et inégales^ 
*/-f-f,ctz, — tf seront imaginaires; les racines des équations {i) et (10) 
seront donc imaginaires. Quand les racines «/, /^», seront négatives et 
égales^ zy^-t^ , sera imaginaire, et z, — t,y sera zéro. Chacune des équor 
tions (i) et (10) aura donc deux racines réelles égales et deux racines 
imaginaires. 

*8i8. Deuxième cas. Quand la réduite ne tombe pas dans le cas irréduc^ 
tihle y la racine^» ert réelle et positive,^, est réel et positif , z* et t* sont 
imaginaires. Ponr découvrir la forme de ces imaginaires, on observera que si Ton 
divisait le premier membre de l'équation (8) , par u — y,*, le quotient égalé à 
zéro, donnerait une équation de la forme u»-f-^^"-h^/=o» dans laquelle 
p^ et 4/^ seraient réels; les racines :2^^% et t^* de cette équation seraient donc de 

la forme « ±: C V/ — i , ç* et^C sont réels ) , (n® Sai ). On a donc. . ^ 
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Donc (no 5ao) , 

z^'=.Aj-{-C, t/~i et <,= A^— C, ^~i. (it^ct C^ sont rc'els). 
On en déduira. . . 

7"^ et z^ t, e'tant positifs, et le produit j^^ z^t^ devant toujours être de signe 
contraire au coefficient de la première puissance de x dans l'éqUatiôn prç- 
pose'e, on voit que les formules (i3) donneront les racines de Pé^jua- 
tion (i) tt que les formules. (i4) donneront les racines de Véqualion 
(lo). Or, z^-^t, est réel et z, — t, est imaginaire. Chacune des équationt 
(i) et (lo) a donc deux racines réelles et deuxjracines imaginaires. 

Celte analyse conduit à la règle du n^ 6i8. 

'''819. Remarque. Quand les valeurs dep , q , r, seront données en nom- 
bres , les coeffîciens de Téquation (8) seront des nombres connus j il sera 
donc facile de reconnaître si cette équation tombe dans le cas irréductible , 

car en y supposant u=:x, — - ^ , la transformée sera. . . 

ar^' -h 3P^T^ — 3Ç^=o; P^ et Q^ seront des nombres connus. Quand 
Ç/^-h P^ sera négatif, les trois \alcurs de x^ seront réelles ; les trois ra- 
cines de Péquation (8) seront donc réelles. De sorte que la règle du n^ 4^4 
déterminera les signes des racines de Téquation (8) \ et le principe du n® G18 
fera connaître si les racines des équations (i) et (10) sont réelles ou ima- 
ginaires. Quand Qi^-^-P,^ sera positif, x^ n'aura qu''une seule valeur réelle j 
u n'aura donc qu'une seule valeur r^Ue \ de sorte que chacune des équations 
(i)et (10) aura deux racines réelles et deux racines imaginaires. Il est donc 
toujours possible de déterminer la nature des racines d^une équation 
du quatrième degré ^ sans résoudre cette équation. 

■''Sao. Lorsque Von connaît la racine réelle positii^ey/ de la réduite (8), 
on peut facilement en déduire les racines de Péquation du quatrième 
degré. Ea effet j les équations (3) et (4) du no 8i5, donnent... 

z* -«-£" =— j»— lpctate= — ^. On&...x=:d=jr,. 

' Lorsque les trois racines delà réduite sont réelles et positives, ou lorsque 
cette r^àuite n'a qu'une seule racine réelle, le produit fs est réel et positif 
(n«» 817 et 818) j les valeurs de ^ et de j^ doivent donc être de signes con- 
traires. Ainsi , q étant positif dans l'équation (i) . . . x^ -hpx* -f-^x -♦- r=; o , 
011 prendra. . . 






4i4 NOTES. 

Extrayant la raciac quarrce, il viendra. . . 



Les formules (i3} da n^ 816, étant celles qui conviennent an cas actuel, 
on eu déduira. . . 



Les formule» (i5) contenant les premières puissances de p et de ^, et 
la valeur de y, dépendant de réquation (8) qui renferme la première puis- 
sance de r, on peut en conclure que les formules (i5) détermineront 
toujours les racines de l'équation x<4-fir» -f-qfx-f- r = o, quels que 
soient les signes des coefficiens p, q, r. On peut d^ailleurs le vérifier. Par 
exemple, si tz et q, étant réels et positifs, on vent résoudre réqaation*« s 

(a) ... a:4 -f- pa:* — ^/c + r = o. On prendra .. . 
z,* -f- f^» = ^ fy^^ -f. _ p j et ^t,z;=i ■^. Ce qui donnera. . . 



Substituant ces valeurs de (z^ — 1^) et de (z^^t,), dans les foimules.(i4) 
du no.8i6, qui conviennent au cas actuel, on trouvera... 



Or on parviendrait à ces valeurs de a: , en mettant — q, au lieu de ^, dans les 

formules (i5). Ces dernières formules conviennent donc au cas actuel. On 
vérifiera de la même manière que les formules (i5) conviennent au cas ,011 
la réduite a deux racines réelles négatives. 

JVote sur le rC* 622 • 

821. Pour apercevoir comment on a été conduit à supposer a:+ - = « , 

on observera que si a est racine d'une équation réciproque , ~ est racine 
de la même équation, car après avoir chassé les dénominateurs , on voit 
que a:= - et x=a, conduisent au même résultat. Les racines de l'équa- 
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^ion a:<-f-pa:'+é7jr*«4-f7a:-f- 1 «= o, sont donc de cette forme, a, -, & et r» 
«ubstitaant successivement ces quatre valeurs de x, dans la relation.... 
a: -I- T = a , on n^obtiendra que deux valeurs d^ z, L'e'quation en z ne sera 
donc que du second degré. Et en général , lorsque dans l'équation réci- 
praque de degré pair, jr*"» + etc. = o, on fera jc + - ==2 , la transfor' 
jnée en z ne sera que du degré m. Chaque valeur de z , substituée 
dans l'équation jc + - == «> déterminera deux valeurs correspondantes 

X 

de X ; ce qui conduira aux am valeurs de x. 

Note sur les nP^ 676 et 684. 

* 822. La somme de plusieurs séries récurrentes est une^érie récur^ 
rente, car en ajoutant les fractions rationnelles qui expriment les séries 
proposées (no 684) ; la somme est une iractiôû rationnelle, et cette dernière 
fraction donne une série récurrente (n* 676) , qui est égale à la somme des 
^ries proposées. 

Note sur le n** 7 52. 

ê 

* 8a3. Le sinus d*un arc ne changeant pas lorsqu'on ajoute à cet are 
un multiple^ quelconque ^nfr de la circonférence , la série (9) du n^ 783 y 
doit jouir de la même propriété. Et en effet j quand on change x en . 
2n7r -f-or, la formule (9) du n^ 782; donne... 

sin {inir 4. x) = (an^r -^ x) 5 {ioitt+x)^ -4- "\ f e ('^nir -1- x)5— etc. 

Effectuant les d^eloppeucns indiqués et ordonnant par rapport aux puis- 
sances ascendantes de x, on trouvera que le terme indépendant de x est 
la série qui exprime le «iiras de 3/1^, que le coefficient de la ' première • 

puissance de x est la série qui représente le cosinus <le an^r, que le çocf- 

I x^ 
ficientde ar* estst/ian^r, quelecoefiSdeatde-^ -, est cos2nr, et ainsi 

<le suite. Ce qui donnera... 

«m (3nT-f-x) = sin anv-hx cos 3n«* sin 3/i«* 5 cos 3nT-|- etc. 

3 3.0 

Or sin 3/1^ =: o et cos 3nT= i. La série précédente se réduit donc à. . , 
sm (3/iîr+x) = j: 5 H j-7-p ô / t: *^ H etc. 

2.3 3.3.4.5 3. 3. 4*5. ^.7 i 

De sorte que la série (9) du n» 732 jouit de la propriété de ne pas 
changer de, valeur , lorsqu'on change x en x^2nir. On reconnaîtrai^ 
facilement que la série (xo) ,da u9 783, jouit de la même propriété. 



^l6 , NOTES. 

* 8a4* I^A théorie des fonctions dérivées , (n** ^45) , condoit plus simpicti 
ment au même résultat. En effet, si JTdcîiignaat la série C9}, du u? ^Sa, on 
change x en a: -4^ < ; le principe du no a45 donnera. . . 

sin lJc-hz)=Jr-h27«+ - X"t*^ \ jrz3-f.-4-? X"" zh+tiz. 

j 7SJ yTO'^ 2C, etc. , sont les fondions dérivées successives de X. Mais. . . 

.JTsstn x=x^ — t x^-^ X-7-Î. X*— cic ; cosx=si x«-|- — 5-7X*— «te. 

a.3 a. 3.4-5 ' a a.34 

On en déduit (n« a4^- • * 

jr=i X xo — 3 X — xx» + 5 X — 5-7-î. «*— etc. 

a.3 a.3. 4*5 

= 1 X* + — 5— tx* — etc = cosx. 

a a. 3. 4 



smx. 



27=--ax-xH l-yx'— etc.= — (x — -^H-etc. )^ — si 

a a. 3. 4 V î^-3 J 

"*" 825. Ainsi , la première fonction dérii*ée de sin x est^ cosin x y et la 
première fonction dérivée de cosin x est — sin x. On a 'donc. . . 

.iT=— cos X j X'^^+sin X5 X'"'^ -f. cos x j etc. 
La valeur dexm(x-|*2) devient donc... 

sin (x-f- «) =8inx-|-z cos x z* sin ± ^a' cos x -if* etc. 

^ ' a a.3 

=3 ( I «» H- — ?-7«* — etc. jsinx-+.( « -aî-f-etc. ) 

V a a. 3.4 J V a.i y 

Supposant X = an^ j on aura 51/1 x= o, et cos x = i. D'où. . . 

sin (an^-^- jt) = « — —-a «'-4- — 5-7-? «* — etc. := sin z, 

a.3 a. 0.^.9 

La série qui exprime sin z ne change donc pas de valeur , lorsqu'on 
change z en a/t^ '+ z. La même démonstration s'applique au cosinus. 



cosx. 



FIN DES XfOTES. 
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